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XIX. 


Dicliteste gitterformige Lagernng kongruenter Korper. 

(Naekriehtcn tier K. Gesellscliaft der Wissonschaften zu Gottingen. 

Mathematisch-physikalincho Klasse. 1904. S. 311—355.) 

(Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Juni 1904.) 

Wir beschaftigen uns hier mit folgendem Probleme: Gegebcn ist 
dn beliebiger Grundkbrper K. Lanier mit K Icongruente und parallel or mi¬ 
ll erte Kbrper in uncndlicher Amalil sollen ini liaumc in gitterfbrmiger An - 
ordnung dcrart gdagert warden, daft Jceine mvei der Kbrper ineinander ein- 
dringen und daft dabei der von den Kbrpern erfuTlfe Tail dcs JRaumes 
gegen liber dem von ihnen freigclassenen moglichst graft ist. 

U liter einer gifterfbrmigcn Anordnimg der Kbrper verstehen wir, daB 
tmtspreehendc Punkte in ihnen ein parallelepipedisches I binktsy stem (Gitter) 
bilden. Wir bescliriinkeii die Untersuclumg auf konvexe Kbrper. 

Die Lbsung dieses Problems gestafctot infceressante An wen dun gen in 
der Zahlenlehre und ist auch fur die Theorio von der Struktur der Kristalle 
von Hedeutung :|: ). A us der Kenntnis der diclitesten Lagemng von Kugeln 
folgen (S 7) fast unmittelbar alle Tatsachen der G an B-Dirieliletsclien 
Theorio der Parallelgitter (d. s. die Siitze liber die aritilnnetisehe lieduktion 
der positiven terniiren quadratisehen Formen). Pie dicliteste Lagemng 
von Oldaedern (§ ( J) gibt Aufsddiisse liber die Himviltane Approximation 
zweier GrbBen durch rationale Zahlen mit gloichom Nemier. Die hier ab~ 
geleiteten allgemeinen Theoreme liber gewisse Ungleiclmngen (§ 5) end- 
Hch bilden in ihrer Anwcndung auf Paral'lelepipedo und Oktaeder, bzw. 
auf Kreiszvlinder und Doppelkegel die Grundlago fur die zweckmiifiigsten 
Algorithmen mr Ermittlung der Pundamentaleinheiten in den kubischen 
Zahlkorporn von positives bzw. negativer Diskriminante. 

*) Vgl. in letxtercr HinBiekt: Lord Kelvin, Baltimore lectures on molecular 
dynamics, London 1904, S. 618 £ 

i * 
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Zur Ueomrtrh' dtu* Xahh*n. 


§ 1. Analytisehe Vormuliorun^ des Problems mid Keduktiou 
auf den Fall von Kdrpern mil MHtelimnld. 


1. Es sei K ein beliebiger kouvexer Kurpt k r. Wir fdmvn mdii 
winklige Ivoordinaten ?/, £ mit einem Punk to U als Anfmigt-punkt .m, 
den wir uns im Inneren von K donken. Es std J das \ olummi vun A", 
Sind X, g, v irgendwelche Werte, so worth? dor grntfto Wort »!«*;; limmnm 
Ausdrucks Xi; + g?; + i/E; fur die Punk to J im gmr/.on Pmndrhr v»ni A 
mit H(X 7 (.i,v) bezeiebnet. Diese Funktion // deiinmrl dmi Kiirjti'r K 
vollstaiidig 7 sie heiBt die Stiltzthenenfunktion von K. »Sio g»*niigt don fir 
dingungen 

JT(0,0,0)-0, 

H{tk,tp,tv)^tH(X,p,v) ^ X ’ il > 1 ' ■' ’ ’ ’ ' '■ 

H(X^-\~ Z 2 , gj -f- go; 4 ~ 2 '2) ^ ftj, i'j) -j- //1 A„ t *1.,. r„ g 

und jede Funktion 1/(2, g, ?'), die diesen Px’dingungmi gvm'igt, ist din 
Stiitzebenenfimktion eines konvoxen Kdrpens mit O im Immivn - : 

2. Bedoutet P einen Punkt £, tj, £, so bo/.oioluion wir d.m Punkt 
— Z, — Vj — £ als GnjrnjmnJd von P mid mit Pk 

Die Gegenpunkte zu den sllrntliclun Punkten von A biidmi dm kon 
vexen Korper K' in it der Stiitzebenenfunktion 

-&'(A, th v) = J/(—A, r), 

das Spiegelbild /£ in bezug auf don Punkt. 0. 

Die Funktion ~ (if(A, /t, v) + //(-■ A, - p, ~ j bildet alsdaun die 
Stiitzebenenfunktion fur einen gewissen konvoxen Kdrpor, don wir mit 
■j(K + IC) bezeiebnen und der in 0 einen MiltilpunU hat. Hieser 

Korper ist der Bereicli alter solehen Punkto, vvelche irgondwie ah; Miff,- 
einer Verbindungsstreckc eines Punktos von K mit oinem Punkfo vun A" 
auftreten. 


1st z. B. K ein Tdraeder, so vird J (A' j- A") ein OktmUr mit Mitehen 
parallel den Flachen des Tetraeders. 

Das Yolumen von -\(K+K’) ist stots grdilor als dun Volumen von K, 
wenn K ein Korper ohne Mittelpunkt ist (1. c. § 7). Hut K ueliwt einen 

Mittelpunkt, so entsteht K' und welter \{K + K') dureh bluBe Trane- 
lation aus K. 

3. Es sei 

(1) l — a 1 x +a i y+( h 8 } V ~ p t X + fay + (i A s, £ — Vl x -f- y % y + y $B 


*) ^fbematisclie Annalen, Bd. 57, S. 447. Dioso Gea. Abhandlungen, Bd. II, S. 880. 
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eine beliebige lineare Substitution mit, einer von Null verschiedenen Deter- 
ininante, cleron Bet rag A heiCe. Wir betradhtcn das Zahlengitter in x, y, z, 
d. i. das jHinillrlt'pijh'iiischt' System (&) aller derjenigen Punkte G, fur 
welche die Bestimumngsstueke x, y, z siinitlieli gauze Zahlen sind. Den 
Bereieh 

0 < x < 1 , 0 < y < 1 , 0<z<l 

nennen wir das GmiuipamUclepiped des (Jitters (©), sein Volumen ist, A. 
Dureh Parnlbdversoliiebung dieses Bore id is von 0 nadi jedom einzelnen 
Punkte des Gitters erhalten wir eine liiekenloso einfaeke t)berdeekung 
des Kaumes. 

Wir denken uns ferner mit dem Kdrper K dicsc Tran stall onen des 
Giflers, die Paralleiversdiiebungen vom Nulljmnkte 0 nacli den einzelnen 
Gitterpunkten O ausgefulirt, und wir nehmen an, da[3 aide so entstehenden 
Kdrper K ( ; (den Kdrper K — K 0 inbegriffen) gcsondert sind, d. h. unter- 
eblunder hdehstens in den Jietjrensmvjen zusammcnstoficn. 

Zac diesem Ernie wird hereits hinrcichend sein, da/3 speziell der Kdrper 
K in Icemen anderen der Kdrper K a cindringt. Ist nun G ein beliebiger, 
von 0 verschiedener Gitterpunkt, so niuU es dann irgendcine Ebene 
geben, welche K von K (! sondert so, dafi die ihnen etwa gemeinsamen 
Punkte in die Ebene fallen und im fibrigen K ganz auf einer Seite, K (i 
ganz auf der anderen Seite dicsor Ebene bleibt. Sind 1, p, v die 
Bielitungskosinus des vou 0 auf die Ebene gefilllten Lotes, so bat die 
Ebene von 0 cinen Abstaiul > 11 {X, p, v) und von G omen Abstand 
//(— X, —p, — n); die dazu parallele Ebene durcli G hat daher von 0 
einen Abstain! 

Der Gittorpunkt G liegt also aufierhalb oder auf der Greuze desjenigen 
Kdrpers St' — K + K', der durcli Dilatation des Korpera * (K + K') vom 
Mittelpunkte 0 aus im Vcrhaltnis 2 : 1 entsteht. Daraus ontnelimen wir 
insbesoTidere die Pol gening: 

Aus einem hmvexen Kdrper K enfstehen durch die Translationen eines 
Gitters (@) tauter gesonderte Kdrper dann tend nur dann, worm die ent- 
spreehende Tatsaeha fur den zn K gehdrigen konvexen Kdrper (K + K f ) 
mit Miffelpunll statthat 

4. Die Begrenzung von it =» K + IC bezeiehnen wir mit %. Wir 
definiereix eine Funktion 9 ( 6 , 17 , §) fiir beliebige reelle Argument©, indem 
wir fur die Punkte g, r], £ auf der Elache $ die Grleichnng <p(%, rj, 5) *“ 1; 
ferner allgemein 

bei positiyem t und 93 ( 0 , 0 , 0 ) = 0 festsetzen. 
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Zur Geometric tier Zahlen. 


DaB ft ein konvexer Korper ist, iindet in dor allgnneinen runktiunal 
ungleichmig 

( 2 ) yCli + ls, Vi + Vz, Zi + S») < 9’(li, >h,Zi) -i- </ it), r 3 ], 

und daB ® in 0 eineu Mittelpunkt hat, in d.*r Finikin•»a!gleirhu» v r 

, , , V(~~ 1 h ~ Z) ” '/'(li S> 

semen Ausclruck. 

Wir setzen ferner mit Kiicksieht auf din Substitution 1 c 

9 {l, V, b) - /'(>, >1, 

o?fc Korper IQ gcsoiidert tirgen, mufi ulsdaim fiir j,d,.< r »n u o o 
versckiedene ganzznhlige System x, y, s die I 'ngirirhung 

r. ' I Ii (i n iii 

oestenen. ‘ - ’ 

. 5 ‘ * m un0 ndl.eken liauinc ist nunrnelir einetn jedeu Miitermmki <; 

^nerseits genau em Volt.men - A und amlererseil* vm mii K Un,rru„,f,r 
-Koi-per vom Volumen J zugeordnct, also inuB )edenfalls 
W r/’< A 

sein, und wir werden sagen konnen, dor von den Karp,™ IQ , r fidh, 
Raum verhalt s.ch zu dem gauze.. nmmdliehen Kan,,,, win ,/ • A 
^ Wxr bemerken insbesondere, daB die Korper IQ den llaum Vii,-k,,,l„, 
erfnllen, wenn J= A ist. Da nun das Volumen ,/* u.n ’ , K j /{', ,.\„. n 

falls noch ^A, aber, wenn K koine.. Mittelpunkt 1ml. ■ ,/ j, f ,,, 
schlieBen wir, daB cine Iflckenloso tlberdoekung des Raumes dunV die 
orpe. Z«notwend.g das Vorliandensein eir.es Milielpunldes in K „. rh „..t 
Dte Aufgabe die wir uns m slellm hahm, ist *«„, dir KmffHndm 
r\ " ’rr ? ‘ f e> ] Sul)sMiUum C 1 ) dm »'t su H'iihlvn, ,/„jQ uiihrmd di, durt 

crfm ** '" r X 


§ 2 . Hilfssatz iibor ganzzahligo 8«MituHoi«*n. 

r .,, .^ s se * en ^8? ® irgend drei von 0 versediimlene {*«,,]», ) 

1 ers in x, y, s, welclie in drei unalMngitjen, d. 1. „irhl i„ t ,; n ' Pi * 
fallenden Riehtungen von 0 aus Wen, so entstoht 2 p, 
von den vier Punkten 0 Of « nr U ’ 1 Ui K'*» «'.e man 

kann. °’ *’ * aos 8**« Milter mthmm 

OP - E . 021 + iy 023 + 3 -0($ 
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verbunclen ist, unci sind clanaeh x 7 y, z gewisse linear© Formen in jc, t), j 
mit ganzzahligm Koeffizieufcen. Den Bereieh 

0 < x < 1, 0 < i) < 1, 0 < S < 1 

bezeiclmen wir kurz als das Parallelepiped 0(9195(5) und die Bestimmungs- 
stiieke j, 1) , j nennen wir die zu dieseni Farallelqnped gchorigen Ko- 
ordinaten. 

Das Gitter (($) besitzt diesc Grundeigcnschaft: Sind G 0J G i7 (L irgeml 
drei Punk to des Gi iters, so gehort derjenige Punkt fr 3 , fur den Vektor 
(r» (r {] --= G q G x ist, stets ebenfalls zum G itter. Auf Grand dieses parallelo- 
grammatischen Charakters des Gitters konnen wir durcli die folgonden 
Forderungen drei gewisse Gitterpunkte A, B , G 
vollig eindeutig iixieren (Fig. 1): 

1) es soil A von 0 verschieden sein und 
auf tier Strecke 02( mbgliclist nalie an 0 
liegen; 

2) es soil B in der Ebene 02193 auBel¬ 
li alb tier Geraclen 021 auf derselben Seite von 
ihr wie 93 zunlichst moglichst nalie an dieser 
Geraden und naclistdem derart liegen, dafi 
von 0 nach einem Punkte des Strahles 093 ein Vektor 

OB + X ■ OA 

liinfiihrt, wobei 0 < X < 1 ist; 

B) es soil C auBerbalb tier Ebene 02(93 nach derselben Seite bin 
wie (5 zunlichst moglichst nalie an dieser Ebene und naclistdem so liegen, 
tlaB von 0 nach einem Punkte des St rallies 0(5 ein Vektor 

OC + X-OA + Y- OB 
hinfuhrt, wobei 0 < X < 1, 0 < Y < 1 ist. 

7. Naehdem A, B 7 G ormittolt sind, haben wir fur joden Punkt P 
im Ihuime eine bestimmto Vektoron relation: 

OF - X- OA + V* OB + X • OG. 

Bei gnnzzakligen X, Y 7 Z linden wir in P jedesmal einen Gitterpunkt 
aus (W) und sind infolgedessen x 7 y 7 z gleich liueareu gamzahligen Fonnen 
in X 7 Y 7 Z, Nach der Bestimmungsvveise von A 7 B 7 U aber kann es 
keinen Gitterpunkt x 7 . y 7 z aufier dem Nullpunkte geben, fiir den 
0 < Z<C 1; 0 < l r < 1, 0 < X < 1 ist, und gibt es infolgedessen iiber- 
haupt keinen Gitterpunkt x 7 y, z aufier denjenigen, fiir welch© auch X, Y 7 Z 
ganzzahlige Werte haben, cl h. auch X, Y 7 Z sind linear© ganzzahltge 
Formen in x 7 y ? z. Mithin ist nichfc bloB die Determinant© der Formen 
y 7 z in X, Y t Z 7 sondern auch deren reziproker Wert eine gauze Zahl 
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und also diese Determinante ± 1, mithin das Gitfer Wlhg idenusrh 
mit dem Zalilengitter in X, F, X. Wir kommon damit zu Sat/.o: 

Sind x,y>8 irgemhvdclie linear*'. gan::nhlige Fannen in ,r, in wit 
einer von Null verschiedencn Determinante , so kaun man sHs (und rrnr anf 
eine Weise) drei linearc ganzzahlige Forman A\ m ;r, jn » wit ana- 
Determinante + 1 einfiihren , daft Jlelationen 

X — tj + 0$ 3 , i 4* fyiA' ^ 1 

entstehen, wobei die ganzsdhligen Koeffmienten den Hedingungm 

> 0 ; 0 , > 0; 0 **••• ^ t (V ’ r?j * ^ 

geniigen . 

Die Einfuhrung der Variablon X, ansiati. u\g y r : neun«*n wir di«* 
Deduction des Zahlcngitters (C&i) in bezug auf das Parallelepiped (Ml 2'©) 
und ferner bezeichnen wir 0(A.lW) als reduziertes (inuidpandhit jug* d. 

§ 3. Znsammenrficken einer gitterforinigcm Lairminic in cirri 

Kiclitungciu 

8. Wir denken uns die 9 Kooftizienten in {I », woleln* I'm 

Gitter (©) in bezug auf den Kbrpor K orientieren* als stelig vrranuor- 
liche GroBen, wakrend alle Ungleichungen (3) hestelien soilrn, al o kein 
Gitterpunkt auBer 0 ins Innere des Boroiehs Si K *) A" talk*. Xarh 
(4) mnB dabei stets A J bleiben. Wir wollen nun zunarhst /rigeu: 

Ein Minimum von A kaun jedenfalls vur eintreten , irdhrnid irgemi 
drei Gitterpunkte in drei tmabJidngigen Ilichtiinyen ran 0 aus auf 44 />V- 
grenmng von S m liegen kommen . 

In der Tat, nebmon wir an, auf der Begreuzung ft* von M lirgm 
entweder a) gar keine Gitterpunkte odor b) imr ein Puar Uitterpuukfe an 
den Enden eines Durckmessers durcb 0 odor o) rnehroro Pnare von Uitirr 
punkten, aber nur in einer einzigen Ebeno (lurch 0. Wir wiihien dann 
drei Gitterpunkte St, 23, © aus, die nieht mit 0 in einer Kb«*ne liegen* 
entweder im Falle a) beliebig oder im Falle 1)) ho, dab 21 auf f y Hugh 
oder im Falle c) so, daB St und 23 auf % liegen. Wir fUhren mtwuehr 
nach der in § 2 dargelegten Metkode die Keduktion den (Jitters (©) in 
bezng auf das Parallelepiped 0(2123©) aus, und es nei (J(A1HJ) das nen 
einzufubrende reduzierte GrundparallelepipecL 

Wir variieren die Substitution (1) in der Weise, daB wir A mid B 
festhalten, dagegen G geradlinig auf den Punkt 0 zurUeken ksson, Dabei 
verringert sick der Wert von A, des Volumens des Grundparalkdepiped, 
wahrend die auf % kereits vorkandenen Gitterpunkte vollig unberiihrt 
bleiben. Mit Rucksickt auf die Bedingung A ><J wire! ilk Variation 
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schlieGlieh auf eincii Zustand auslaufen musson, wobci irgendcin weiterer 
Gitterpunkt auBerhalb der Ebene OA /> aui* $ auftritt. 

Da dieses Verfahren sick bei den dreierlei Umstanden a ) 7 b), c) aus- 
fiihren liifit, so kdnnon wir in der Tat das (Jitter (($) untor Erhaltung 
der Relational (;>) vmd kontinuierlieher Verringerung von A so bingo 
variieren, bis wir aui* $ drei Gitterpunkte St, 33; © in drei unabhiingigen 
Riehtimgen von 0 aus vorfinden. 

9. Mifc St ; 33, © zugleieh liegon aneh deren Gegenpimkto St'; S3", ©' auf 
vmd in it diesen seeks Punkten enihiilt als konvexcr Korper den 
ganzen JBereich des Oktaedors 91 S3 (S SI' 43' ©' ; welches diese seed is Punk to 
als Ecken hat. Wir wollen dieses Oktaeder kurz das (lurch St; 33 ; © be- 
stimmte Oktaedcr nonnen und mit Okt (St3.3(5) bezeiehnen. 

Enthalt dieses Oktaeder auBer 0 und den Ecken nock irgendeineii 
weiteren Gitterpunkt (!, so gehbrt dieser aucli zu it und befmdet sick 
dalier notwendig ebenfalls auf der Macke Es liege G etwa auBerhalb 
der Ebene 03193, so wird das Okt (St 230) von kleinercm Volumen als das 
Okt (2(33 G) sein. Daraus entuoknien wir das lies id tat: 

Warden tinier alien auf der Begrcnzimg von it irgend vorhandenen 
Gliterpunk ten drei nicht mit 0 in einer Ebene gclegenc Ihinkle St, 33, © 
derart ausgeivdldt, daft das Okt (StS3©) ein mogliclist Heines Volumen hat, 
so enthalt dieses Oktaedcr gewifi keineu Gitterpunkt auficr den Ecken und 
dem Mittdpunkt. 


§ k Gittcroktaedcr. 

10. Ein Oktaeder St33©SI'33'©' mit 0 als Mittelpunkt, dossen socks 
Ecken Gitterpunkte sind, (die niclit in cine Ebene fallen); und welches 
auBer 0 unci den Ecken keinen Gitterpunkt entbiilt; soli ein GiUtrokiacder 
lieiBen. Wir fragen jetzt, wie kdnnen wir von einem solchen Oktaeder 
aus das gauze gogebene flitter ((55) kerstellen. 

Zu jedem Punkte V {x, y, s) gekdrem bestimmto GrbBen jr ? lj ; 5 , mit 
denen 

OF - i • 0 St + \) • 033 + s-O© 
gilt. Dor Bereich des Okt (St33©) ist damn (lurch 

(5) |E| + h>| + l 8 l<l 
definiert. 

Wir fiikren naek § 2 die Reduktion des Zahlengitters in bezug auf 
das Parallelepiped 0(9(33©) aus. Es sei 0(ABG) das reduzierte Grund- 
parahelepiped und X, Y 7 Z seicn die dazu gekorigen neuen Gitter- 
koordinaten; fiir welche sick Relationen 

( 6 ) X —+ a d j, X — b^t) + 6 * 8 , Z — c s t 
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mit den Bedingungen 

<b>0; & 2 >0, 0<fj<l; c s > 0, 0<J -|<1 

herausstellen, wahrend das yorgelegte Gitter (@) sick gcnau mit den 
samtlicken ganzzahligen Systemen X, Y ; Z deckt. Fur 21, 23, © liaben 
wir bzw. 

X, Y y Z — a 19 0, 0 ] 0 5 • 

Da innerkalb der Strecke 021 im Gitteroktaeder kein Gitterpunkt 
liegt, so finden. wir zunackst A = 21, a ± = 1. 

Sodann lautet die Ungleickung (5) fur 3 = 0, also in der Ebene 02123: 


Wenn nun Z> 2 > 1 , also ^>2 ware, so konnten wir Y= 1, mid, da 
0<a 2 <Z > 2 ist, die GroBe X == 0 bzw. =1 derarfc aimchmen, daB 

X — ~ ist; dann wtirde die Ungleickung kier erfullt sein, und 

batten wir damit in der Ebene 02123 einen yon 0,2t, $f, S3, S3' ver- 
sckiedenen und dem Oktaeder angekorigen Gitterpunkt gefunden, was der 
Natur eines Gitteroktaeders widersprickt. Also muB b 2 = 1 , a 2 ===== U sein, 
und wir finden demnack J? = S3. 

Die Ungleickung (5) lautet nunmekr 

(7) X-^Z + Y-^-Z + - <1. 

C S C S c s 

Wir untersckeiden mekrere Falle. Ist c 3 > 1 und tmycrade =*= 2 d + 1 , 
so setzen wir Z= 1 und konnen X == 0 bzw. 1 und I r == 0 bzw. 1 so 

annekmen, daB X — ^ 3T—~ < 4“ ist. Dann wire! die 

Cq Z C<j z 

Summe links in der Ungleickung ( 7 ) 

<■ ~ 4- ^ i_1_i . 

SSS!: 2 d —1 2 d 1 2 c? -j - A * 

wir batten also einen yon 0 und den Ecken yersckiedenen Gitterpunkt 
im Okt (21SS) gefunden, was nack Yoraussetzung nickfc sein dark 

Ist e 3 > 1 und gerade = 2 d, so konnen wir analog Z ===== 1 und X =* 0 

kzw. 1 , Y = 0 bzw. 1 derart wahlen. daB I T — I JL I V _ ?!» I << A 


< ™ ist. Dann wire! die 


kzw. 1 , X =0 bzw. 1 derart waklen. daB X — < i Y— — <A 

c*j) = 2 ; c n r =* 2 

ist. Dabei wird, wofern nickt in diesen beiden Ungleickungen zugleick 
das Gleicbbeitszeichen gilt, die Summe links in ( 7 ): 

^ (d-i) + d + i . 

— id ~ 1 

ausfallen, und ware Okt (SI 33 (5) wieder niebt ein Gitteroktaeder. In dem 
eben erwabnten besonderen Falle aber batten wir a 3 = d, b 3 = d, c 3 «* 2d 
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und, wenn d > 1 ware, wiirde der Gitterpunkt X, F, X = 1, 1, 2 innerbalb 
der Strecke OS, also im Inneren des Okt(2I33E) liegen. 

Danacb erkennen wir, daB fur a 3 , b B? c 3 allein die beiden Wertsysteme 
0, 0, 1 oder 1, 1, 2 in Frage kommen. 

In dem ersteren Falle werden die Gleicbungen (6) 

-X = E) V=9, 

und ist das urspriinglicbe Zalilengitter (@) in x , y , £ vollig identiscb mit 
dem Zahlengitter in £, t), j. In diesem Falle bezeicbnen wir das Okt(2l23E) 
als Gitteroldaeder erster Art. 

Im zweiten Falle baben wir 

X == j + 5 , F = t) + j, X = 2 j. 

Ganzzablige Werte X, F, X entstelien einmal, wenn £, t), g ganze Zablen 
sind, nnd ferner, wenn £——~ 7 3 —ganze Zablen sind. Ins- 

besondere ist der Punkt 0*: 

_ l_ l_ _i_ 

E — 2 , 9 — 2 ’ 5 2 ’ 

d. i. der Mittelpunkt des Parallelepipeds 0(2123S), ein Punkt des Gitters 
in x 7 y 7 z. Das ganze urspriinglicbe Gitter (&) bestebt bier einmal aus 
dem Gitter in £, tj, § nnd sodann ans den Punkten, die wir aus dem 
letzteren Gitter dnrch die Translation von 0 nach 0* ableiten. In diesem 

Falle bezeicbnen wir das Okt(9tS3S) als GitteroMaeder ziveitcr Art. Das 

Volumen des Parallelepipeds 0(ABC ) ist bier die Halfte des Volumens 
von 0(2123 £). 

11. Wir konnen nunmebr folgenden Satz znr Cbarakterisierung der 
Gitteroktaeder ausspreeben: 

Sind x 1 ,y 1 ,z 1 ] x 2 , y 2 , # 2 ; x B , y B , z B die Koordinaten von drei Gitter - 
punlcten SC, 93, E, so ist das OMaeder mit den Eclcen 21, 33, E, 31', 93', S' ein 
Gitterohtaeder erster Art , wenn die Determinants aus jenen Koordinaten 
+ 1 ist , und ein Gitteroldaeder zweiter Art , ivenn jene Determinants + 2 
ist und zudem 

Y (^1 + ^2 + ^3) ; Y (2/1 + 2/2 + 2/3) ; Y + *2 + *3) 
gleich ganzen Zahlen sind. 

12. Wir fiigen nocb folgende Bemerkung binzu. Die linke Seite in 
(7) wird, wenn wir uns 0 <. a B b B c B und c B 'i>2 denken, sogar < 1 
durcb wenigstens eines der Systeme X, Y ? X = 0, 0, 1; 0, 1, 1; 1, 1, 1, es 
sei denn, daB c B = 2d + 1 und dazu a 3 , b 3 = d 7 d] d 7 d + 1; d + 1, d + 1 
oder e B = 2d und dazu a 3 , b B = d — 1, d; d, d + 1 bzw. = d, 5 ist. In 
den letzteren Fallen bat die linke Seite von (7) fur das System 
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X, X,X=1, 1,2 den Wert (< 1 fiir c a > 3 ) otler (< 1 fflr 

> 4) bzw. ^(<1 fur c 3 >2). Wir finden danach unter den eben 
genannten yier Systemen X, Y f Z immer wenigstens ein solehes, wofiir 
die linke Seite yon (7) sieb < 1 erweist, anBer wenn 

& 87 ~ 0, 1 7 2; 1, 1; 2; 1 7 2 7 2; 1 7 1, 3; 1 7 2 ; 3; 2 ; 2 7 3; 1 ; 2, 4; 2, 3, 4 

ist. 


§ 5. Reduktion der unendlich. vielen TJiigleiclnmgen des Problems 
anf eine endliche Anzahl. 

13. Wir nebmen wieder an 7 daB kein Gitterpunkt auBer 0 im luneren 
yon $ liegt, daB aber auf der Begrenzung % yon Si clrci Gitterpunkte 
A y B,C — wir andern damit etwas die Bezeichnung — vorbaiulen sind 7 
die ein Gitteroktaeder erster oder zweiter Art bestimmen. Wir fiihron 
die Koordinaten X, Y } Z zum Parallelepiped 0{ABC ) ein und sctzen die 
in 4. fiir $ definierte Fnnktion 

y&n'Q-F&T'Z). 

Die dort angegebenen Funktionalbedingungen gelien dann in 
F(tX,tY,tZ) = tF(X,Y,Z), t> 0, 

(8) F(X U Y lt z\) + F(X 2 , r 2 , Z 2 ) > Fix, + X, Y, + Y a , Z, + Z ,), 

(9) F{- X, - X, - X) = F(X, Y, Z) 
iiber. Indem die Pnnkte A, B, G anf % liegen 7 liaben wir 

(10) F (1,0,0) = 1, F (0,1, 0) = 1, F (0, 0,1) = 1. 

Weiter soil nun anf Grnnd unserer Yoraussetzung die Ungleichung 
(I) F(X, Y,Z)^1 (X, Y, Z + 0, 0, 0) 

fiir jedes von 0, 0, 0 Yerscbiedene ganzzablige Wertsystem X, Y, Z gotten, 
und soil iiberdies, falls Okt (A B C) ein Gitteroktaeder zweiter Art vor- 
stellt, die Ungleicbung 

(H) f[x+\,Y+\,Z + \)^1 

fiir jedes beliebige ganzzablige System X, Y, Z (das System 0, 0, 0 bier 
inbegriffen) 7 gelten. 

14. Wir wollen jetzt zeigen 7 daB infolge des Bestehens der drei 
Gleichungen (10) yon alien diesen Ungleicbungen gewisse in endlicher 
Anzahl vorhandene das Besteben aller iibrigen nacb sicb zieben. 

In der Tat, greifen wir von den Ungleicbnngen (I) zunachst diejenigen 
besonderen berans, in denen die Zablen X, Y, Z nur Werte 0 oder ± 1 
baben 7 das sind die folgenden: 
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(11) F(±1,±1,0)^1, F(± 1,0, ±1)^1, 1^(0,±1,±1)^1, 

(12) F(± 1, ± 1, ± 1) ^ 1 

fur alle moglichen Werte der einzelnen Vorzeichen + 1. 

Sollte nun, wahrend alle Bedingungen (10), (11), (12) bereits 
statthaben, irgendeine der Ungleicbungen (I) nicht gelten, so sei 
G (X, Y, Z = a } b, c) ein Gitterpunkt, fur den 

F(a } h, c) < 1 

ist; wir kormen uns etwa 0 < a < b < c (c > 2) vorstellen, da wir die 
Rollen Yon + X, + Y, + Z yertauschen konnen. Das Okt (ABG) gehort 
dann mit alien Punkten, die auBerhalb der Ebene OAJB liegen, ganz zum 
Inneren yon Dieses Oktaeder ist durcb 

X-—Z + Y——Z + — <1 

C C C — 

bestimmt. Akniich wie in 10. scblieBen wir nun, da£ in diesem Oktaeder, 
falls nicbt gerade a , b, c yon der Form d, d, 2 d ist, stets wenigstens einer 
yon den Gitterpunkten Z = 1, X — 0 oder 1, Y = 0 oder 1 auftritt. Der 
betreffende Gitterpnnkt durfte aber nacb einer der Ungleicbungen (11), 

(12) nicht ins Innere yon S fallen. Mithin erkennen wir, daB zu den 
Ungleichungen (11) und (12) nur nocb die folgenden 

(13) ^(±1,±1,±2)^1, J’(±1,±2 > ±1)>1, F(±2,±l,±l)>l 
binzuzunebmen sind, um die Gesamtkeit der Ungleicbungen (I) sicber- 
zustellen. Wir baben damit den Satz gewonnen: 

Ist Okt (ABC) ein Gitteroldaeder erster Art , so baben die Bedingungen 
(10), (11), (12), (13) die Gesamtheit der unendlich vielen Ungleicbungen (I) 
zur Folge. 

Ist das Okt(XjBG) ein Gitterolctaeder zweiter Art , so baben wir unter 
den Ungleicbungen (II), indem wir X, Y } Z die Werte 0 und —1 bei- 
legen, insbesondere die Ungleicbungen: 

(«) 

Wir werden nun zeigen: 

1st Okt (ABC) ein Gitterohtaeder zweiter Art , so reicben die Gleicbungen 
(10) und die Ungleicbungen (14) bereits aus , um die Gesamtheit der un¬ 
endlich vielen Ungleicbungen (I) und (II) nacb sich zu ziehen. 

Zunachst folgen aus (14) alle Ungleicbungen (I), namlich speziell die 
Ungleicbungen (11), (12), (13). Denn wir scblieBen aus (14) mit Riick- 
sicbt auf (8): 

F(l, 1,1) > 2, 

F(l, 1, 0) + F( 0, 0,1) > F(l, 1, 1) £ 2, F( 1,1, 0) £ 1, 

F( 1,1, 2) + F(0, 0, - 1) > F{ 1,1,1), F(\, 1, 2) £ 1, 
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und ahnlicb bei An derung der Vorzeicben der einzelnen Variablen und 
bei den Permutationen ihrer Reibenfolge. 

Was sodann die Ungleicbungen (II) anbelangt, so nehmcn wir an, es 
seien die Ungleicbungen (14) erfullt, es bestiinde aber noch fur einen 

Gitterpunkt G(x, Y, Z = a + y, 6 + p 0 + v)’ wobei a > c S anze 

Zablen sind, die Ungleicbung 

a-\-t 2&-(-l 2 c -(- i . 

11 \ 2 > 2 > 2 "7 < 15 

wir konnen okne wesentlicke Beschrankung uns etwa 

^ 2 ct -j- 1 2 b -j- 1 2 c -f“ ^ 


und 2c -f- 1 > 3 denben. Nun entbalt das Okt (AP>G\ d. i. der Bereich 


X- 


2 c& 4* 1 
2 c"+ 1 


+ 


y_2Hl 7 
X 2c + l Z 


+ 


J2Z 

ic+1 


< 1 


den Punkt X = 4> r=|-, 
hler links stehende Summe 


2 ’ 


denn fiir diesen Punkt wird die 


(e —a)+(c--fr) + l ^ 1 . 

2c+l = ±? 

also miiBte auch F{~ 7 -y) < 1 sein Widerspruch mit cincr der Un¬ 

gleiclmngen (14). Die Ungleicbungen (14) haben demmich in der Tat 
mit Riicksicht auf die drei Gleicliungen (10) all© Ungleiclmngen (I) und 
(II) zur Folge. 

15. Nach der Bemerkung in 12. finden wir, wenn fiir ein ganzzahliges 
System G(a, l, c ) die Umstande 0 <: a <b<c und c j> 2 statthaben und 
a, b 7 c nicht gerade mit einena der System© 

0, 1, 2; 1, 1, 2; 1, 2, 2; 1, 1, 3; 1, 2, 3; 2, 2, 3; 1, 2, 4; 2, 3, 4 
ubereinstimmt, wenigstens einen von den Gitterpunkten 0,0,1; 0, 1,1; 1,1,1; 
1,1,2 sogar im Inneren des Okt ( ABG- ) gelegen und kann daber G auch 
nicbt auf der Begrenzung von S liegen, sondera muB dafiir notwendig 

F(a, l, c) > 1 

ausfallen. 


§ 6. Die benachbarten Korper in einer diclitesten lagernng. 

_ l 6 - Xacb den letzten Ausfiibrungen ist klar, daB bei kontinuierliclier 
Variation der Koeffizienten cc 1; « 2 ,. . ., y s in (1) d. h. des Gitters (©) keine 
einzige der Ungleicbungen (I) bzw. der Ungleicbungen (I) und (II) ver- 
letzfc wird, so lange nur die drei Gleiebungen (10) nnd die in endlicber 
Anzabl vorbandenen Ungleicbungen (11), (12), (13) bzw. (14) in Kraft 
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bleiben. Unter bestdndiger Wahrung dieser JBedingungen (10)—(13) bzw. 
(10) ; (14) suchen wir nun iveiter a l7 a 2) ..., y*. hontinuierlich derart zu variieren , 
daji A sich verringert oder wenigstens nicht mnimmt und dabei in mog- 
licJist vielen undbhangigen von den fraglichen Ungleichungen das Gleichheits- 
zeichen sich einstdlt. 

17. Wir nekmen als ersten Fall an, daB Okt {ABC) ein Gitter- 
oldaeder erster Art ist und konnen dazu voraussetzen, dafi auch im Verlaufe 
der vorzimehmenden Variationen niemals drei GittergmnMe auf g auftreten 
sollen, die ein Gitterohtaeder zweiter Art bestimmen. 

Zunachst moge in keiner der Ungleickungen (11), (12), (13) das Gleick- 
keitszeicken gelten. Wir projizieren den ganzen Bereick des Korpers ® in 
Richtung OC auf irgendeine diese Ricktung nickt entkaltende Ebene durck 0. 
Dadurck entstekt in dieser Ebene eine gewisse konvexe Figur mit 0 

als Mittelpunkt; 21 und S3 seien darin die Projektionen von A und B 
(Fig. 2). Im aUgemeinen wird es nnn moglich sein, unter Festkaltung 
von B und C den Punkt A auf der Begrenzung von Si kontinuierlick so 
zu bewegen, daB wahrenddessen 21 geradlinig 
auf 0 zuwandert und damit A kleiner wird. 

Eine solclie Variation ist nur in dem Falle 
zunachst nickt ausfiihrbar, wenn A innerhalb 
einer auf der Flache g verlaufenden, mit OC 
parallelen Strecke liegt ; die sick dann natilr- ^ 
lick in einen Randpunkt von 5)3 projiziert. 

In diesem Falle wiirden wir A zuvorderst nack 
einem Endpunkte jener Strecke kin wandern 
lassen, wobei A sich nickt andert, um kernach, wenn inzwiscken kein 
neuer Gitterpunkt auf g aufgetreten ist, A in der besckriebenen Weise 
zu verringern. Da nun A nickt unter die von vornkerein gegebene Grenze 
J y das Volumen von K 7 sinken kann, muB der dargelegte ProzeB not- 
wendig einmal auf einen Zustand auslaufen, wobei in einer der Unglei¬ 
ckungen (11), (12), (13) das Zeicken = eintritt. 

Wenn dabei z. B. F{ 1, 1, 2) = 1 wiirde, so fanden wir nack dem 
Satze aus 11. in — 1, 0, 0; 0, — 1, 0; 1, 1, 2 drei Gitterpunkte auf g, die 
ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen, was wir ausgeschlossen haben. 
Hiernack kommt gegenwartig keine der Ungleickungen (13) in Frage. 
Wir machen nun ferner zundchsf die Annahne , dafi bei den vorzunehmen- 
den Variationen auch stets die Ungleichungen 

^(± 1 ; ± 1 ; ± 1 ) > 1 

gewahrt bleiben. Dann kommen einstweilen nur die Ungleickungen (11) 
fur das Eintreten des Gleickkeitszeickens in Betrackt. Da wir die Be- 
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zeichnungeu Y und auch X mit — X vertauschen konnen, so diirfen 
wir annehmen, daB der Gitterpunkt $(—1,0,1) auf der Flaelie fy er- 
scheint, daB also 

F(r~ 0 , 1 ) - 1 

wird. Diese Gleichung gewahrleistet vermoge 

F(l, 0,1) + JP(— 1, 0,1) > 1^(0, 0, 2) - 2 

die TJngleichung JP(1,0, 1) ^ 1, d. h. solange G und $ auf g bleibcn, 
kann 1, 0, 1 gewiB nicht ins Innere von St fallen. 

Die weiteren von den Ungleicliungen (11) niogcn noch das Zeiehen 
> behalten haben. Wir konnen nun mit dem Punkte B operioren wie 
voxbin mit A } indem wir wieder die Parallelprojektion von St in lliehfcung 
OC verwenden und konnen obne Zunahme von A crzielen, daB in eiuer 
nenen der Ungleicliungen (11) das Zeiehen = eintritt. Indem wir noch 
X und Z vertauschen, auch Y durch — Y ersotzen konnen, diirfen wir 
annehmen, es trete jetzt der Gritterpunkt 22(0,1,— 1) in $ ein. Durch 
die Lage von 22 und G auf % wird zugleich gesichert, daB 0, 1, 1 nicht 
ins Innere von ® fallt. 

Nun nidge noch F(±. 1, ± 1, 0) > 1 gebliebon sein. Die Strecken 
8'A und IIB sind beide parallel und gleich king mit OC. Wir fiihren 
jetzt jene Parallelprojektion von $ in Riehtung OC auf cine Ebono, die 
uns fur den ganzen Korper $ die Figur ergab, spoziell nur fur aiLe 
solchen zu OC parallelen Sehnen von aus, welch e an Liingo > OC 
sind. Dadurch erbalten wir in jener Ebene eine neue Figur O mit 0 
als Mittelpunkt, die ganz in “ der friiheren Figur enthalten ist und ins- 
besondere die Punkte St und 23 aufnimmt (Fig. 2). Dieser Figur Cl kommt, 
weil ein konvexer Korper ist, ebenfalls die Eigenschaft zu, mit irgend 
zwei Punkten stets die gauze, sie verbindende Strecke zu enthalten, und 
stellfc mithin Cl wieder ein konvexes Oval vor. 

Liegt SB anf dem Bcmde von B, so bedenken wir, daB solchen 
Punkten des Randes von B, welche Hanfungsstellen von nicht zu B ziihlen- 
den Punkten aus 5|S sind, mit OC parallele Sehnen in St tjcnaii von der 
Lange OC entsprechen nnd daB andererseits solchen Punkten des Randes 
von B, die auch zum Rande von $ gehoren, mit OC parallele Goradon 
entsprechen, die nur die Begrenzung von St treffen. Infolgedessen konnen 
wir irgendeine kontinuierliche Veranderung von 23 auf dem Rande von 
B, wahrend A nnd C festhleihen sollen, immer so hewerkstelligen, daB 
dabei sowohl JB wie der damit in bestimmter Weise verbundene .Punkt 22 
fortwahrend auf der Begrenzung von ® verbleiben. Wir konnen nun im 
allgemeinen SB auf dem Rande von B kontinnierlich der Geraden 02t 
nahern und damit A verringern. Nur wenn 23 innerhalb einer diesem 
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Rande angekorigen, zu 031 parallelen Strecke liegt, mussen wir zuvor SB 
nach einem Endpunkte dieser Strecke fukren, eine Operation, wahrend 
der A sich nicht andert. Wir bemerken, daB bei der letzteren Sachlage 
die Flache g sicker eine geradlinige Strecke anfzuweisen hat, namlich, 
falls SB zugleich dem Rande von angekort, die Strecke BB 7 anderenfalls 
aber in einer Stdtzebene an S durch B die ganze Strecke, als deren Pro- 
jektion bier jene erwahnte Strecke auf dem Rande von Q erscheint. 

Sollte 93 im Inneren von Cl liegen, so wiirden durcb B und It jeden- 
falls zwei verschiedene Stiitzebenen an gehen; fiir diese muBten dann 
in gewissen Umgebungen von B und It die in Ricbtung OG gemessenen 
Abstande durcbweg ^>00 sein, also waren die Ebenen parallel, und 
konnten wir B in seiner Ebene so verandern, daB SB geradlinig auf 0 
zuscbreitet. Preilicb wiirde unsere Folgerung bier mit der anderen An- 
nabme in Widerspruch kommen, wonacb G auf $ selbst liegen sollte. 

Nach dieser Ausfiihrung konnen wir nun, obne daB A wachst, zu einem 
Zustande fortschreiten, wobei schlieBlich nocb in einer der Ungleicbungen 
JF(+ 1, ±1, 0)^1 das Zeichen = eintritt. Wiirden wir F( 1, 1, 0) = 1 
erhalten, so batten wir in —1,0,1; 0, — 1,1; 1,1,0 drei Gitterpunkte 
auf g, die ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen. Da wir solcbes 
vorlaufig ausgescblossen baben, so bleibt nur die Annabme iibrig, daB 
nocb der Gitterpunkt T( 1, — 1, 0) auf g auftritt. 

18. Wenn die sechs Gitterpunkte A , B , O, i?, S, T samtlicb auf $ 
liegen, so ersehen wir aus 

*X1, 1, 2) + F{- 1, 0,1) + F(0, - 1, 1) £ 4F(0, 0i, 1), 

F(l, - 1, 2) + F(- 1,1, 0) > 2F(0,0, 1), 

F(- 1, - 1, 2) + F( 1, - 1, 0) > 2F(0, - 1,1), 

^(1, 1, 1) + F(- 1, 0, 1) + F(0, - 1, 1) ^ 3^(0, 0,1) 
usf., daB von den Ungleicbungen (11), (12), (13) nur nocb die ErfuHung 
der folgenden 

F(- 1,1,1)^1, ^(1,-1,1)^1, F(l,l,- 1)^1 

besonders zu fordern ist. Wiirde F( 1, 1, — 1) = 1 sein, so batten wir in 
0, 0,1; 1, — 1, 0; 1,1, — 1 drei Gitterpunkte auf die ein Gitteroktaeder 
zweiter Art bestimmen. Gegenwartig baben wir danacb in diesen drei Un¬ 
gleicbungen das Zeichen > zu verlangen. 

19. Wir beriicksiektigen jetzt die in 17. zunachst ausgescbaltete 
Moglichkeit, daB in einer der Ungleicbungen jF(+ 1, ± 1, 4; 1) > 1 das 
Gleicbbeitszeicben eintritt, scblieBen aber immer nocb aus, daB auf g* drei 
Gitterpunkte auftreten, die ein Gitteroktaeder zweiter Art* bestimmen. 

Nebmen wir z. B. an, daB neben A ; B , G nocb der Gitterpunkt 
D(l, 1, 1) auf % liege, so sind wegen 

Minkowski, GesammeltG Abhandlimgen. II. 2 
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F(- 1,-1,1) + -F(1,1,1)£2*'(0, 0, 1) 

usf. alle Ungleicbungen (12) sicbergestellt. Die Strecko AT) ist parallel 
nnd gleich B'C. Wir verfahren unter Zuhilfenabme einer Parallelprojektion 
yon I in dieser Ricbtung wesentlick nacb der in 17. dargelegten Mothode 
zur Yerringerung von A, und wir diirfen nun ferner in einer der Un- 

gleicliungen (11) das (Jleiehheits- 
zeiclien als gultig annehmeu. Wiirde 
dabei etwa / yT (.l, — 1,0) — 1. ein- 
treten, so batten wir in 0 7 0, — 1* 
1, 1, 1; 1, — 1, 0 drei Gitterpunkte 
auf die ein Gitferoktaeder z waiter 
Art bestimmen, was nicht sein sollte. 
Wir nehmen nun etwa N(\, .1,0) 
auf g gelegen an. Alsdann sind die Strecken ON ’ 01), A'J> parallel mid 
gleicblang; wir Yer wen den eine Parallelprojektion von St in .Ricbtung OJV 
und diirfen endlicb noeh etwa L( 0,1,1) auf f§ gelegen annebmen. Die 
beistehende Figur zeigt uns, daB durcli die Substitution 
X*=Z, F*=X-Y , Z*~Y~Z 
dieser Fall auf den scbon in 17. behandelten zuruckfiibri. 

20. Wir nebmen jetzt zweitens an ; daB das Okt (ABC) ein (titter- 
oldaeder meiter Art ist, und baben alsdann nebcn den drei (Meichungen 
(10) die Ungleicbungen (14) 



-F(±Y; ±y > 

vorauszusetzen. 

Zunacbst moge in keiner dieser Ungleicbungen das Zoicben — gelten. 
Wir verfahren wesentlieb nacb dex in 17. entwickelfcen Methode. Wir 
verwenden eine Parallelprojektion von IS in Ricbtung OC und konnen 
y s 80 variieren, daB A abnimmt oder konstant bloibt und seblieBlie-b 
in einer dieser Ungleicbungen das Gleicbbeitszeichen eintritt. Ks mdge 


etwa der Gritterpunfet N ~ 

\ U M 


auf 




T } —§") urL ^ sein Gfegenpunkt N r a 

die Flache g fallen; in den ubrigon Un- 
gleichungen (14) aber moge nocli das 
Zeicben > bleiben. Nun ist GB parallel 
der Ebene durcb 0, A und N (Fig. 4). 
Wir verwenden eine Parallelprojektion 
von S in Ricbtung OB, halten A. nnd die 
Strecke GB nacb Ricbtung und Lunge und 
damit aucb den Punkt N fest und konnen durcb Variation Ton B und so, 
daB A abnimmt oder sicb nicbt andert, einen Zustand erzielen, wobei eine 



& 2 J 2 


nig. 4 
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neue der Ungleicbungen (14) als Gleicbung erfdllt ist; es trete etwa der 
Gitterpunkt 1") * n S e ^ n - — Dieser letzte ProzeB 

ware nun genau so anzuwenden gewesen, wenn die Flacbe g neben N 
auch bereits M{~, —— , ~) entbalten hatte, da die Strecke MN parallel 

und gleicb CB ist. Daraus leuebtet sofort ein, daB wir uberbaupt auch 
einen Zustand erreichen konnen, wobei drei von den vier Paaren you 

Gitterpunkten + y, ±±y, etwa die drei P aare L, L', M, M', N, N', 
auf 5 fallen. 

Vermoge der Substitution 

X*=Y+Z, Y*=X + Z, Z* = X + Y 

erbalten nun A, B, C, L, M, N und der Gitterpunkt 4~ die neuen 

A Z A 

Koordinaten 

X* Y*, z*=0, 1, 1; 1, 0, 1; 1, 1, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1; 1, 1, 1. 

Das urspriingliche Zahlengitter (©) wird mit dem Zahlengitter in X* 
Y*, Z* identisch; und damit kein Gitterpunkt auBer O im Inneren you $ 
liegt, bleibt nur nock die eine Bedingung zu erfiillen, daB der Punkt 
X*, Y*, Z* = 1, 1, 1 nicht ins Innere you ^ fallt. 

21. Wir sind dureh diese IJberlegungen zu folgendem Resultate gelangt: 
Um fur einen gegebenen konvexen Korper K das Minimum (oder die 
verschiedenen existierenden Minima) von A zu fmden, genugt es, solche An - 
ordnungen des Gitters (©) in Betracht zu ziehen, ivobci von dicsem Gitter 
entweder (I) auf die Begrenzung von $ = K + K r die Punlde 

1 , 0 , 0 ; 0 , 1 , 0 ; 0 , 0 , 1 ; 0 , 1 , - 1 ; - 1 , 0 , 1 ; 1 , - 1 , 0 

und die Punkte — 1 ? 1, 1 • 1, — 1,1; 1, 1, — 1 au/3erhalb ® fallen, 
oder (II) auf die Begrenzung von $ die Punlde 

1 , 0 , 0 ; 0 , 1 , 0 ; 0 , 0 , 1 ; 0 , 1 , 1 ; 1 , 0 , 1 ; 1 , 1,0 

fallen und der Punkt 1, 1, 1 aufierhaTb $ liegt, 

oder (III) auf die Begrenzung von S die Punlde 

1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1; 0, 1, 1; 1, 0, 1; 1, 1, 0 und 1, 1, 1 

fallen . 

Aus einer beliebigen Anordnung des Gitters (@5) Yon dem hier be- 
zeiebneten Cbarakter, welcbe ein Minimum von A liefert, konnen unter 
Umstanden, — jedocb nur in solcben Fallen, wo auf der Begrenzung von 
$ geradlinige Strecken vorkommen, — andere Anordnungen von (©), 
welche nicht jenen Cbarakter tragen, durcb kontinuierlicbe Variation obne 
Anderung des Wertes von A hervorgeben und diese warden dann in 

2 * 
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gleicber Weise dichteste gitterformige Lagerungen fur den Gnmdkorper 


K bestimmen. 

Die in (I) aufgefiilirten sects 
in bezug anf 0 bilden die Eeken 



Fig. 5. 


Gitterpunkte mit ibren Gegenpunkten 
eines Kubooktaedors, die in (III) ge- 



nannten sieben Gitterpunkte mit iliren Gegenpunkten in bezng auf 0 die 
Ecken eines Rhombendodekaeders (Fig. 5). 


§ 7. Arithmetische Aquivalenz bei position terniiren quadratischen 

Formen. 

22. Ehe wir in der Bebandlung unseres allgemeinen Problems weiter- 
geben, woRen wir das Beispiel der dicbtesten Lagerung von Kugeln niiher 
ins Auge fassen. 

Es sei K eine Kugel vom Radius -5-, fiir den Kdrper Si --- K + K' 

i 

also <p(|, 17, £) = (i 2 + 17® + £ 2 ) 2 , so baben wir in 

<J£> 2 = (a x x + a^y + « 3 0 ) 2 + (fax -f /3„y + /V) 2 + 0v' : + Ts?/ + TV") 2 
= e n x 2 + 2e u xy + 2e u xz + c 23 if - f- 2c Vi ys + e, !3 s 2 == h(x, y, 2 ) 

eine positive ternare quadratische Form mit einer Determinants I) «= A 2 . 
Um die dichteste gitterformige Lagerung fur Kugeln vom Radius — 

zu finden, haben wir nach 21. nur diese zwei Annahmon m diskutieren: 
(II) Die Flache ]i(%, y } d) = 1 enthalt die sechs Gitterpunkte 

V>y,*~ 1 , 0 , 0 ; 0 , 1,0; 0 , 0, 1; 0 , 1, 1; 1 , 0 , 1 ; 1 , 1 , 0 ; 

dann mtifite 

h(x,y, e) = x 2 — xy — xs + y % - ys + & = (x — ~y — * ~ (y — e)* 

sein, und jene Flache ware eine ZylinderfTache, nicht eino Kugel. 

(I) Die Flache h(x, y, 0 ) = 1 enthalt die sechs Gitterpunkte: 

1 , 0 , 0 ; 0 , 1 , 0 ; 0 , 0 , 1 ; 0 , 1 , — 1 ; - 1 , 0 , 1 ; 1 ,- 1 , 0 ; 
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dann haben wir 


h(x, y, #) = # 2 + xy + xz 4* if + yz + # 2 

und wird D = A 2 = Demnach gelangen wir zu dem Resultate: 

im PWfe der diehtesten gitterformigen Lagemng von gleichen Kugeln 
verhdlt sich der von den Kugeln erfullte Baum mm ganzen unendlichen 

Baume wie Die betreffende Lagemng ist dadurch charalderisiert, 

daft eine jede Kugel in den zwolf Eeken eines Kuboolctaeders an andere 
Kugeln stbjit. 

Fur die dicbteste Lagerung von Ellipsoiden gilt offenbar genau der 
namliche Satz. 

Das entsprechende Problem fur zwei Dimensionen hangt analog mit 
der Transformation yon in x* + xy+y 2 zusammen, und kann man 

in einer Ebene durch lauter gleiehe Kreisflachen ; die nicbt ineinander ein- 
dringen und deren Mittelpunbte ein parallelogrammatisehes Punktsystem 

it T/3^ ea 

bilden, im Maximum den -ri—- Teil der ganzen unendlichen Ebene 

J 4 2 ° 

ausfullen. 

23. Ich will jetzt zeigen, daB die Theorie der arithmetischen Aquivalenz 
der positiven terndren quadratischen For men, deren Hauptsatze von Seeber 
und GauB aufgestellt sind und in der Folge manche andere Ableitung 
gefunden haben*) ; vollstandig und durch einfache Uberlegungen allein aus 
der eben bewiesenen Tatsache iiber die dichteste Lagerung von Kugeln 
erschlossen werden kann. 

Es sei 

e n x 2 + 2e 12 xy +-f-e 33 « 8 = K x > z ) = V> 2 )) 2 


eine beliebige positive ternare quadratische Form mit der positiven Deter¬ 
minants D. Wir setzen die Form li irgendwie in die Gestalt 

h = (a ± x + a 2 y + + (ft x + p 2 y + /V) 2 + (Vi x + YzV + 

= | 2 + £ 2 und deuten £, ri, § als rechtwinklige Koordinaten im Raume. 

Der Ausdruck ~\/h — f(x, y, z) stellt alsdann die Entfernung des variablen 
Punktes P mit den Bestimmungsstucken x, y, z vom Nullpunkte 0 dar. 

24. Wir betrachten das Gitter (®) der Punkte mit ganzzahligen 
Werten x, y, % und bestimmen in diesem Gitter einen ersten vom Null- 


*) Seeber, TJntersucliungen iiber die Eigenschaften der positiven ternaren qua- 
dratiscben Formen, Freiburg i. Br., 1831. — GauB, Gottingische gelehrte Anzeigen, 
Jahrg. 1831 (Werke, Bd. II, S. 188). — Dirichlet, Crelles Journal, Bd. 40, S. 209 
(Werke, Bd. II, S. 27). — Hermite, Crelles Journal, Bd. 40, S. 173 ;Bd. 79, S. 17 (Oeuvres 
T. I, p. 94 und T. III). —Selling, Crelles Journal, Bd. 77, S. 143. — Korkine u. 
Zolotareff, Mathematiscbe Annalen, Bd. 6, S. 366. 
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punkte verschiedenen Gitterpunkt A derart ; daB die Entforming OA so 
Mein al$ moglich' ausfallt, hernach eineu zweiten Gitterpunkt B auBerhalb 
der Geraden durch 0 und A, so daB die Entfcrnung OB so Main als 
moglich wird, endlich einen dritten Gitterpunkt C auBerhalb dor Ebene durch 
0, A und Bj so daB die Enifernung OG so Mein- als moglich wird. Es 
seieu m 1} m 3? n 2 - m Z9 n 3 die x 7 y,z -Werte von A, J>\ C und 

f 1} f 2 , f s die Entfernungen dieser Punkte von 0. 

Wir setzen 

(15) x — \ X + 1 2 Y + Z 8 Z, y = m 1 X + m 2 Y -f m 3 Z, s = X + n„ Y + n z Z, 
und es sei d die Determinante dieser A us dr ii eke. Die Form h gehe durch 
diese lineare Substitution in 


E n X 2 + 2E 12 XY+ • • • + En2P*=H(X, Y, Z) 
uber; dabei -wird E a =*= E 22 = f 2 *, E i)s = fr. Wir bringen II in die 

Gestalt 

ia r -(A 1 z + A 2 r+ k,zf+ (B 2 r+ B,Z)"+ (r ;i zf, 

so daB A l7 B 27 r 3 >0 sind ; und setzen 

CD = ( Vg+ y + V£ y,, ^ r+ b 3 #y + yyy; 

25. Die Flache 0 = 1 stellt im Raume der rechtwinkligen Koor- 
dinaten £, rj, f ein Ellipsoid vor mit einer llauptacli.se in der Linie OA, 
einer dazu senkrechten Hauptachse in der Ebene OAB und einer dritten 
auf dieser Ebene senkrechten Hauptachsc, bzw. von den Langen f\,fn>f$- 
Furjeden von 0 verschiedenen Gitterpunkt in der Geraden OA(Y « 0 ; Z^~~ 0) 
ist E^ff, 0^1 ; fur jeden Gitterpunkt auBerhalb dieser Geraden in der 
Ebene OAB(Z = 0) ist E^> f 2 , 0 1 7 fur jeden Gitterpunkt auBerhalb 

der Ebene OAB ist Ef 6 2 , 0 1. Banach liegt kein Gitterpunkt x,y,z 

aufier dem Nullpunlde im Inneren dcs Ellipsoids 0 < 1. 

Konstruieren wir nun den Korper <D <£ * und waiter idle Korper, die 
aus diesem durch die Translationen vom Nullpunkte nueh dtm einzelnen 
Gitterpunkten x, y, z entsfcehen, so werden diese siimtliehen gitterformig 
angeordneten Ellipsoide untereinander bochstens Punkte dor Bogrcnzvmgen 
gemein haben, und ist daher nach 22. das Verhiiltnis aus dem Vohimen 
Ton 4> ^ y und dem Volumen des Grundparallolepipeds dos Gutters (@), 

also -gfiftfs'- VD sicher y : > d. h. wir liabeu 

( 16 ) fifnf, ^ -V2B, E n JE 2 ,E ss £ 21). 

Amdererseits bereehnet sicb die Determinante von 11 in x, y, z zu 
/AiB 2 r 3 \ J ,■ ,J 

V ~d" J 3 80 ^aB 
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folgt. Nun ist fur die Punkte A, B, C bzw. so daB 

Al = fu , ^"3-/3 

entstekt. Demnack gilt 

Ahf^\a\V»- 

Mit Berucksicktigung von (16) gekt kieraus 

(17) |<?| <:]/ 2 , 

mitkin d = + 1 hervor. Die Determinante der Substitution (15) ist also 
+ 1, das Gitter in X, Y, Z ist identisck mit dem Gitter (©) in x, y, z, 
die Form H arithmetisch dquivalent der gegebenen Form h 

26. Nack der Art, wie die Punkte A, B, C mit ikren Entfernungen 
OA, OB, OC eingefukrt wurden, besteken fur die Form H die samt- 
licken Ungleickungen 

(18) 0<E n £E 22 £E ss , 

(19) R(X, 0, 0) ^ E n , R(X, Y, 0) > i? 22 , H(X, Y, Z) ^ E, s , 

(x =f= o) (r+0) (Z+O) 

worm X , Y, Z beliebige ganze Zaklen sind. Umgekekrt leucktet ein, daB 
mit diesen Ungleickungen, wakrend die Substitution (15) ganzzahlige 
Koeffizienten und eine Determinante + 1 kat, der kier in Frage kommende 
Charakter der Gitterpunkte A, B, C vollstandig ersckopft wird. 

Eine ternare quadratiscke Form R(X, Y, Z), welcke diese samt- 
licken Ungleickungen (18), (19) erfiillt, keiBt reduziert. 

Analog keiBt eine binare quadratiscke Form 

H(X, Y) = E n X 2 +2E 12 XY+ E 22 Y 2 
reduziert, wenn sie alien Ungleickimgen 

0 < E n E 22 , H(X,0 )>E n , R(X,Y)^E 22 

(x + o) (r+o) 

geniigt, worin X, Y beliebige ganze Zaklen sind. Es leucktet ein, daB, 
wenn H(X,"Y, Z) eine reduzierte ternare Form ist, die drei daraus durck 
Nullsetzen je einer Variable entstekenden binaren Formen H(X, Y, 0), 
R(X, 0, Z), 11(0, Y, Z) ikrerseits notwendig reduziert sind. 

Aus der Menge der Ungleickungen (19) greifen wir insbesondere die 
folgenden keraus: 

(20) H{+ 1,1, 0) ^ E 22 , l, 0,1) ^ E s3 , H(0, ±1,1)^ E ss , 

d - L E n ^2\E ls \, E n ^2\E 13 \, E^2\E is \, 

und ferner 

(21) H (± l , ±1,1) ^^33? 

diese letzteren Ungleickungen (21) sind infolge der Ungleickungen (20) 
von selbst erfiillt, wenn die GroBen E n , E 1S , E n alle drei positiv oder 
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eine positiy und zwei negatiy sind oder darunter wenigstens eine V er- 
schwindende auftritt; wenn aber diese GrdBen alio drei negativ oder zwei 
yon ihnen positiv, eine negativ sind ; so liefort (21) die (vine none Be- 
dingung 

^1 + ^^21^1 + 21^1 + 2174,;. 

Wir wollen jetzt den Nachweis erbringen, dafi die spesiellen, in e.nd- 
licher Amahl vorliandenen Ungleichungen (18), (20), (21.) die siindlichm 
unendlich vielen Ungleichungen (19) nach sick sicken und also den Fharakter 
yon 77 als reduzierte Form bereits vollig bestimmen. 

27. Wir betrachten zu dem Elide die Maiuiigl'altigkeit der seeks un- 
abhangigen Yariablen JE n , E u ,.. 7? 3 „ und in dieser denjenig.m Boroich ($) 

der durch die samtlicken Ungleichungen (18), (lit) fiir diese Vnriablon 
definiert ist, wobei wir nock die Bedingung k' n > 0 durelt E '-0 er- 
setzen wollen. Jedem PunJcte E n , E vi ,..., i„ dieser red as brim 
Rammer ® entsprickt eine niemals negative terniiro Form II. I) i( . die 

Ungleichungen (18), (19) linear und homogen in <lon Yariablen K lv .. 

sind, so besitzt (§) die Eigenschaft, mit irgend zwei Punk ten (Formen) 

H{1) stets die gauze sie verbindende Strecke, d. h. die Kooffizieiiten- 
systeme der Formen (1 - 1) 77«» + 7HW fiir alio Purameterwerte t • 0 
und 4 1 zu enthalten, stellt also einen Jc onvexm Keeper in dor i\Iunm<>-- 
faltigkeit der E n , E n ,. . ., E S3 dar. Nach den allgemeinen (iruudsalz.m 
liber die Begrenzung eines konvexen Korpers*) geniigt es nun zur Definition 
des Bereichs (§), von den Ungleichungen (18), (1.9) nur jede soleiie aus- 
riicklich zu fordern, fur welche im Bereiche (,<p) ein Punkt gefunden 
werden kamy der die betreffende Ungleichung mit dem Zeichen alio 
davon verschiedenen der Ungleichungen (18), (19) aber mit dem Zeichen 
>(<) erfiillt. 

. Punkt 77 in (§), der nicht einer wesentlich positiven Form ent- 
spnekt, ist zufolge der angegebenen Eigenschaft von ® gewiB Ildufunqs- 
stdle von wesentlich positiven reduzierten Formon und aim der Umd'ei- 
ehung (16) fur diese letzteren Formen geht danu die uiimlichc Ungleidnnm 

tv° .T ** ^ erTOr; dalle1 ' lst f fi r E dann notwendig J) ^ 0 J<’ ^ (). 
xe letztere Relation hat wegen (20) noch 7^=0, 74,-0 zur Folgo, 

e-nfh nr n* 3 /f ei ° un § -^'n ^ 0 hiernach hei dor Definition von ® 
entbehrheh. Jeder Punkt von ® aber, fur welcben 74 >0 ist, liefert 
gewiB erne wesentlich positive Form. 

wejg, eI,m le T°+ m ” Si "'“ 

Ungleichung ^ ° heraus; sei dieses etwa eine 


*) Geometrie der Zahlen, Leipzig, 1896 . 
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~ -^ 33 ; 

wo a , b, c ganze Zahlen sind und c 4= 0 ist. Dann gibt es also im Be- 
reich (§) irgendeine wesentlicli positive Form 3 = (E n , E 12 ,. .., JE 33 ) ; 
deren Koeffizienten diese Ungleichung mit dem Zeichen =, alle davon 
verschiedenen der Ungleichungen (18), (19) aber mit dem Zeichen > 
erfiillen. 

Bezeichnen wir, wie in 24., mit OABC das Grundparallelepiped des 
Gitters in X, Y ", Z , so liegt wegen c + 0 der Gitterpunkt G (X = a, 
Y = &, Z = c) auBerhalb der Ebene OAB und bietet hier dieselbe Ent- 
fernung ]/3 yon 0 wie C dar. Wir konnten daher bei der Aufsuchung 
einer beliebigen mit 3 aquivalenten reduzierten Form den Punkt G an 
die Stelle von C treten lassen, und nach (17) muB alsdann die Deter- 
minante aus den Koordinaten von A, B, G notwendig + 1 sein, d. h. wir 
haben c = ± 1. 

Aus der am Schlusse von 22. hinzugefugten Bemerkung tiber die 
dichteste gitterformige Lagerung von Kreisflachen in der Ebene schlieBen 
wir analog, daB zur Charakterisierung einer reduzierten binaren Form 
3(X, Y) = E n X*+2E i2 XY+E 22 Y* 
jedenfalls die Ungleichungen 

^ 11 ^ 22 , 3(X, 1 )>B 22 

ausreichen. 

Wir ersehen daraus zunachst, daB wir bei der Definition einer redu¬ 
zierten ternaren Form von den Ungleichungen (19) gewiB nur die folgenden 
no tig haben 

H(X, 1, 0) ^ E(X, Y, 1) > E 3S . 

Nehmen wir jetzt an, es sei b =4= 0. Da in den hier aufgeftihrten 
Ungleichungen die GroBe i? 33 herausfallt, so kdnnen wir in der Fonn 
3(X } Yy Z) an Stelle des Koeffizienten i? 33 den Wert B* = E 22 setzen 
und die dadurch entstehende neue Form H* wird ebenfalls reduziert sein. 
Flir diese Form H* ist nun 

&(*, *,c) = E*. 

Da wir b 4= 0 haben, so konnen wir bei der Aufsuchung einer beliebigen 
mit 3* aquivalenten reduzierten Form den Punkt G an die Stelle von B 
treten lassen, wahrend wir A und C unverandert beibehalten, und es muB 
nunmehr die Determinante aus den Koordinaten von A y 6r, G notwendig + 1, 
also i ± 1 sein. 

Der analoge SchluB fur binare Formen zeigt, daB eine reduzierte 
binare Form 3(X } Y) = (E n , E 12 , E 22 ) vollig durch die Ungleichungen 

0 ^ -®n ^ -®22; -ff(± 1; 1) ^ -®22 


charakterisiert ist. 
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Mit Rucksicht hierauf brauchen wir nunmebr fur eiue reduzierte 
ternare Form B(X, Y, Z) you den Ungleichungen (19) nur nock die 
folgenden in Betrackt zu zieken: 

*<±1,0, 1)^>E 3Z , S(x 9 ±1,1) ^E zz . 

Nekmen wir nun an, es sei z. B. c = 1, 6 = — 1 und a =4* 0. Wir 
ersetzen in U* die Koeffizienten Ef 2 , Ef z , Ef z durck E* — s, E* — -~s, 

wobei s>0 sei. Die neu entstekende Form 3** erfiillt in 

vollig unveranderter Weise die Bezieknngen 

E** - ; H**(a,b,c)~E**, 

1 ff**(± 1,1, 0) ^ E**, ***(± 1, o, 1) ^ ^ 3 **, 1; 1) ^ E**. 

Wir setzen £ Eg — Ef x voraus, und es bleibt auck Ef* < E*f. Sollte 
nun, wenn wir a von 0 an bis zu der bier genannten Grenze kontinuier- 
lick wacksen lassen, scklieBlick einmal in irgendeiner Ungleickung 
3**(X } 1, 1)^1^* das Gleickkeitszeicken eintreten, so konnten wir fur 
die betreffende immer nock reduzierte Form H** die Punkte 1, 0, 0; 
X, 1, 1; a, — 1, 1 an die Stelle Yon A,B,C treten lassen; die Deter- 

minante aus den Koordinaten dieser Punkte aber ware = 2 im Wkder- 

spruck mit der Bedingung (17). Also muB B** auck nock bis zu 
a = E * 2 — E* reduziert bleiben. Bei diesem Werte you e kaben wir nun 
E '** = Ef*. Also kann fiir H** jetzt der Punkt G an die Stelle von A 
treten, wakrend B und G ikre Rollen beibekalten, und muB endlick die 
Determinante aus den Koordinaten von G, B, C, also a == + 1 sein. 
Damit ist in der Tat die in 26. aufgestellte Bekauptung erwiesen. 

29. Die erlangten S*atze sprecken wir in folgender Weise aus: 

Zu einer beliebig gegebenen ternaren positiven qiiadratischen Form 
h(x, y, z) kann man immer eine ganzzahlige lineare Substitution mit der 
Determinante + 1 bestimmen , dutch welche h(gc y y, z) in eine Form 

B(X } Y, Z) - £ U X 2 + 2E 12 XX + • • • + X 33 X 2 
iibergehtj die den Ungleichungen 

0 <E 1X £E 22 £E^ 2\E 12 \£E u , 2\E lz \£E n , 2\E n \£E 22 
und mdem, wenn E 12 E n E 2Z < 0 ist, noch der Ungleichnng 
2\E 1 ,\+2\E 13 \ + 2\E M \£E n + E i , 

geniigt 

Die Form 3 behalt diesen CharaMer, wenn man darin noch irgendwie 
X dutch ± X } Y dutch + Y, Z dutch + Z ersetzt. Abgesehen von diesen 
moglichen Abdnderungm ist jene Substitution und diese reduzierte mit h 
aquivalente Form 3 vollig bestimmt, wofern in keiner der genannten Un - 
gleichungen das Gleichheitszeichen statthat . In jedem Falle aber sind die 
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Werte E n , E 22 , E 33 eindeutig bestimmt. Dabei folgen aus den angenommenen 
Ungleichungen die samtlichen Ungleichungen: 

S(X, Y, Z) ^ E n , H(X, Y, Z) > E i2 , H(X, Y, Z) > E 33 
(X,Y,Z+ 0,0,0) (Y,Z + 0,0) (Z+ 0) 

fiir ganzzahlige X , Y, Z. 

Endlich gilt dabei die Beziehung (Theorem von 6an6): 

E n E 22 E 33 ^ 2 JD . 

In dieser Ungleichung tritt bei gegebenem D das Gleichheitszeichen nur ein, 
wenn 

H=i/2I)(X 2 + Y 2 + Z 2 + XY+ XZ+ YZ), law. 

= f2E(X 2 + Y 2 + Z s - XY- YZ) 

ist bziv. daraus durch Permutation und Yorzeickendnderung der Variablen 
hervorgehtj welche speziellen reduzierten Formen sdmtlicJi untereinander ciqui- 
valent sind (vgl. auch Pig. 3 in 19). 


§ 8. Die weiteren Bedingungen fiir eine diehteste lagerung* 

30. Wir nehmen jetzt die Behandlung des Problems der dichtesten 
Lagerung fiir einen beliebigen konvexen Grundkorper K wieder auf. Die 
GroBe A, welche wir fiir K unter Erfiillung gewisser Ungleichungen zu 
einem Minimum zu machen suchen, ist eine Funktion der neun Variablen 
a x , a 2 > • • die uns zur Fostlegung eines Gitters dienen. Bei einem 
Minimum von A konnen wir nack 21. gewisse 6 bzw. 7 Gleichungen als 
erfiillt voraussetzen. Es fehlen uns daher noch 3 bzw. 2 weitere Glei¬ 
chungen zur Charakterisierung eines Minimums von A, die wir jetzt er- 
mitteln wollen. 

31. Wir verfolgen zuerst die Unistand e des Falles (I) in 21.: 

Es sollen die Punlde 

2 , $Jl, 9 1 , @, 2 

1 , 0 , 0 ; 0 , 1 , 0 ; 0 , 0 , 1 ; 0 , 1 ,- 1 ; - 1 , 0 , 1 ; 1 ,- 1,0 

auf der Flache der Begrenzung von S, und die Punlde —1,1,1; 
1, — 1,1; 1,1,— 1 aufierhalb $ liegen . Ferner setzen wir voraus, daB 
nicht auf % drei Gitterpunkte vorhanden sind, die ein Gitteroktaeder 
zweiter Art bestimmen. 

Konnen nun iiberhaupt auBer den genannten 6 Gitterpunkten und 
ihren 6 Gegenpunkten noch andere Gitterpunkte auf der Flache $ auf- 
treten? Nach 15. konnen neben den Punkten 2, 3Ji, 91 auf der Flache g 
iiberhaupt nur solche Gitterpunkte da sein, deren Koordinaten abgesehen 
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you der Reikenfolge und den Vorzeicken eines der folgenden Systeme 
ergeben: 

o, 1; 1; 1? 1; 1; 1; 2; 1, 1, 2; 1, 2, 2; 

1,1,3; 1,2,3; 2,2,3; 1,2,4; 2,3,4. 

Nun leiten wir aus der allgemeinen Funktionalungleickung (8) fur einen 
konvexen Korper insbesondere die folgenden Ungleichungen ab: 

f(J 2 , 3, ± 4) + F(- 1,1, 0) + F(- 1, 0, 0)^4JP(_° 1 ,1,±1), 

F (-1, _ 2 2 , ± 4) + F{ 1, -1,0) + F(0, - 1, 0) > 4iF(o, _° 1? ± l), 

.F(a, 6, c) + aiF(-l, 0,1) + bF(0, -1, 1) ^ (a + b + c)F(0, 0, 1), 

(a, b, c = 2, 2, 3; 1,2,3; 1,1,3; 1,2,2; 1,1,2), 

F(* v -2,3)+ F( 1,-1,0)* 3z(J, -1, l), 

F(—2, — 2, 3) + JF(-1, 0, 0) + JP(0, -1,0)* 3F(- 1, -1, 1), 

F( 1, - 2, 3) + JF(1, -1,0) + P(l, 0, 0) * 3^(1, -1, 1), 

F(- 1, 2, 3) + 2F( 0, -1,1) + Jf(l, 0, 0) * 5F(0, 0, 1), 

JP(-1, 1, 3) + **(1,-1, 0) * 3F(0, 0, 1), 

F(-1,2, 2) + F(-1, 0, 0) * 2F(—1, 1, 1), 

JP(1, -2,2) + F(l, 0, 0) * 2F(1, -1, 1), 

^(1, -1,2) + F(l, -1,0)* 2JF(1, -1, 1), 

F(0, 1, 2) + F( 0, -1,1)* 3JF(0, 0, 1); 

auf Grand dieser TJngleickungen sowie der weiteren, die daraus durch 
Permutation der Variablen kervorgeben, scbeiden you den genannten 
Systemen sofort eine Reike als auBerhalb des Korpers ^ gelegen aus. Es 
bleibt die Lage auf g nur nock fiir diejenigen Gitterpunkte fraglich, 
deren Koordinaten abgeseken Yon der Reikenfolge eines der Systeme 

-1,-1, 3; -1,-1, 2; 0,-1, 2; 1,1,1; 0,1,1 

erge"ben. Wenn aber einer dieser Gitterpunkte auf % liegt, so erlangt 
man nacb 11. entweder durcb die Systeme 0, 0, — 1; 1,-1, 0; —1, —1, 3 
Oder 1,0,0; 0,1,0; -1,-1,2 oder 1,0,0; -1,1,0; 0,-1,2 oder 
-1,0,0; 0,-1, 1; 1, 1,1 Oder 1, —1,0; 1, 0, — 1; 0, 1, 1 drei Gitter¬ 
punkte auf $, die ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen. Wir baben 
demnaeh jetzt anzunekmen, daB die Flache g neben S, 9J l, 8t, <&, X 

. und den Gegenpunkten keine weiteren Gitterpunkte aufweist. 

Wir legen durch jeden der Punkte £, 9JJ, St, 3i, <5, X eine Stiitzebene 
an S; die Gleichungen dieser Ebenen seien: 
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L == X -f- X%Y a 3 Z “ 1, 

M = fa X -f- Y+faZ = 1, 

/gg) JV’=v 1 X + v 2 !F+2 r =l ; 

b = ( ft - Pl )z + r - (i - Pl )z- i, 

s = _(i_ft)z + (ft-ft)r+ftZ-i, 

r 3 )z - i. 

Ein jeder Ausdruek L, M, N, R, S, T muB im ganzen Bereiclie von St 
im Intervalle > — 1 und 1 liegen. Die Form L wird fur jene seeks 
Gitterpunkte kzw. 

1 ; ^3 * ^2 1 + ^ 3 ? 1 ^2 5 

mitkin sind A 2 , A 3 beide 0 und <^1. Die Form R wird fur die seehs 
Punkte bzw. 

$2 Qu Q2p ^ “f“ P2; ^ Qi? 4 k? 

mitkin sind p 2 , ft beide 0 und <[ 1. Das namlicke gilt yon fa, fa] 

V 1 ) V 2 5 ^3 ? ^2 ? T 17 T 3 • 

Wir denken uns nun die X, V, X-Koordinaten in ikrer augenblick- 
licken Bedeutung festgekalten und variieren dagegen das Gritter (©) kon- 
tinuierlick, indem wir die Punkte 8, 30ft, % an die Stellen verlegen, deren 
X, Y, Z- Koordinaten 

1 -j- ^ , £ Y ^, £ Z1 ] £ X% , l-}“£^2,£ ^2 7 ^ ^3 ? ^ ^3 7 1 “f" & Zq, 

sind, unter £ einen positiven Parameter verstanden. Dabei sollen die 
Punkte 8, 90ft, 9ft, 9ft, ©, % in den betreffenden Stiitzebenen oder auf deren 
dem Nullpunkte abgewandten Seiten bleiben, d. k. es sollen die Un- 
gleickungen 

Li > 0; M 2 0, 2V 3 ^ 0, R, - Jft 8 ^ 0, - S ± + S z ^ 0, T x - T, :> 0 

gelten; wir bezeicknen hier die Werte der Formen L, M, . . T fur das 
System X { , Y { , Z i durch Ankangen des Index i. Nach den vorausgeschick- 
ten Bemerkungen wird dabei jedenfalls kein Gitterpunkt ins Innere von $ 
eintreten, so lange £ eine gewisse Grrenze nickt ubersteigt. 

Der Wert der Determinante A verandert sick bei dieser Variation 
yon 8, 9)ft, 9ft aus A(0) in 

AW - A(0)(1 + £(X, + r 2 + 2$ + s 2 () + «*()). 

Wenn nun nicht X ± + Y 2 + Z 3 > 0 eine notwendige Folge der obigen 
seeks Ungleickungen ist, so wnrden wir £ als positive GroJBe weiter so 
klein waklen- konnen, daB kierbei A sich verringert. Fur ein Minimum 
von A ist danack notwendig, daB die linke Seite dieser letzten Un- 
gleickung eine komogene lineare Combination der linken Seiten jener 
frukeren seeks Ungleickungen mit nickt negativen Koeffizienten ist, d. h. 
lei einem Minimum von A miissen die drei Grleichungen 
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X - IL - sS + tT, 

(23) rP + mM-tT, 

Z == — rJR + sS + nN 

mit gewissen (und zwar durchtveg nicht negativen) Faldoren l, m, n, r, s, t 
m erfullen sein. 

32. Wir betrackten jetzt die Umstande des Falles (II) in 21.: 

JEs sollen die Punkte 

s , a », % % @, % 

1 , 0 , 0 ; 0 , 1 , 0 ; 0 , 0 , 1 ; 0 , 1 , 1 ; 1 , 0 , 1 ; 1 , 1,0 

auf der Flache und der Punlct 1 3 1,1 aufierhalb ® liegen . 

Wir legen dnrclx jeden der Punkte S, 3JI, 9^, 9i, ©, $ eine Stiitzebene 
an die Gleichungen dieser Ebenen seien: 

1 , 

n=-/i 1 x+ r-[i 3 z= i, 
jr— 

1 (i-p 2 )z=i, 

r=r 1 z + (i-r 1 )r-r s z=i. 

In ® miissen die Ausdriicke L, M, N, B, S, T durchweg i> — 1 und < 1 
bleiben. Die Form L wird fur jene secbs Gitterpunkte bzw. 

1 ; ^ 2 ? -^ 3 ; ^2 ^ S > 1 ^ 3 ? 1 ^ 2 ) 

mithin ist 0 <j a, ^ 1, 0 <: A 3 <T 1 und X % + il s <; 1. Die Form B wird 

fur die secbs Punkte bzw. 

Pl> 02> 1 02 J Pi 4" 1 — 02? — Pi ~k 02: 

mithin ist 0 ^ p 2 <1 1 und entweder 0 1 oder 0 <i — p 1 und dabei 

zugleicb — ?! kk p 2 und — pj. <[ 1 — p 2 • Entsprecbende Umstande gelten 
fiir v lt v^'i <J 3 , <3 2 • r 1; t 3 . 

Wir variieren nun 2, 9Tc, 31 derart, daB ibre neuen Orte in bezug auf 
das alte X, Y, Z-Koordinatensystem werden: ' 

1 + fiZ 1} sY 1} sZ l5 jI,, 1 + sY 2 , sZ 2 ; £Z 3 , £T 8 , 1 + £ Z 3 , 
wobei a ein Parameter sei. Dabei sob jeder der secbs Punkte 2, «D % % 
31, S in der fiir ibn konstruierten Stiitzebene an $ bleiben, d. b. es 
sollen die Gleicbungen 

L 1 = 0, -¥ 2 = 0, N s = 0, R 2 + b s = 0, S t + S s = 0, T t + T 2 = 0 
fiir die beziiglicben Systeme X i} Y { , Z. gelten. 

FaHs nun auf der Flacbe % auBer 2, 2», 31, 3f, £ und den Gegen- 

punkten keine weiteren Gitterpunkte vorbanden sind, treten bei binreicbend 
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kleinem Werte von | s | wakrend der tier vorzunehmenden Variation des 
Gitters keine Gitterpunkte in $ ein ? und zeigt eine aknlicke Uberlegung 
wie in 31., dafi fiir ein Minimum von A das Bestehen der drei Glei - 
chungen 

X==lL + sS + tT, 

(25) Y == rB + mM + tT, 

Z = rB + sS + nN 

mit irgendwelchen Faktoren erforderlich ist. 

Wofern jedock nock weitere Gitterpunkte auf $ vorhanden sind ? so 
konnen wir, wie nun gezeigt werden soil, die Formen L, M,. . T jeden- 
falls immer derart wahlen, daB wakrend der fragliclien Variation bei hin- 
reicbend kleinem | e \ kein Gitterpunkt ins Innere von S eintritt, und 
finden wir dann wieder fiir ein Minimum von A die Gleicbungen (25) 
als notwendig. 

In der Tat, wir berticksichtigen die Bemerkung in 15. und gebrauchen 
zudem die folgenden Ungleichungen sowie die entsprechenden Beziehungen 
bei Permutation der Variablen: 

F{_ l, _ I, ± 4) + F(l, 1, 0) + F(0, 1, 0) ^ 4JF(J, J , ± l), 

F(- a, -b,c) + aF(l, 0,1) + IF(0, 1,1) ^ (a + b + c)F(0, 0,1), 

(— a, b, c = — 1, 2, 3; 1, — 2, 2- — 1, — 1, 2), 

F(- 2,2, 3) + 2F(— 1, - 1, 0) + 3 F(- 1,0, - 1) ^ 7 F(- 1, 0,0), 
F(l, 2,3) + F(l, 1, 0) + F(l, 0, 0) £ 32^(1,1,1), 

F(l, - 1, 3) + F(0, 1,1) + F(- 1,0,0) ^ 4F(0, 0,1), 

F(l,2,2) + F(l,0,0)^2F(l,l,l), 

F(~ 1, 2,2) + j-F(l, 1,0) + j-F(l,0,1) ^ ±F(0, 1, 1), 

F(l, 1,2) + .F(l, 1,0) ^ 2F( 1,1,1), 

^(0, - 1,2) + F(0, 1,1) ^ 3F(0, 0,1). - 
Danach konnen nur nock diejenigen Gitterpunkte als auf $ gelegen in 
Prage kommen, deren Koordinaten, von der Beikenfolge abgeseken, eines 
der folgenden Systeme ergeben 

Wenn F(— 1,1,2) = 1 ist, so haben wir nack dem Ausdrucke von L 
in (24) notwendig L = X, und wir konnen daker S = L und T — L 
waklen; dann folgt oben X t *= 0, X 2 = 0, X s = 0, Der Korper be- 
findet sick ganz im Bereicke — 1 X <C 1,, und die in den begrenzenden 
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Ebenen X = ± 1 gelegenen Gitterpunkte bleiben bei der vorzunebmenden 
Variation in diesen Ebenen. — Gleichzeitig konnte in der Ebene X = 0 
als ein -weiterer Gitterpunkt auf $ der Punkt 0, 1, 2 oder 0, 2, 1 oder 
0, — 1, 1 auftreten; zu dem Ende miifite = 1 bzw. p 3 = 0 bzw. v 2 =0 sein, und 
konnten wir dann M= B bzw. N = B bzw. R = N wablen mit dem Er- 
folge, daB die anzuscblieBende Variation jenen Gitterpunkt nicht ins Innere 
von $ fiibrt. 

Wenn F(— 1, 1, 1) = 1 ist ; so finden wir wieder L = X und treffen 
genau die namlicben Bemerkungen wie soeben zu. 

Wenn F(Q, 1,2) = 1 ist ; so folgt mit Notwendigkeit V- Y + Z, 

und konnen wir S = N und T = — N wablen, urn den Zweck, den wir 
im Auge baben, zu erreieben. — Gleicbzeitig konnte in der Ebene 
— Y + Z = 0 der Gitterpunkt — 1,1, 1 auf g auftreten, in welcbem 
Falle wir unter Vorwegnabme dieser Beziebung wie bier zuletzt verfahren. 

Wenn F(0, — 1,1) = 1 ist, so folgt g. = 0, v 2 = 0 und bildet der 
Scbnitt von k mit der Ebene X = 0 das Viereck mit den Ecken 0, ± 1, 
+ 1; wir konnen dann B = N wablen, wobei mit 0,0,1,und 0,1,1 aucb 
0, — 1,1 in der Ebene N = 1 verbleiben wird. — Finden sicb zwei Punkte 
wie 1, — 1, 0 und — 1, 0, 1 gleicbzeitig auf %, so folgt L = X, und 
konnen wir wie vorbin im Falle F( — 1, 1, 1) = 1 vorgeben. 

33. Wir betracbten endlicb den Fall (III) aus 21.: Es sollen die sieben 
Gitterpunkte 

2, 9)1, 91, 91, <3, 2, Q 

1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; 1,0,1; 1,1,0 und 1,1,1 
auf % liegen. 

Wir gebraucben in bezug auf die ersten 6 Punkte dieselben Bezeicb- 
nungen wie in 32., und ferner sei 

(26) Q = x l X-l-x 2 Y+x 3 Z=l (a:, -f 3 c 2 + x 8 = 1) 

die Gleicbung einer Stutzebene an $ durcb den Punkt Q. Der Ausdruck 
Q wird fur jene 7 Gitterpunkte bzw. . 

JCj, K t + JC S , “t* JC-l H - ~t~ ^3 = 1 , 

so daB % l} z 2 , x s saintlicb > 0 und <( 1 sind. Ferner wird fur den Punkt 
£l der Ausdruck JR = 1 — p x , so daB jetzt notwendig 0 ^ ^ 1 ist, und 

analog fur , r 3 . 

Wir variieren nun die Punkte 2, 9J1, 91 in 

1 + sX^ f sY lt sZ r ; sX 2) 1 -j- sY 2 , eZ 2 j sX s , fiFj, 1 4- 

und es sollen dabei 2, 9)1, 91, £1, 91, @, % in den beziiglicben Stutzebenen 
an $ verbleiben, also fiir die Systeme X { , Y { , Z i die Relationen gelten 
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L x = 0, m 2 =* 0, n 3 = 0, ft + ft + ft = 0; 

R 2 + i? 3 = 0, ft + $ 3 = 0, T t + T 2 = 0. 

Eine ahnliche Uberlegung wie in 32. zeigt, wofern bei hinreichend kleinem 
Betrage von s durch jene Variationen kein Gitterpunkt ins Innere von ® 
eindringt, da/i fur ein Minimum von A das Bestehen der drei Gleichungen 
X = IL + sS + tT + qQ, 

(28) Y = rR + mM + tT + qQ, 

Z = rR + sS + nN -f- qQ 

mit irgendwelchen Konstanten l, m 7 n 7 q 7 r, s 7 t notwendig ist. Die ausge- 
sprochene Bedingang ist obne weiteres erfullt, falls ^ iiberkaupt keine 
Gitterpunkte neben 2, 2Jf, Q, 9ft, ©, % und den Gegenpunkten enthalt, 
nnd anderenfalls kann ihr wenigstens immer dnrcli geeignete Wahl der 
Ausdriicke L, M, N, ft R, S, T geniigt werden. 

In der Tat, wie die in 32. entwickelten TJngleichungen dartun, konnten 
jetzt als Gitterpunkte auf § auBer den bereits dort betrachteten Punkten 
noeh die Punkte 1, 2, 3*, 1, 2, 2; 1, 1, 2 und die daraus durch Permutation 
der Koordinaten entstehenden System e in Betracht kommen. Yermoge 
der Substitution 

x* = -x, z*=r-x, z* = z-x 

nun gehen die Wertsysteme X, Y 7 Z : 

1 , 0 , 0 ; 0 , 1 , 0 ; 0 , 0 , 1 ; 0 , 1 , 1 ; 1 , 0 , 1 ; 1 , 1 , 0 ; 1 , 1 , 1 ; 

1,2,3; 1,2,2; 1,1,2; -1,1,0; 0, - 1,1 
in die Wertsysteme X* Y* 7 Z*; 


— 1 , — 1 , — 1 ; 0 , 1 , 0 ; 0 , 0 , 1 ; 0 , 1 , 1 ; — 1 ,— 1 , 0 ; - 1 , 0 , — 1 ; - 1 , 0 , 0 ; 

- 1 , 1 , 2 ; - 1 , 1 , 1 ; - 1 , 0 , 1 ; 1 , 2 , 1 ; 0 ,- 1,1 

uber, und es erledigt sich das Auftreten irgendeines der zuletzt ge- 

nannten Gitterpunkte auf ^ wesentlich wie in 32. das Auftreten eines der 

Punkte —1,1,2; —1,1,1; —1,0,1. 

Als einzige neue Moglichkeit kommt in Frage, dafi zwei Punkte wie 

1, —1,0 und 1,1,2 gleichzeitig sich auf g vorfinden. Dazu miissen wir 

= 0, = 0, v ± +v 2 = 1 7 ===== 0 haben. Wir konnen jedenfalls eine 

Relation _ _ , , 

l 0 L + m 0 M+ n 0 N = q 0 Q 

mit Koeffizienten l 07 m 07 n Q7 q 07 die nicht samtlich Null sind, herstellen. 
Da die Rollen dex Paare S, 90ft und 9ft, &' so wie dex Elemente in jedem 
Paare hier vertauschbar sind, durfen wir annehmen, es seien |Z 0 |, \m 0 \ 7 
| n 0 ] samtlich <1 | q Q |. Durch Yerwendung der Punkte 1,1,1 und 0,0, — 1 
erhalten wir aus der letzten Gleichung 

Z 0 (l X 3 ) -f- m§(\ — q 07 Z 0 X g + 

Minkowski, G-esarmnelto Abkandlimgen. II. * 
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Fur ;„ s = 0 wurde L = X folgen, welcben Fall wir wie in 32. erledigen 
konnten. Wir denken uns daber 1 3 > 0 nnd ebenso fi s > 0. Alsdann 
zeigen die zwei Grleicbungen bier, dab l 0 , m 0 und weiter n 0 dasselbe Vor- 
zeichen wie g 0 baben, und wir riebten l 0 + m Q = n 0 + So ~ 1 e ^ n - Nun 
konnen wir 

(29) T=l 0 L + m 0 M=-n 0 N+q 0 Q 

wablen. Dabei wird in der Tat T = 1 eine Stutzebene an durcb den 
Punkt %, und bei der in Rede stebenden Variation folgt durcb die Glei- 
cbungen (27): 

l 0 L, + m 0 M t = 0, - n 0 (A\ + N, + N 3 ) - q 0 Q a = 0, 
so dab einerseits niekt i 2 un d andererseits nicbt N 1 + N 2 + N s und 
Q s zwei von Null verscbiedene Werte mit gleicbem Vorzeicben sein 
konnen. Nun wird fur den Punkt 1 , — 1 , 0 bei jener Variation: L =1 — eL 2 , 
— M = 1 — sM 1} so dab wenigstens eine dieser zwei Groben > 1 bleibt, 
und fur den variierten Punkt 1,1,2 wird N = 1 + «(N 1 + N„ -f- V 3 ), 
Q = 1 -f sQ i} so dab wenigstens eine dieser zwei GroBen 1 bleibt. 


§ 9. Dichteste Xagerung von Tetraedern. 

34. Wir wenden jetzt unsere Ergebnisse speziell auf die dicbteste 
Lagerung von Tetraedern oder von Oldaedern an. Es sei 

(p = — g + 1? + £, X = £ — V + = £ + V — £> 03 = — £ ~ v — 


so gilt 


0 


(30) cp + % + i/j + co 

und definieren die Ungleicbungen 

/ l ^ l , ^ l ^-1 

<P^=T’ a ^T 

den Bereich ernes Tetraeders; in diesem Bereicte sind andererseits (p, % 7 

ip, & stets . Dieses Tetraeder nehmen wir jetzt fur den Grund- 

l.l 

korper K, sein Yolnmen ist <7 — —. Der zugehorige Korper -~^(K + K') 

mit Mittelpunkt, der in bezug auf genau dieselben Gitter (©) wie K 
solehe Anordnungen gestattet, wobei die Korper um die verscMedenen 
Gitterpunkte gesondert liegen, ist dann das Oktaeder 
1 ^ ^ 1 

2"— ^ — T' “Y^^T 

diese acht Ungleickungen konnen in die eine Bedingung 


’ Y = 05 ^ Y’ 
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zusammengefaBt werden. Das Yolumen dieses Oktaeders + K ') 

ist Wir substituieren nun 
6 

| = a x X + cc 2 Y + cc B Z 7 rj = faX + j3 2 Y+ % = y i X + y t Y + 

wobei die Determinante der drei linearen Ausdriicke =f= 0 sei, und wir 
fragen nach dem Minimum fur den absoluten Betrag A dieser Deter- 
minante, wahrend vom ganzen Zahlengitter in X, Y } Z bloB der Null- 
p unk t ins Innere des Oktaeders $ — K + K.' fallt. 

Wir bringen nacbeinander die verscbiedenen Regeln des § 8 znr An- 
wenduns*. Von dem einen in 33. am Schlusse beriihrten Ausnahmefalle 

o 

abgesehen, der ; wie sich zeigen wird ; bier nicbt in Betraeht kommt ; konnen 
wir die jedesmal einzufubrenden 6 oder 7 Stiitzebenen an $ immer als 
Seitenflacben dieses Oktaeders gewablt voraussetzen, wir konnen also an- 
nehmen, daB jede einzelne der Formen L, M, N 9 . . . mit einem yon den 
Ausdriicken ± % ± ± ± co ubereinstimmt. 

35. Wir wollen yorweg einen speziellen Fall behandeln, wie er in 
32. zur Spracbe kam. Es mogen die Umstande des Falles (II) dort 
gelten, und dabei sei go = Z. Der Schnitt yon S mit der Ebene Z = 0 
ist alsdann ein Secbseck mit 0 als Mittelpunkt, bei dem die Diagonalen 
den Seiten parallel sind. Auf diesem Secbsecke liegen die Gitterpunkte 
S ? 3JI, %(1, 0, 0; 0 ; 1, 0; 1, 1, 0). Wir konnen annehmen, daB die Aus¬ 
driicke L, M, T, in irgendeiner Jdeihenfolge genommen, mit ± <p 7 ± %, + 
iibereinstimmen, denn wenn zwei jener Punkte in einer und derselben 
Seite des Secbsecks liegen sollten, so muBten die drei Punkte samtlicb 
Ecken des Secbsecks werden. 

Die Gleichung (30) ergibt nun mit Riicksicht auf die Ausdriicke (24): 
[i t = 1 — r 1} A 2 = t 17 und die Gleichungen (25) fiibren dann zu v x = 
so daB die 3 Gitterpunkte 9ft, % mit ibren Gegenpunkten die Mitten 
der Seiten des Secbsecks bilden. Durcb kontinuierlicbe Valuation von 
■Ji(0 ; 0 ; 1) auf der Seitenflache Z = 1, wobei A sich nicbt andert, konnen 
wir insbesondere folgende Ausdriicke erzielen: 

l = x-\y-\z, u--\x+y-\z, T-i-x + ir, 

N=R=S~Z-, 

dabei liegen in der Seitenflacbe Z = 1 von S die funf Gritterpunkte 

- 1 ,- 1 , 1 ; 0 , 0 , 1 ; 1 , 1 , 1 ; 1 , 0 , 1 ; 0 , 1 , 1 . 

Variieren wir nun 2, 9J1. 91 in 

1 + «, s; - «, 1 - «, - «; - «, - 2s, 1, 
wahrend a posiiiv sei, so tritt bei hinreichend kleinexn s kein Gritter- 

3 * 
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puakt ins Innere yon ® ein and A gekt in A(1 — £ 2 ) fiber. Also liegt 
bier kein. Minimum you A vor. 

36. Nack Beseitigung dieses speziellen Falles gehen wir zuerst auf die 
Umstande des Falles (I) gemafi 31. ein, wobei die Punkte 1,0,0; 0,1,0; 
0 , 0 , 1 ; 0 , 1 ,- 1 ; — 1 , 0 , 1 ; 1 , — 1 , 0 auf g uud — 1 , 1 , 1 ; 1 ,- 1 , 1 ; 
1 , 1 , — 1 aufierkalb $ liegen sollen. 

Da fur die 6 Ausdriicke X, M, N, R, S, T in (22) nur die vier Paare 
_]_ ^ 4 - co iii Betrackt kommen, so miissen unter diesen Aus- 

drtieken entweder irgend drei oder zweimal je zwei anzugeben sein, die 
bis auf den Faktor + 1 ubereinstimmen. 

Nach den Bedingungen fiir die Koeffizienten in (22) kaim niclit 
= — M sein. — Die Annalime L = R fiikrt zu L = X + Y. Der 
Schnitt yon $ mit der Ebene X + Y = 0 ist dann ein Secbseck mit nur 
zwei Paaren Yon Gitterpunkten auf dem Rande, durcb Sft und % repra- 
sentiert, und wir konnen, sei es durcb alleinige Variation you SJt oder 
von % 7 den Wert Yon A Yerringern. 

Stellen wir uns die Figur des Tetraeders aus den Vektoren 1, 0, 0; 
0,1,0; 0,0,1; 0,1,—1; —1,0,1; 1, — 1, 0 Yor (Fig. 3 links in 19.) 
und beacbten, wie darin die Rollen der einzelnen Vektoren vertauscbt 
werden konnen, so leucbtet ein, daB wir nacb den letzten Bemerkungen 
jetzt uberbaupt die Gleicbbeit fur irgend zwei der Ausdriicke + X,..., 
+ T ausscblieBen konnen, falls die zugeborigen Systems 2, S', ..., %, %' 
zwei solcben Vektoren in jenem Tetraeder entsprecken, die entweder sick 
in einer Ecke mit ikren Ricktungen aneinanderscklieBen oder auf gegen- 
iikerliegenden Eanten Platz finden. Danack braucken wir nur nock die 
folgenden Annakmen zu diskutieren: 

1 ) L = M = N. — Daraus folgt L = X + V + Z. Es sei dieser 
Ausdruck etwa = <n, so ergeben sick ganz entspreekende Umstande wie 
in dem Falle co = Z : der in 35. Yorweggenommen wurde, und ist A kier 
nickt ein Minimum. 

2) L — M : R = — S. — Hierbei folgt 

L=X + Y+l B Z, R = p 2 (X+ F)-(1- ?2 )Z 
Aus der dritten Gleickung in (23): 

Z = — r R + sS + nN 

gekt dann entweder R = — Z kerYor, welcker Fall sick ahnlick wie in 
35. erledigt, oder N = 0 (mod X+ Y, Z). In letzterem Falle ware die 
Determinants Yon X, R , N Null, wakrend wir uns diese Formen kier als 
drei Yersckiedene Ausdriicke ± 9 , ± %, ± ± c a denken miissen, um 

nickt auf sckon erledigte Falle zuriickzukommen. 
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3 ) L = N, R = — S. — Hier wird 

N = X v 2 Y Z, R = (X 4“ 50 — (1 £ 2 ) X, 

und die soeben erwahnte Gleichung fiirZ erfordert entweder X==X + Y+Z, 
oder R = — Z } welclie Falle schon Erledigung fanden. 

37. Wir betracbten zweitens die Umstande des Falles (II) gemaB 32., 
wobei die Punkte 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1; 0, 1, 1; 1, 0, 1; 1, 1, 0 auf ^ 
und 1 , 1, 1 auBerhalb $ liegen sollen. 

Nach den Bedingungen fiir die Koeffizienten in den Ausdriicken (24) 
kann nicbt L = M sein. — Die Annabme L = — M fiihrt zu L = X — Y 
und ist hier wesentlich wie der in 35. vorausgeschickte Spezialfall zu er- 
ledigen. — Ferner kann nicht L = R, nicht L = — 8 und nicht L = — T 
sein. — Die Annahme R = — S fiihrt auf R = — X + Y. 

Mit Riicksicht auf die Yertauschbarkeit der Rollen der drei Paare 
L, JR; If, S] N } T bleiben hiernach nur die folgenden yerschiedenen Falle 
zu diskutieren, wobei wir bei der Behandlung jedes einzelnen Falles an- 
nehmen, daB die Umstande der yorhergegangenen Falle ausgeschlossen sind: 

1) R — S = N. — Hier folgt N = Z und ware dieses der Fall 
aus 35. 

2) R = 8 — T. — Wir haben danach R = ~ (X + Y + X). Die 

Relationen (25) fiihren zu l 2 = = /x 3 , v x = v 2 . GemaB (30) muB 

dann ± L 4; M + N = R sein, und diese Bedingung zieht notwendig die 
Ausdriieke 

l = x-\y-{z, m=-\x+y-{z, n=-±x-±y+z 

nach sich. Yariieren wir dann die Punkte £, 3)7, in 
1, 5, £] £, 1, £5 0; 1, 

so tritt bei hinreichend kleinem Betrage yon s kein Gitterpunkt ins Innere 
yon $ ein, und A gekt in A (1 — s 2 ) liber; also ist hier kein Minimum 
yon A yorhanden. 

3) JR = — L y S = — M. — Wir erhalten 
L*=X-l 2 Y-~(l-X 2 )Z, M = -[i 1 X+ r-(l- ft )Z. 

Fiir den Punkt 1, 1, 1 ist L = 0, M = 0 und muB fiir ihn daher X 4 = 0 
sein, da wir in D, M P N drei der Ausdriieke ± qp, + %, ± ip, ± co haben; 
mithin folgt v t + v 2 < 1 und fallt daher N aueh yon — T verschieden 
aus. Wir miissen nun + L±M±N=~T haben. Da 1, 1, 1 nicht im 
. Inneren yon $ liegt, folgt daraus notwendig v x = 0, v 2 =• 0, also N ~ Z. 

4) R = — L y 8 = N. — Hier folgt 

- R = X ~~ l 2 Y- (l - X 2 )Z, N~-v 2 Y+Z, 
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und die dritte Grleiehung in (25): 

Z = rR + sS + nN 

erfordert n = Z. 

5) R = M 9 8 = L. — Wir haben dann 

m - - x + r, i = i~i 2 r, 

und aus der ersten Grleiehung in (25): + wlirde X = X 

oder T = X + (1 — r x ) Y folgen. In letzterem Falle aber ware die 
Determinante von L, M ‘ X Null, wahrend diese Formen hier drei der 
Ausdriieke ± 9, ± %, ± ± darstellen sollen. 

6) JR * Jf, 5 ™ JT. — Hier ware 

X= = -^ 1 X + r, N=-v 2 Y+Z, 

und die im Falle 4) genannte Gleichung fur Z wurde N = Z oder R = F 
erfordern. 

7) R = S, T == N. — Wir erbalten hiernack. 

E = 92 (z + r) + (i-p 3 )^ 

und aus der Relation fur Z folgt dann JR — Z oder aber N— — — i-Y-f Z. 

In letzterem Falle fiihren die Gleichungen (25) und die Beziehung 
+ L + M + JSf=li -welter zu den Ausdriicken 

l = x-\y-±z, m=-\x+y-\z, 

B = S = j-X + j-Y+j-Z. 

Yariieren wir nun die Punkte S ? 3Ji ; -Ji in 

i 1 3 3 i 1 - . 

1 " T*’~ - i £ ; 1 ~ 1 + 

so tritt bei hinreichend kleinem Betrage von s kein Gitterpunkt ins 
Innere von ® ein, und A geht in A (1 — e 2 ') iiber. Also ist hier A nicht 
era. Minimum. 

8) R = S, T = L. — Hier wird 

S = ? 2 (X + Y) + (1 - p 2 )X, L - X - 

und aus X = IL + sS + tT folgt notwendig L = X oder 8 =* Z. 

Auf diese Weise hat auch die Betrachtung des Falles (II) zu keinem 
Falle eines Minimums von A gefuhrt. 

38. Wir betrachten endlich die Umstande des Falles (III) gemaB 33., 
wobei auf g die sieben Punkte 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0 7 1; 0, 1, 1; 1, 0, 1; 
1, 1, 0; 1, 1,1 liegen sollen. 

Die Annahme R = 8 wurde jetzfc, da hier q x und <? 2 0 sind, R = Z 

zur Folge haben. — Beachten wir noch ; daB die Rollen der vier Punkte 
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2, ffi, 91, &' durchaus yertausehbar sind, so konnen wir uns auf die Dis- 
kussion folgender Annahmen beschranken und dabei ferner L, M,N,— Q 
als mit ± <Pi ± %: ± ± identiscb yoraussetzen: 

1) L = — B, M = — S, N = — T. — Hier wiirde fiir den Punkt 
1, 1, 1 sich L = 0 berausstellen und ebenso M = 0, N = 0, was unmog- 
licb ist. 

2) L = S, M = B, N — — T. — Hier batten wir 

1 = 1-47, Jf=-fi 1 X+T, N=>-v 1 X-(l-v 1 )Y+ Z 

und aus ± L ± M + N = Q und nacb (26) folgt notwendig Q = Z. 

3) L = 8, M — T, X = E. — In diesem Falle erbalten wir zunachst 

L = X-X,Y, Y-^Z, N=-v l X + Z. 


Wiirde 0, 1 , — 1 auf g lie gen, so mtifite N = Z sein; der am Scblusse 
yon 33. bebandelte Ausnahmefall kommt danacb hier nicht in Frage. 

Aus ±L±M±N= Q folgt (1 - v t ) + (1 - A 2 ) + (1 - ft 3 ) = 1. 
Die Relationen (28) in 33. ergeben sodann X 2 = u 3 = v v Mithin kommen 
wir bier wesentlich zu folgenden Ausdriicken fur die Formen cp, %, i>, a: 


(31) 


£r, x 


Y - \z, rp = -\x + Z, 


CO = — 




Bei diesen Ausdriicken wird A ™ (l —DaB in diesem 

einzig ubrig gebliebenen Falle A in der Tat ein Minimum sein muB, ver- 
steht sick yon selbst und kann leickt verifiziert werden. 

39. Beacliten wir nock ; daB in den Ausdriicken (31) fur cp, %, co 
die eine Form co und fur die anderen die zykliscke Folge cp, %, i/j bevor- 
zugt ersckeint, so konnen wir endlick das Resultat aussprecken: 

Gegebene Tetraeder (OMaeder) in unendlicher Anzahl, die sdmtlich mit 
einem unter ihnen, dem Tetraeder 

™ ^ g ^ § -[- 77 —- g — g — 17 — £ ^ T 

(dem OMaeder 

niH-hi + msi) 


(congruent und parallel orientiert sind, konnen sich auf acht Arten in dich- 
tester gitberformiger Lagerung befinden. Tiese Lagerungen werden erhalten, 
indent + %, ±-tj, + g oder + + £, ± V irgendwie mit solchen Vorseichen, 

deren Produht +• 1 ist, gleich 

_-y ^ y ^ 7 jL 'Y' ~ V i ^ y ^ "V i 1 V ^ 7 

6 A+ 6 X + ^ Z, 6 A. 6 X + Q Z, 6 t 6 k ^ Z 

geseUt werden und das Zahlengitter in X, Y, Z als Ort fur die Schwer- 
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punJde der Korper genommen wird. Der von den Tetraedern (Oktaedern) 
erfiillte Baum verhalt sich dabei zu dem von ihnen freigelassenen Raume 

bzw. zu dem ganzen unendlichen Raume wie 

M 



1 ( 1 ) 
24 U / 


. 1L { 1 \ . H 
: 216 \108/ : 108 * 


Die Fig. 6 zeigt fiir den durcli die Aus¬ 
drucke (31) charakterisierten Fall der dicbtesten 
Lagerung von Tetraedern oder Oktaedern die 
Lage der Gitterpunkte in dem halben, durcli 
die Flachen = 1, % = 1, ^ = 1, cu = — 1 
gebildeten Netze des Oktaeders S. 

40. Wir geben diesem Satze ferner die 
folgende rein arithmetische Einkleidung: 

Sind l, yi, £ drei lineare Formen in den Varidblen x, y, z mit beliebigen 
reellen Koeffizienten und einer von Null verschiedmen Determinante, deren 
Betrag A i$t 3 so hann man stets fiir x, y, z solche ganzzaldige Werte 7 die 
nicht samtlich Nidi sind, finden y dafi 

|I| + M + I£I> 

also der Betrag jedes der vier Ausdrucke 

-S-M + g, + i + v-t, - t-y-S 


dabei A ausfallt. 

An Stelle des Zeichens ^ bier geniigt das Zeicben <, falls rj, £ 
nicbt gerade so besebaffen sind, daB ± ± r\, + £, rait irgendwelcben 

Yorzeicben und in irgendwelcher Reihenfolge, durch eine lineare ganz- 
zablige Substitution mit einer Determinante + 1 in die Ausdrucke 




4-2-4-r + 4-Z ix + ±Y- 


J z 


transformiert werden konnen. 

41. Es seien r\, £ wiederum drei lineare Formen in x, y, z mit be¬ 
liebigen reellen Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Deter- 
minante, deren Betrag A ist. Setzen wir 

“1=1 + ^ <o 2 = — 4 + S, a s =r] — g, — y — 

so entstebt 

+ ^2 + <n 3 + o> 4 *= 0. 

Eine Anwendung des Satzes aus 40. auf diese vier Ausdrucke o X7 &%, co a , cd 4 
ergibt, daB es stets moglicb ist, fiir y, z ganzzablige, von 0, 0 ; 0 ver- 
schiedene Werte zu finden ? wofiir 

,,_ U1 -t- UI, M + UI 

beide j/yg-A aus f a ^- en * 
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Mit Hilfe der Ungleichungen 




4 





A 



folgt daraus weiter 


Wir bemerken noeh, daB in dem Gtienzfalle, flir den allein in dem 
letzten Satze das Zeichen = notig war, das betreffende System x, y, z bier 
immer derart ausgesuebt werden kann, daB daftir weder ^ = +2^ nocb 
rj = + 2 £ gilt, und wird dadurch in diesen weiteren Ungleicbungen das 
Zeicben = entbebrlicb. 

Wenden wir das Ergebnis insbesondere auf die Ansdrucke 


. 5 — x — az, r] = y — bz, £ * 

an, wobei a , b zwei beliebige reelle GrroBen sind nnd t ein positiver Para- 

( 54\ 

>—j sei, so kommen wir zn dem Satze: 

Bind a , b irgend zwei reelle Gr often, so Iccmn man stets solche game 
Zahlen x, y , z finden , daft z > 0, | x — az |, | y — bz | beliebig Jdein und 
dabei 



sind. 

Die Konstante *|/^ ist = 0,648 . . . 


§ 10. Bemerkung zu einem Anfsatze von Lord Kelvin. 

42. In den Baltimore lectures, appendix H, S. 618 ff. bebandelt 
Lord Kelvin die dicbtesten gitterformigen Lagerungen von kongruenten 
nnd parallel orientierten konvexen Korpern nnd gebt dabei von der An- 
nabme aus, daft in einer dichtesten Lagerung vier sich gegenseitig beruhrende 
Korper auftreten. Dieser Umstand ereignet sicb in der Tat im Falle (I) 
(vgl. 21., also z. B. fiir Kugeln) bei den Korpern, die sieb urn die vier 
Punkte 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 lagern; im Falle (III) (also z. B. 
fur Oktaeder) bei den Korpern urn die vier Punkte 0, 0, 0; 1, 0, 0; 1, 1, 0; 
1, 1, 1. Die Annabme ist aber nicbt zutreffend im Falle (II). 

Dieser Fall (II) tritt z. B. ein, wenn das von den 12 Ebenen 
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x- SY- dZ=±\, 

-dX + Y- SZ= ±y> 

-sx- <?r+ z=±±, 

+ y Y^ = ±Yi 

i x + °r+Y z =±i> 

±-X + ±-Y+ £^=± 4 - 

begrenzte Polyeder, wobei 0 < d <y und 0 < £ < ™ sei, den Grnnd- 

korper abgibt; bei binreicliend kleinen Werten von d und von s ist 
leicht zu seh.en ? daB dieses Polyeder durch. die Parallelverschiebungen 
vom Nullpunkte nacb alien Punkten mit ganzzakligen Koordinaten X, Y } Z 
ein System von Korpern in dicbtester gitterformiger Lagerung erzeugt. 



II. 

Zur Geometrie der Zalilen. 

(Mit Projektionsbildern auf einer Doppeltafel.) 

(Yerhandlungen des III. Internationalen Mathematiker-Kongresses. Heidelberg 1904. 

S. 164-173.) 

Im folgenden mochte ich. versuchen, in kurzen Ziigen einen Bericlit 
iiber ein eigenartiges, zahlreicher Anwendungen f akiges Kapitel der Zahlen- 
tkeorie zu geben, ein Kapitel, von dem Charles Hermite einmal als der 
„introduction des variables continues dans la theorie des nombres“ ge- 
sprocken kat. Einige hervorstechende Probleme darin betreffen die Ab- 
schatzung der kleinsten Betrage kontinuierlick veranderlicher Ausdriicke 
fiir ganzzahlise Werte der Variables 

Die in dieses Grebiet fallenden Tatsacken sind zunieist einer geo- 
metriscken Darstellung fahig, und dieser Umstand ist fiir die in letzter 
Zeit kier erzielten Fortschritte derart maBgebend gewesen, daB ick geradezu 
das ganze Grebiet als die Geometrie der Zalilen bezeicknet kabe. 

(Fig. 1.) Die erste Figur illustriert fiir die Ebene dasjenige Theorem, 
welches mit Recht als das Fundamentaltheorem der Geometrie der Zaklen 
bezeicknet werden kann, weil es fast in jede Untersuckung auf diesem 
Gebiete hineinspielt. 

In der Ebene denken wir uns irgendwelche Parallelkoordinaten x, y 
eingefiikrt, wobei nock fur jede Ackse der EinlieitsmaBstab beliebig ge- 
wahlt sein kann. Die Punkte mit ganzzakligen Koordinaten x, y bilden 
das Zahlengitter in x,y. Dieses Gitter kann auf mannigfaltige Weise 
dui’ck ein Geriist von kongruenten komotketiscken Parallelogrammen ge- 
stQtzt werden, welcke die Ebene liickenlos iiberdecken und als deren 
Ecken die Punkte des Gitters erscheinen. Bei einer vollstandigen und 
einfacken tjberdeckung der Ebene kommt danack sozusagen auf jeden 
Gitterpunkt ein komologes Gebiet von einem Flackeninkalt JJ clxdy = 1. 

Inn denken wir uns irgendeine gescklossene konvexe Kurve, welcke 
im Nullpunkt einen Mittelpunkt kaben soli; sie darf auck geradlinige 
Stiicke aufweisen. Das von ikr umscklossene Gebiet dilatieren wir vom 
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Nullpunkte axis (bzw. wir ziehen es zusammen) nach alien Richtungen in 
gleichem Yerhaltnisse zu einer solchen homothetischen, cl. li. ahnlichen 
und ahnlich gelegenen, der griin umrandeten Figur, welche im Inneren 
den Nullpunkt als einzigen Gitterpunkt enfhalten, ihren Rand aber durcb 
wenigstens einen weiteren Gitterpunkt schicken soil. Ziehen wir weiter 
diese grime Figur vom Nnllpunkte aus im Verhaltnisse 1 : 2 zusammen 
und konstruieren urn jeden anderen Gitterpunkt das liomologe Gebiet, so 
erhalten wir offenbar lauter solche Gebiete, die niclit ineinander ein- 
dringen. Da nun bei liickenloser Uberdeekung der Ebene im Durchschnitt 
auf einen Gitterpunkt ein Flacheninhalt == 1 kommt, so muB der Fliichen- 
inhalt eines solchen rot umgrenzten Gebiets < 1 bzw. = 1 sein, falls 
diese roten Gebiete ebenfalls die Ebene liiekenlos ausfiillen. Das you der 
grtinen Kuiwe umschlossene Gebiet hat daher einen Inhalt <[ 4. Treiben 
wir es endlich zu einem homothetischen Gebiete genau vom Inhalte 4 
auf, so kommen wir zu dem Fundamentaltheoreme: 

Fin Jconvexes Gebiet mil einem Mittelpunkt im Nullpunkt vom Fliichen- 
inhalt 4 enthdlt stets wenigstens einen weiteren Gitterpunkt. 

Die Formeln in der Figur geben den analytischen Ausdruck dieses 
Theorems. Geniigt eine Funktion f(x, y) den Bedingungen (1)—(4) und 
ist J der Flacheninhalt des Gebiets /*< 1, so kann man stets solche 
ganze Zahlen x 9 y, die nicht beide Null sind, finden ; wofiir die Funktion 

f<2 J 2 ausfallt. (1) besagt, daB f wesentlich positiy, (2), daB es 
homogen von der ersten Dimension ist, (3), daB das Gebiet /*<1 einen 
Mittelpunkt hat, und wird die Lange der Yerbindungsstrecke zweier Punkte 
mit den relativen Koordinaten %, y durch f(x, y) definiert, so besagt (4), 
daB in einem Dreiecke die Summe zweier Seitenlangen niemals kleiner 
als die Lange der dritten Seite sein soil. 

(Fig. 2.) Eine ausgezeiehnete Anwendung dieses Satzes erlautert die 
nachste Figur. Bekanntlich tragen die gewohnlichen Kettenbruchentwick- 
lungen fur Funktionen einer Yariablen einen einfacheren Charakter als 
die analogen Entwicklungen fur reelle GroBen. Eine Funktion f(d), die 
fur 0 = co einen Pol hat, lafit sich in einen Kettenbruch (1) entwickeln, 
worm -F 0 (^) und die Nenner F 1 (#), F 2 {d ) 7 . . . ganze rationale Funktionen 
sind. Die Naherungsbriiche dieses Kettenbruchs lassen sich von yorn- 
herein charakterisieren, ohne daB es notig ware, sie erst sukzessive durch 
die Entwicklung ausfindig zu machen. Als Naherungsbruch tritt hier 
jeder solche Quotient P (#)/$(#) zweier teilerfremden ganzen Funktionen 
auf, fur welehen der Ausdruck (2), nach fallen den Potenzen you 0 ent~ 
wickelt, mit einer Pofcenz yon negativem Exponenten beginnt. Wahrend 
eine sehr weitgehende Analogie zwischen den Eigenschaffcen der ganzen 
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Funktionen und der ganzen Zahlen bestebt, scbien zu deni genannten 
Satze ein entsprechender in der Aritbmetik zu fehlen. Dieses Analogon 
linden wir darin, daB fur eine beliebige reelle GroBe a die samtlicben 
gekiirzten Briicbe xjy, welebe die IJngleicbung (3) erfiillen, fiir welebe 

also ( x — ay)y in den Grenzen —— und — liegt, sicb als die Naberungs- 

briicbe einer bestimmten Kettenbrucbentwicklung (4) mit ganzzahligem g 0 
und lauter positiven ganzzabligen g l7 g 2 , ... anordnen.*) 

Sind, um etwas allgemeinere Umstande zu betracbten, £, iq zwei 
binare lineare Formen in x, y mit beliebigen reellen Koeffizienten und 
einer Determinante = 1 (im speziellen wiirden wir £ = x — ay , tj = y 
annebmen), so bestebt ein sehr anschaulicher Zusammenhang zivischen den 

samtlicken moglichen Auflosungen der Ungleickung 1 £V I < y ™ ganzen 
Zahlen x, y ohne gemeinsamen Tetter**) Wir zeicbnen die Geraden | = 0, 
7] = 0 P etwa rechtwinklig zueinander, und die beiden Hyperbeln £?? = -“ 
und = —y • Wir legen eine beliebige Tangente an den Hyperbelast 

im ersten ^-Quadranten und konstruieren dazu die Spiegelbilder in den 
drei anderen Quadranten, so daB wir ein Tangentenparallelogramm mit 
den Diagonalen g = 0, rj = 0 erbalten. Ein solcbes Parallelogramm ent¬ 
balt nun stets wenigstens eine primitive (d. h. aus ganzen relativ primen 

Zablen x 7 y =j- 0, 0 bestebende) Losung der Ungleicbung und 

es entbalt boelistens zwei verscbiedene solcber Losungen, wobei dann die 
Determinante aus den Koordinaten x } y dieser Losungen stets + 1 ist. 
Zwei entgegengesetzte Systeme x 7 y und — x 7 — y betracbten wir bier 
nicbt als verscbieden. Umgekebrt gibt es zu jeder primitiven Losung x 7 y 
eine solche Form jenes Tangentenparallelogramms, wobei es nur diese 
Losung (und — x, — y) entbalt, und andererseits, wofern dafiir nicbt 
| = 0 ist, aucb eine solcbe Form, wobei es diese und auBerdem nocb 
eine zweite primitive Losung mit kleinerem | £ | entbalt. Deformieren wir 
nun das Tangentenparallelogramm kontinuierlicb, indem wir die Tangenten 
an den beziiglicben Hyperbelasten entlang gleiten lassen, so erbalten wir 
abwecbselnd die rot und grim gezeicbneten Formen mit einer und mit 
zwei primitiven Losungen, und es tritt die Gesamtbeit der primitiven 
Auflosungen der diopbantiscben Ungleicbung geordnet nacb 


*) Wie die Aussage bier gefaBt ist, darf a nicbt gerade die Halfte einer un- 
geraden ganzen Zabl sein. 

**) Wir nebnaen bier an, daB i- 7 ] nicbt gerade mit der Form ~~(X 2 — Y 2 ) 
aritbmetiscb Equivalent ist. 
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abnehmendem ||j (und waehsendem |ij|) ? die zu den Formen rj ge~ 
horige Dicigonalkette — hervor. 

(Fig. B). Mit den nicht bomogenen diophantiscben Ungleichungen liat 
sicb wohl zuerst Tschebyscheff besehaftigt und dariiber ein Theorem 
folgerider Art entwickelt: Sind a , b zwei beliebige reelle GroBen, so kann 
man stets ganze Zablen y finden, wofiir die Ungleichung (1) gilt. Statt 

des Faktors recbts bat Tscbebyscbeff bier eine etwas ungiinstigere 

Konstante. Die am weitesten filbrenden Schllisse in dieser Richtung 
kniipfen an die nun folgenden Zeicbnungen an: 

<q mogen wieder zwei lineare Formen in %, y mit beliebigen reellen 
Koeffizienten und einer Determinante — 1 bedeuten. Mit IiiJfe zweier 
aufeinanderfolgenden Glieder der vorhin besprochenen Diagonalkette zu 
| tj konnen wir ein System homologer Parallelogramme um die einzelnen 
Gitterpunkte als Mittelpunkte, die roten Parallelogramme, konstruieren, 
deren Diagonalen parallel den Linien § = 0, rj = 0 sind und wobei nicbt 
zwei ineinander eindringen, wobei aber jedes an vier (bei luckenloser 
Uberdeckung der Ebene an secbs oder acbt) andere Parallelogramme an- 
grenzt. Dabei konnen sicb nocb zwei vei’schiedene Moglichkeiten dar- 
bieten, die in der oberen und der unteren Zeicbnung zur Darstellung ge- 
bracbt sind ; indem ein Parallelogramm entweder mit jeder Seite an ein 
benachbartes oder nur mit zwei Seiten jedesmal an je zwei benachbarte 
anstoBt. Die roten Parallelogramme lassen nun (im allgemeinen) nocb 
Liicken zwiscben sicb. Wir dilatieren sie von ibren Mittelpunkten zu 
bomotbetiscben Parallelogrammen in demjenigen bestimmten Verkiiltnis, 
wobei sie jedesmal liber die Halfte anstoBender Liicken binauswachsen, 
und wir erbalten dadurcb die grim gezeicbneten Parallelogramme, welcbe 
nun die ganze Ebene vollstandig, aber zum Teil mebrfacb iiberdecken. 
Dabei zeigt es sicb, daB diese neuen Bereicke keine Partie der Ebene 
mehr als zweifacb Iiberdecken, und ist infolgedessen der Flacbeninhalt 
JJdxdy eines griinen Parallelogramms 2. Diese Tatsache fiihrt zu 
folgendem Satze: 

Sind | 0 , 7j 0 irgend zwei reelle Werte , so kann man stets solche ganze 
Zahlen %, y finden, da/3 die Ungleichung (3) gilt Der vorbin formulierte 
Satz liber den Ausdruck x — ay — & ist nur ein Spezialfall dieser allge- 
meineren Aussage. — 

Das aritkmetiscbe Fundamentaltheorem liber konvexe Gebilde lafit 
sicb mit Leicbtigkeit auf den Raum, sowie auf Mannigfaltigkeiten be- 
liebiger Dimension iibertragen. Eine seiner wertvollsten Anwendungen 
findet das Theorem zu einfachen Beweisen der Diricbletscben Satze 
liber die Einheiten in den algebraiscben Zahlkorpern. 
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Im Raume werden wir so fur das parallelepiped is clie Punktgitter der 
ganzzabligen Systeme von 3 Yariablen x , y ; z den Satz baben: Em Tion- 
vexer Korper mit einem Mittelpunkt im Nullpunkt und von einem Volumen 
JJJdxdy dz 8 enthalt stets wenigstens einen weiteren Gitterpunkt . 

Auf diesen Satz grunden wir wirklicb brauchbare Methoden zur Er- 
mittlung der sdmtlichen Einheiten in einem gegebenen hibischen Zahlkorper. 


(Fig. 4.) Handelt es sicb zunacbst um einen kubiscben reellen Korper 
mit negativer Diskriminante, wobei die zwei konjngierten Korper einander 
konjngiert komplex sind ; so existiert in dem Korper eine vollig bestimmte 
positive Fnndamentaleinbeit von mogbcbst kleinem Betrage > 1. Das 
Yerfabren zur Gewinnung dieser Einheit laBt sicb an der oberen Zeicb- 
nung in Figur 4 klarmacben. Es sei £ eine Basisform des gegebenen 
Korpers, q, £ seien die konjugierten Formen in den konjugierten Korpern. 
Sind X, g positive Parameter, so geben uns die Gleicbungen § = ± X zwei 
Ebenen, | tj | = g eine elliptiscbe Zylinderflaebe. Wir konnen die zwei 
Parameter X, g derart bestimmen, daB der begrenzte zylindriscbe Raurn 
(1) (der rote Zylinder in der Figur) sowobl auf einer Basisflacbe einen 
Gitterpunkt A wie auf der Mantelflacbe einen Gitterpunkt B (und natiir- 
licb gleicbzeitig aucb die in bezug auf den Nullpunkt diametral gegen- 
uberliegenden Gitterpunkte A\ B') aufweist. Nun bediirfen wir eines 
neuen Gitterpunktes C, um bernacb aus den Koordinaten von A, B, C 
eine bier niitzlicbe lineare Substitution zu entnebmen. Wir variieren 
den elliptiscben Zylinder (1) als solcben, indem wir in den zwei Basis¬ 
flacben diejenigen parallelen Durcbmesser festbalten, deren Ebene durcb 
B, B' gebt, dagegen die zu ibnen konjugierten Durcbmesser dilatieren 
und entsprecbend den ganzen zylindrischen Raum ausdebnen, bis wir 
einen neuen Gitterpunkt C auf seiner Mantelflacbe auftreten seben. In 
diesem Zustande (mit den scbwarz gezeicbneten Randern) bezeicbnen wir 
den Zylinder als einen extremen. Wir finden, daB die Determinante aus 
den Koordinaten von A, B, G gleicb ±1 ist, wenn sie nicbt unter be- 
sonderen Umstanden Null ist. Yon jedem extremen Zylinder konnen wir 
nun zu einem benacbbarten scbmaleren extremen Zylinder fortschreiten. 
Wir zieben die urspriinglicben Basisflacben bomotbetiscb von der Acbse 
aus zusammen, bis ibre Rander durcb A, A r geben, wodurcb diese Punkte 
arff die Mantelflacbe treten, und konnen dann, obne daB Gitterpunkte ins 
Innere des Zybnders eintreten, den Zylinder auszieben, die Basisflacben 
parallel mit ihrer Anfangslage vom Nullpunkte entfernen, bis sie von 
neuem auf Gitterpunkte D, D' stoBen, und von diesem weiteren Zustande 
aus konnen wir dann wie vorbin einen extremen Zylinder berstellen. 
Danacb existiert eine bestimmte Kette von extremen Zylinder n 7 und die 
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Betracktung der auf ikren Basisflacken auftretenden Gitterpunkte fiikrt 
mit Sickerkeit eken zur Auffindung der Fundamentaleinkeit in dem ge- 
gebenen kubiscken Zaklkorper. — 

Das allgemeine Tkeorem uber konyexe Korper, auf Parallelepipede 
angewandt, fiikrt zur Folgerung: Sind g, r\ y £ irgend drei lineare Formen 
in %, y, z mit beliehigen reellen Koeffizienten und einer JDeterminante + A, 
wobei A > 0 ist, so kann man fur die Variation x, y, z stets solche game 
Zahlen, die nicht sdmtlich Null sind, finden , daft dadurch die Betrdge aller 
drei Formen < ]/ A ausfalien. 

Liegt nun ein kubiscker Korper mit positiver Diskriminante yor, 
dessen konjugierte Korper also samtlick reell sind, und liandelt es sick 
urn die Ermittlung aller Einkeiten im Korper, so seien g, q, £ konjugierte 
Basisformen in dem Korper und semen zwei konjugierten Korpern. Wir 
fassen alsdann die Gesamtkeit aller solchen „extremen“ Parallelepipede 
mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit Seitenflacken parallel den 
Ebenen g = 0, r\ — 0, £ = 0 ins Auge, welche im Inneren vom ganzen 
(jitter nur den Nullpunkt entkalten, aber auf alien Seitenfiachen mit be- 
sonderen Gitterpunkten verseken sind. Es existieren kier unendlick viele 
Parallelepipede yon diesem Ckarakter, sie besitzen eine bestimmte Ver- 
kettung untereinander, und die Kenntnis dieser fiikrt uns mit Sickerkeit 
zur Aufstellung aller Einkeiten im gegebenen Zaklkorper. Den Ubergang 
yon einem extremen Parallelepiped zu seinen benackbarten in der Kette 
yermittelt ein einfacker Algorithmus, der sick yor allem nack der Art 
ricktet, wie die Gitterpunkte auf den Seitenflacken des Parallelepipeds in 
Hinsickt auf deren Mittellinien liegen. In dieser Beziekung bieten sick 
wesentlick drei Moglickkeiten dar ; die in den Figuren (I), (II), (III) zum 
Ausdruck gebrackt sind. In den Fallen (I) und (II) erweist sick die 
Determinants aus den Koordinaten yon A, B, G gleicli 1, im Falle (III) 
ist sie Null und fallt dabei der Sckwerpunkt des Dreiecks ABC in den 
Nullpunkt. 

(Fig. 5.) Ick kebe nock das folgende anziekende Problem kervor, 
welckes auck in der Tkeorie yon der Struktur der Kristalle eine Stelle 
findet: 

Wir denken uns einen beliebigen Grundlcorper im Baume vorgelegt. 
Lauter mit ihm Jcongruente und parallel orientierte Korper in unendlicher 
An mill seien so angeordnet, daft Hire Schwerpunkte ein parallelepipedisches 
Funktsystem bilden und dafi nicht zwei der Korper ineinander eindringen. 
Unter welchen TJmstdnden schliefen sick die Korper so dicht als uberhaupt 
moglich zusammen , sind also die zwiscken iknen yorkandenen Liicken auf 
ein Minimum an Yolumen reduziert? 

Fur den Fall, daB der Grundkorper ein Ohtaeder ist, gibt Fig. 5 die 
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Losung des Problems an. In der fraglicben dicbtesten gitterformigen 
Lagerung muB jedes einzelne der Oktaeder in bestimmter Weise an yier- 
zekn benacbbarte anstoBen. Hier ist, in eine Ebene umgeklappt, das 
balbe Netz eines der Oktaeder dargestellt und sind in den vier Seiten- 
flacben (durch znr Halffce rote Berandung) die 7 Partien mit Mittel- 
punkt angezeigt, in welcben das Oktaeder sieb an benacbbarte anlegt. 
Das M ini mum des Raumes, welcbes die Lticken zwiscben den Oktaedern 
nocb darbieten, verbalt sicb zu dem von den Oktaedern eingenommenen 
Raume in diesem Falle der dicbtesten Lagerung wie 1:19. Dieses 
Resultat gestattet folgende rein aritbmetiscbe Einkleidung: 

Sind cp, % } if;, CD irgend vier lineare Formen in x, y, z mit beliebigen 
reellen Koeffzienten, deren Summe identisch Null ist und wobei je drei eine 
Determinante + 4 A (A > 0) Jiaben, so Icann man stets solche ganze Zahlen 
x, y, z, die nicht samtlich Null sind, finden, daft die TJngleichungen (2) gelten. 

Yon diesem Ergebnisse macben wir nocb eine bemerkenswerte An- 
wendung. Es seien a, b zwei beliebige reelle GroBen, t ein positiyer 
Parameter, so bestimmen die 8 Ebenen (3) ein Oktaeder. Indem nocb 
t beliebig groB angenommen werden kann, entspringt bieraus diese Fol- 
gerung: 

Man Icann zwei beliebige reelle Groften a, b stets durch Briiche x/z 
und y/z mit gleichem Nenner beliebig genau und zugleich derart annahern, 
daft die TJngleichungen (4) statthaben . 

(Fig. 6.) Wir werfen nun die Frage auf: Wie iibertragen sicb die 
Satze fiber die Approximation einer reellen GroBe durcb Zablen des 
naturlicben Rationalitatsbereicbes auf das Gebiet der komplexen GroBen? 
Man wird bier zunacbst auf Approximationen im Zablkorper der dritten 
oder der yierten Einbeitswurzel ausgeben. Im Korper der dritten Ein- 
beitswurzel liegen die Dinge wesentlicb einfacber und werden die Satze 
sebr abnlicb denen fur reelle GroBen. Ich will bier nur die yerwickel- 
teren Beziebungen im Korper der vierten Einbeitswurzel beriihren. 

Es seien §, r\ zwei lineare Formen mit beliebigen komplexen Koeffi- 
zienten und zwei komplexen Yariablen x + ix r , y + iy yon einer Deter- 
minante A 4=0; so ricbten wir unser Augenmerb auf diejenigen „extremen“ 
Zablenpaare x + ix T , y + iy = 4 = 0, 0 im Zablkorper yon i, zu welcben nicbt 
ein Zablenpaar derselben Art angebbar ist, das sowobl 1§ wie | ^ | kleiner 
werden laBt. Wir konnen die zwei Zablen eines Paares mit einer und 
derselben Einbeit — 1, ± i multiplizieren, das entstebende assoziierte Paar 
gilt uns bier als nicbt yerscbieden yon dem urspriinglicben. Alle yor- 
bandenen extremen Paare lassen sicb nun in eine Kette nacb der GroBe 
yon ||| (und zugleicb yon \rj\) ordnen. Zwei benacbbarte Paare der 
Kette zusammen sind leiebt a priori zu charakterisieren. Namlicb die 

Minkowski, Gesammelte AbkandlimgeiL. n. 
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zugehorige Deterroinant© (2) ist entweder (A) Gin© Einbeit 1 , ~f- j oder 
(JB) gleieh (1 + i), multipliziert in eine Einheit. Wir benutzen diese 
zwei Paare als Yertikalreihen der Matrix einer auf £, y anzuwendenden 
Substitution nnd erhalten dadurch fiir die Ausdriicke (3), worm \q\, 
j 6 1 beide < 1 sind. Indem wir das zweite Paar durch ein assoziiertes 
ersetzen und eventuell nocb i in — i umwandeln, konnen wir q auf den 
in den Zeichnungen rot markierten Oktanten des Einlieitskreises (bzw. 1/p 
auf den konjugierten Oktanten auBerlialb dieses Erases) bringen. Es sind 
nun die Falle (A) und (JB) zu unterscbeiden, auf welclie sieh die groftere 
bzw. die kleinere Zeicbnung beziebt. Im Falle (A) wird jener Oktant 


durcb gewisse Ereise vom Radius 1 bzw. 


-7=. in fiinf Stiicke zerlest, 
1/2 & 7 


die 


in der Figur fortlaufend mit I—Y numeriert sind. Weun q in ein be- 
stimmtes derselben fallt, kann jedesmal 6 nur in diejenigen grtinbegrenzten 
Stiicke des Einlieitskreises fallen, in welclie die namliche Nummer ein- 
getragen ist. Der kleinste Wert fur den Betrag der Determinant© 11 — q<s\ 
entsteht, wenn p, 6 den scbarfen mit ldeinen Ereuzen bezeicbneten Ecken 
der Figur entsprechen. Im Falle (B) kann q nur in das rote Gebiet (I) 
und 6 dann nur in das grime Gebiet (I) fallen. Als wicktigstes Ergebnis- 
entnebmen wir hieraus: 

Man kann in die Formen rj fur x + ix\ y - f- iy stets soldie game 
Zalilen des Korpers von i, die nicht beide Null sind , setzen , da \3 dabei die 
Ungleichungen (4) gelten . — 

Endlicli mo elite icb nocb einige Worte liber Kriterien fur algebraische 
Zalilen binzufiigen. 

(Fig. 7.) Durcb diese Figur suebe ich dem bekannten Lagrangeschen 
Kriterium fur eine reelle quadratiscJie Irrationalzahl eine neue Seite ab- 
zugewinnen. Li einem Quadrat you der Seitenlange 1 sind hier auf der 
Hnken Yertikalen Seite, der y-Achse, fortgesetzt Halbierungen vorgenommen,. 
so dafi sukzessive alle Punkte erhalten werden, deren Ordinate eine rein 
dyadische Zabl, d. b. eine rationale Zahl mit einer Potenz yon 2 als 
Nenner ist. Jedem auf der y -Acbse auftretenden Intervall oder Teilpunkt 
wird nun ein Interval! bzw. ein rationale!' Teilpunkt auf der it-Acbse, der 
unteren borizontalen Seite, dadurcb zugeordnet, dab zunaebst den End- 
werten y = 0 und y = 1 die Endwerte x = 0 und x = 1 entsprechen 
sollen, und weiter, so oft dort ein Intervall halbiert wird, bier zwischen. 
die Endpunkte ajb , a'/V des zugeordneten Intervalls, a und Z>, ferner d 
und V als relativ prim gedaebt, ein neuer Teilpunkt in ^ = (a + a')/(& + & r ) 
eingeschaltet wird. Auf der borizontalen Seite treten so als Teilpunkte 
sukzessive alle Punkte mit rationaler Abszisse auf, und die Zuordnung 
der gleichzeitig konstruierten Abszissen und Ordinaten liefert uns das Bild 
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einer bestandig wachsenden Funktion y = ?(#), zunachst fiir alle rationalen 
x dann durch die Forderung der Stetigkeit erweitert auf beliebige reelle 
Argument© im Intervalle 0 < x < 1, wahrend gleicbzeitig y dieses Inter¬ 
val! beliebig durehlauft. Wenn nun x eine quadratische Irrationalzabl 
ist und daber auf eine periodiscbe Kettenbrucbentwicklung fiibrt ; so ent- 
spricbt dadurcb dem Werte y = ?(x) eine periodiscbe Dualentwicklung 
und erweist sicb infolgedessen y als rational. Wir erbalten dadurcb die 
Satze: 

Ist x eine quadratische Irrationateahl, so ist y rational, aber nicht rein 
dyadisch . Ist x rational , so ist y rein dyadisch . Und diese Settee sind 
vollig umkehrbar. 

(Fig. 8.) Die letzte Figur zeigt nun eine Yerallgemeinerung dieser 
Satze auf kiibische Irrationalitdten, welcbe Herr Louis Kollros in seiner 
Dissertation (Ziiricb 1904) entwickelt bat: 

Einerseits wird bier ein Quadrat, in welchem £, r\ in den Grenzen 0 
und 1 laufen, in der Weise behandelt, daB es zuerst durcb die Diagonale 
l = r\ in zwei gleicbscbenklige recbtwinklige Dreiecke zerlegt wird und 
in der Folge jedes einmal entstebende gleicbscbenklige recbtwinklige Drei- 
eck durcb die Yerbindung von der Spitze nacb der Mitte der Hypotenuse 
in zwei gleicbscbenklige recbtwinklige Dreiecke aufgelost wird. Anderer- 
seits erfahrt gleichzeitig ein zweites Quadrat, in welcbem x, y in den 
Grenzen 0 und 1 laufen, eine gewisse Scbritt fur Scbritt zugeordnete Zer- 
fallung in Dreiecke: zunaebst werden die vier Ecken des Quadrats den 
vier Ecken des ersten Quadrats mit gleicbwertigen Koordinaten und weiter 
die Linie x == y der Linie £ == rj zugeordnet ; und in der Folge wird, wo 
dort eine Hypotenuse balbiert und bernacb eine geradlinige Yerbindung 
eingefubrt wird, bier zwiseben die Endpunkte der zugeordneten Strecke, 
wenn deren Koordinaten ajc , b/c und a'/c', b'jc' und a 7 b , c sowie a ', V, d 
relativ prime Zablen sind, als ein neuer Teilpunkt der Punkt mit den 
Koordinaten x =» (a + a')/(c + c ), y = (b + V)j(c + d) eingescbaltet und 
bernacb die entspreebende geradlinige Yerbindung vorgenommen. Dadurcb 
werden zwei eindeutig umkebrbare Beziebungen (1) festgesetzt, zunachst 
fiir alle rationalen x , y und dyadischen £, rj und bernacb durcb die 
Forderung der Stetigkeit iiberhaupt fur beliebige Argunaente und Funktions- 
werte in den Grenzen 0 und 1. Dabei findet nun Kollros die folgenden 
Satze, welcbe freilich in einem wesentbeben Punkte nocb niebt bewiesen 
sind, deren Richtigkeit aber nacb einer Menge von Beispielen in hohem 
Grade plausibel ersebeint: 

Sind 1, x, y drei unabhdngige ZaMen in einem reeXlen Tcubischen Korper, 
so sind £, rj rational und ist keine der Groften £ ; | ^ rein 

dyadisch. Gehoren x, y einem quadratischen Korper an, olme beide rational 

4 * 



gg Zur G-eometrie der Zahlen. 

&u sein, so sind ^ rationed und ist eine der Qrdfien I, I + ??, § tj 
rein dyadisch. Sind x, y beide rational, so sind g, y beide rein dyadisch. 

Diese Satze sind voUkommen umkehrbar. 

Nimmt man y = xy so erlangt man bierdurcb ein vollstandiges 
Kriterium dafiir, da6 x eine reelle kubisebe Irrationalzabl ist. Besonders 
zu betonen ist, da6 diese Satze fur alle kubiseben Korper und niebt etwa 
blob fur solcbe mit negativer Diskriminante, in welcben nur eine Funda- 
mentaleinbeit yorhanden ist, zuzutreffen sebeinen. 

Diese Au fzablung von spezieUen Ergebnissen aus der Geometrie der 
Zablen liefie sicb nocb weiterfiibren. Aber icb habe yielleicbt mein Ziel 
bereits erreiebt und Sie mogen den Eindruck gewonnen baben, daB es 
sicb bier urn Fragen bandelt, welcbe die Fundamente der Grofienlebre 
berubren, welcbe der Auffassung leiebt zuganglieb sind und welcbe uns 
die Disziplinen der Algebra, Aritbmetik, Geometrie in barmoniseber 
Wechselwirkung zeigen. 



XXL 

Diskontinmtatsbereicli fur aritlimetisclie Aquivalenz. 

(Crelles Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 129, S. 220—274.) 

Problemstellung. 

Die vorliegende Arbeit benutzt mebrfacb Methoden, welcbe you 
Diricblet ausgebildet worden sind. 

Icb stellte mir folgendes Problem: 

Ein System yoil n linearen Formen * * •> % n n Variablen 

Xi, x%,.% n , mit beliebigen reellen Koeffizienten 

Ok — a 

3x k “ 

und von Null verscbiedener Determinante beiBe einem zweiten solcben 
Systeme rj lf %,% arithmetisch aquivalent, wenn jedes der zwei Systeme 
sicb in das andere durcb eine bomogene lineare Substitution mit tauter 
gammhligen Koeffizienten transformieren laBt. Es soil nun in der Mannig- 
faltigkeit A der n 2 reellen Parameter cc hk ein Bereich B konstruiert werden, 
in welcbem jede vollstandige Yereinigung (. Klasse ) untereinander aqui- 
valenter Systeme durch einen Punkt, und wenn der Punkt ins Innere des 
Bereicbs zu liegen kommt ; aucb nur durcb einen einzigen Punkt re- 
prasentiert wird. 

Dieses Problem laBt sicb sofort aufein entsprecbendes Problem fiber 
positive quadratiscbe Formen zurfickffibren. Wir bilden aus £ 1; § 2; .. 
die Quadratsumme 

+1* -+ i w 2 “ f' 

Sie ist ein e positive quadratische Form der n Varidblen x n mit 

den Koeffizienten 

1 ay , 

Y Txffdx k = ajik== a 2h a 2k^ - 1 ” a nh a nl' 

Wir betracbten die dimeu sionale Mannigfaltigkeit A der 

beliebig veranderlieben reellen Parameter a h7c . Jedem Punkte f = (a hk ) 
dieser Mannigfaltigkeit A, fiir den die Form f sicb als wesentlicb positiv 
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erweist, entspricbt auf Grand der eben bingeschriebenen Gleiclrangen nocb 
ein ~ 1 )- - dimensionales Gebiet A(f) von Punkten (a hl ) in der Mannig- 
faltigkeit A. 

Wir iibertragen den Begriff der arithmetischen Aquivalenz und Klasse 
sinngemaB anf die positiven quadratischen Formen ; und wir suchen in der 
Mannigfaltigkeit A einen Bereich B, in dem jede Klasse positiver quadra - 
tischer Formen durch einen Punkt , und ivenn der Punlct in das Innere von 
B fallt, auch nur durch einen einzigen Punkt reprdsentiert wird. 

Alsdann bilden die Gebiete A (f) zu alien in B gelegenen Punkten f 
den verlangten Diskontinuitatsbereich B in der Mannigfaltigkeit A. 

Icb werde nachweisen, dafi der Diskontinuitatsbereich B fur die arith - 
metische Aquivalenz der positiven quadratischen Formen derart konstruiert 
werden kann, daB er in der Mannigfaltigkeit A einen von einer endlichen 
Anzahl von Ebenen begrenzten konvexen Kegel mit dem durcb f = 0 re- 
prasentierten Nullpunkte als Spitze vorstellt. 

Durch diesen Satz wird fiir die positiven quadratischen Formen mit 
n Yariablen die Theorie der arithmetischen Aquivalenz auf dieselbe Hoke 
gebracht, welche sie fiir die ternaren Formen durch die Abhandlung von 
Dirichlet: t]her die Reduction der positiven quadratischen doormen mit drei 
unbestimmten ganzen Zahlen erreichte. 

Derjenige Teil des Diskontinuitatsbereicks B\ welcher den Formen f 
mit einer Determinante ^ 1 entspricbt, besitzt ein endliches Yolumen. 
Fiir n = 2 kommt dieses Yolumen wesentlich auf den nichteuldidischen 
Flacheninhalt des Fundamentalbereichs der elliptischen Modulfunktion </(co) 
hinaus. Die allgemeine Ermittlung jenes Yolumens gelingt hier mit 
Hilfe derjenigen Prinzipien, auf welche Dirichlet die Berechnung der 
Klassenanzahlen der ganzzahligen binaren quadratischen Formen gegrundet 
hat, und zivar kommt das analytische Element in diesen Prinzipien gerade 
bei der hier zu machenden Anwendung am reinsten zum Vorschein. 

Mit jenem Yolumen hangen gewisse asymptotische Gesetze betreffs 
der Formen mit ganzzahligen Koeffizienten zusammen. Andererseits er- 
moglicht der Wert des Yolumens einen SchluB auf die dichteste Ausfullung 
des n-dimensionalen Raumes durch lauter kongruente Kugeln. 

Die einschlagige Literatur zu den hier behandelten Gegenstanden ist 
in meiner Arbeit im 107. Bande von Crelles Journal (Diese Ges. Abhand- 
lungen, Bd. I, S. 243—260) ausfuhrlich genannt und verweise ich dieser- 
halb auf die dortigen Angaben. 



Diskontinuit'atsbereicli fiir arithmetische Aquivalenz. 


55 


§ 1. Charakter der positiven quadratischen Formen. 

Es sei 

f(x t , x. 2 , . ..,x n ) x h x k (K, ft - 1 , 2, .. n)- 


eine quadratisclie Form der n Variablen x 17 x 2 , .. x n mit reellen Koeffi- 
zienten a hk . Wir setzen stets a kh = a hk fiir h < k voraus. Die aus der 
]i l7 Jh %7 ..A v -ten Horizontal- und der k 1} k 27 ..ft v -ten Vertikalreihe des 
quadrat ischen Schemas der a hk hergestellte ^-reihige Determinante be- 
zeichnen wir mit 


D 


hi ^2 f *; K\ 
7c 2 , ; kj 


D 


D h fiir h = 1, 2,.. 




1. Dafiir, da6 f eine wesentlich positive Form sei, ist bekanntlich not- 
wendig und hinreiehend, dafi die n Determinanten 

d, 2,...,h) 

samtlich positir sind. Die letzte dieser GrroBen, D n1 ist die Determinante 
der Form f 7 deren Wert wir aucb mit D (f) bezeichnen. Wir setzen noch 

nC . h ~ 1 ’ h ) 

l,fc/ 


D ■ 


A-l 


— 1» V 


’7i == 1, ..n — 1 
k — A + 1; •. 


Dann sind aucb alle GrroBen > 0 und besteht die identiscbe Dar- 
stellung 

00 0 = 2i£i 2 + &§2 2 + • • • + 

mit 

(2) §!=** ^i+ ^12 ^2 + *’* + 7in X n1 ^2= X 2 + * * * + V2n X n1 .; t n = % n , 

welcbe den Charakter von f als positive Form in Evident setzt. 

2. Die Vergleichung der Koeffizienten yon x x 2 , x 2 2 ,..., xj auf beiden 
Seiten yon (1) ergibt 

( 3 ) «u —2i> a vt>az, • 

und durch Multiplikation dieser TJngleichungen folgt 

( 4 ) - «U«21 ■■■a nn 'tD(f). 

3. Ist £ ein gegebener positiver Wert und soli f<L ausfallen, so 
folgt aus (1): 



und diesen Ungleichungen konnen naeli den Ausdrucken (2) nur eine 
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endliche Anzahl verschiedener ganzzahliger Systeme x n , x n _ 19 ..., x 1 geniigen. 
Wir haben daher den Satz: 

Eine positive quadratische Form f kann nur fur eine endliche Anzahl 
von ganzmhligen System en der Varidblen Werte annehmen , die eine gegebene 
Schranke L nicht iiberschreiten. 

§ 2. Anordnung in einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit. 

Sind a 1} a 2 , ...,a n nnd i 19 ...,b n zwei verschiedene Systeme yon je 

n GroBen nnd bat man 

a t — b !>*.•; a i-t ~ &i-i ? 

wo l einen der Werte 1 ,2, ... } n bedenten kann, so beiBe das erste System 
holier, das zweite niedriger als das andere, nnd zwar an l ter Stelle hoher 
bzw. niedriger. 

Es sei eine unendlicbe Menge yon Systemen S (a t7 a 2 , .. a n ) yorgelegt 
mit folgender Eigensebaft: 1st a x , a 2 , ..., a n ein beliebiges System daraus 
nnd l eine beliebige der Zablen 1, 2, ...,n , so soli bei alien yorbandenen 
Systemen b l7 b 2 ,..b n der Menge, welcbe genan an i ter Stelle niedriger 
als das erste System sind, fur die GroBe b jedesmal nur eine endliche An- 
zabl verscbiedener Werte in Betracbt kommen. 

Bildet man alsdann, yon einem beliebigen Systeme S der Menge aus- 
gebend ; soweit.als angangig, eine Eeihe von Systemen S, S^\ S^ 2 \ ..., so daft 
jedes folgende niedriger als das vorhergehende ist, so nnifi eine solche Eeihe 
stets nach einer endlichen Anzahl von Schritten abbrechen. Es muB sicb 
also nacb einer endlieben Anzalil yon Scbritten scblieBlieb ein System 
einstellen, zn welchem es kein niedrigeres in der Menge gibt, und welches 
demnacb das niedrigste System in der Menge vorstellt. 

Fur n= 1 ist die Bebanptung eyident. Nun sei n > 1. Betrachten 
wir zum Ansgangssysteme S (a 1? a 2 ,..., a n ) alle Systeme a 17 b 2 ,..., b n der 
Menge, welcbe mit ikm in dem ersten Elemente a ± ubereinstimmen, so 
bilden die darin auftretenden Systeme b 2 , .. b n eine Menge von Systemen 
ans n — 1 Elementen mit ganz entsprechender Eigensebaft, wie wir sie 
fur die gegebene Menge w-gliedriger Systeme voraussetzen. Nehmen wir 
nnn den zu beweisenden Satz bereits als erwiesen an, wenn die Zabl n — 1 
anstatt n steht, so kann eine Reihe S, S®, S^ 2 \ ... nur mit einer endlichen 
Anzabl yon Termen derart fortsebreiten, daB das erste Element ungedndert 
bleibt nnd jedesmal eine Erniedrigung an der zweiten bis n tm Stelle ein- 
tritt. Da auBerdem eine Erniedrigung genau an erster Stelle nacb Voraus- 
setzung ebenfalls nur eine endliche Anzabl yon Malen vorkommen kann, 
so ist der zn beweisende Satz sofort fur Systeme aus n Gliedern klar. 
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§ 3. Niedrigste Formen in einer Klasse. 

Der Begriff del* arithmetiscten Aquivalenz von positiven quadratisclien 
Formen ist sehon in der Einleitung erwahnt worden. Zwei positive Formen 

f-2a hk x h x k , g(h * - h • • •> n ) 

sind hierbei dann und nnr dann agiiivalent, wenn f in g durch eine gam- 
mhlige Transformation mit einer Determinants + 1 uberzufiibren ist. 

1. Ist dabei 

(5) &n “ ^ll; ^22 “ ^22; • * *? ®nn 5=8 ^ nn7 
so mogen f and g gleichgestellt beiBen. Ist dagegen 

(6) a tl = h n ,..= ^ 1 - 1 , 1-17 a n > hi* 

wobei l einen der Werte 1 ,2, n baben kann, so soli f holier als g and 
g niedriger als f and zwar an l ter Stelle bober bzw. niedriger beiBen. 

Es sei 

(X) X h ~ S hlVx "b S h2V2 + ■ • * + S hnVn (J l = ^7 ^7 * * '9 

eine ganzzablige Substitution mit der Determinante + 1, welcbe f in g 
uberfiihrt, so bat man 

\k = f( S lk 7 * * -7 s nk ) (h==lj 2, .. n). 

Ist g an l ter Stelle niedriger als f so folgt daber 

(8) f(s n , . . S nl ) = a lly . . .J f(s . • ' 7 S 7 l,l-l) ~ ^1-1,1-17 f(. S H7‘ mm 7 S nl) ^ 

Ferner ist die ans den l ersten VertiJcalreihen der Substitution (7) gehildete 
Matrix 

(9) !k*|| (ft-l,2,...,»;S-l,2,...,0 

unimodular, d. h. der groBte gemeinsame Teiler aller aus ibr zu bildenden 
Z-reibigen Determinanten ist gleicb 1. 

Hiernacb ist leicbt zu entscheiden, oh es in der Klasse von f eine 
Form g gibt, welche niedriger als f ist. Wir nebmen fur l nacheinander 
jeden der Werte 1, 2, .. n und fassen jedesmal das System der Be- 
dingungen (8) ins Auge. Nacb § 1 kann es jedesmal gewiB nur eine 
endliche Anzabl yon ganzen Zablen s hh (k T) geben, welcbe diesen Be- 
dingungen genugen. Sowie fur eines der betreffenden Losungssysteme die 
Matrix (9) unimodular ist, konnen wir bekanntlicb zu dieser Matrix n — l 
weitere Vertikalreiben ganzzabliger Koeffizienten s hi (k~l+l,... f n) bin- 
zufugen, so daB die Determinante des entstebenden quadratischen Schemas + 1 
wird ; und es fubrt dann die zugehorige Substitution (7) in der Tat f in 
eine an l tex Stelle niedrigere Form g tiber. Dabei kommen jedesmal fur b u 
nur eine endliche Anmhl verscMedener Werte in Frage. 

2. Auf Grand des Hilfssatzes in § 2 kann man n unm ebr in jeder 
Klasse f eine solche Form g ermitteln, m welcher es Jmne niedrigere Form 
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in der Klasse gilt und welcbe wir daber eine niedngste Form der Klasse 
nennen. Alle aquivalenten mit ibr gleicbgestellten Formen sind gleich- 

zeitig niedrigste Formen der Masse. _ 

3. Soli die Form f durcb die Substitution (7) in eine gleichgesteUte 

Form ubergeben, so miissen die n Gleiehungen 

f(s u, . = a il) • ■ •> f( S in> •' '!*«») a nn 

stattbaben; es geniigen ihnen nur eine endlicbe Zahl ganzzabliger Systeme 
s und gibt es daber gewiB aucb nur eine endliche Anzahl ganzzahliger 
Substitutionen mit einer Determinants + 1, durch welche eine Form in gleich- 
gestellte iibergeU. Insbesondere zeigt sieb, daB jede positive Form nur eine 
endliche Anzahl ganzzahliger Transformationen in sich besitzt. 

4. Jede Form f gebt durcb die 2" Substitutionen 

(10) £]_ = i 2/u ~ i • * •> x i * = i-dm 

wobei ein jedes der n Yorzeichen unabbangig you den anderen als + oder 

— angenommen werden kann, in gleicbgestellte Formen fiber. 

5. Es moge fur einen Moment eine Form f und die ganze zugeborige 
Klasse allgemein heiBen, wenn eine Gleicbung 

mit ganzzabbgen Werten x u x % ,. . x n ; y v y 2 , ■ ■ -,y n niemals anders be- 
steben kann, als daB das System y 1} y%, y n mit x 1) x 2 ,...,x n oder 
m it _ x — x 2 ,. .— x n iibereinstimmt. Insbesondere wird dieser Cha- 

rakter fur f zutreffen, wenn zwischen den Koeffizienten a hl von 

f keine bomogene lineare Relation mit ganzzabbgen Koeffizienten besteht. 
Vergleichen wir insbesondere die zwei Systeme 

x h = 1, x h+1 = 1, X k = 0 und y h = 1, y h+1 = — 1, y k = 0 (7c=4= 7^ h + 1) 

miteinander, so zeigt sicb, daB in einer allgemeinen Form f gewiB jeder 
Koeffizient von Null verscbieden ausfallt. 

1st die Klasse f eine allgem eine, so geht offenbar jede Form daraus 
einzig durcb die 2 n Substitutionen (10) in ’aquivalente gleicbgestellte 
Formen liber, und gibt es in der Klasse stets eine einzige niedrigste Form g, 
welche noch die JBedingungen 

^12 ^ ^23 > 0, . . ’b 7l -t i n >0 . 

erfiillt. 

6. Wir bezeichnen mit E die identische Substitution , ferner zu jeder 
Substitution S als entgegengesetzte und mit — S diejenige Substitution, 
welcbe durcb Anderung aller Koeffizienten s hk in die entgegengesetzten 
Werte — s hh entstebt. 
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§ 4. Reduzierte Formen. 

Es sind wesentlich die iiiedrigsten Formen einer Klasse, welche 
Hermite (Crelles Journal, Bd. 40; Oeuvres, T. I, p. 100) als reduzierte 
Formen eingefiihrt Fat mit der Absicht, in der Menge dieser Formen einen 
Diskontinuitatsbereich B von der in der Einleitung dargelegten Natur zu 
erhalten. Hier bringen wir gegenhber der Hermiteschen Definition eine 
Vereinfachung dadurch an, daB wir gewisse kompliziertere Charaktere, 
welche fur niedrigste Formen zu fordern waren, die ihren EinfluB aber 
nur auf Teile der Begrenzung des Diskontinuitatsbereiches iiuBern wlirden, 
beiseite lassen. 

1. Es sei Z eine der Zahlen 1, 2, ..., w, und wir wollen unter 
sf l \ S 2 {1) y • • s n l) ^i er allgemein ein solches System von n gctnmi Zahlen 
verstehen, wobei der grofite gemeinsame Toiler der letzten n — (Z — 1) Zahlen 
darunter, also von sf ® l9 .. s n V\ gleich 1 isL Ferner bedeute ef l \ 
e 2®7 • • -7 e n ® speziell die Z te Vertikalreihe der identischen Substitution E. 

Zu jedem Systeme sf l \ s 2 V\ .. ., s n ® kann man offenbar stets eine gam- 
mhlige Substitution S® von einer Determinants + 1 herstellen, in deren 
quadratischem Koeffizientenschema die ersten l — 1 Vertikalreihen wie bei 
der identischen Substitution E aussehen und die l tQ Beihe von eben jenem 
Systeme gebildet wird , also eine Substitution 


x h = yk + s h {!) Vi + s Atl+1 y l+i + ■ s hn y 
"h — s h (!) y t + Sn.i+iVi+i + • • • + s hn y n 
Durch eine solche Substitution S® geht eine Form 
f=2a h Ax k in g=2b hk y h y k 

fiber, so dan 

~ a u> • • •> = a i-i,i-u b n = ffSjW, . 


(h<l), 




ist. Wenn nun f speziell eine niedrigste Form in ihrer Klasse ist, wird 
lierbei stets b tl ^ a n sein nriissen. 

2. Wir stellen nunmehr folgende Definition auf: 

Eine quadratische Form 

f(x 1 , ,.. . y X^) 

soli eine reduzierte Form heifien, wenn sie alien moglichen TJngleichungen 
0) f(?A s re «) ^ a u 


genugt fur jedes l = 1, 2,..., n und able gammhligen Systeme sf l \ s^ l \ ..., sj l \ 


7 . _ . *■' ^ j . 7 7 -i ~n 7 

ivobei der grofite gemeinsame Teller der Zahlen sf\ s 7 ® gleich 1 ist, 

und ferner noch den JBedingungen: 

^ a ±2 ^ 0 , a 2B ^ ®7 • * -y a n-i jn ^ 
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Wir scMieBen bei den Ungleicbungen (I) jedesmal ausdriicHich die 
z wei Systeme s,® — eft (h 1,... ,n) und s® = — e A ® Qi — 1,... ,n) aus, 
wofttr (I) keme wirklicbe Bedingung in den a hh vorstellen wiirde. 

Bei dieser Definition einer reduzierten Form setzen wir nicht bereits f 
als eine positive Form voraus. 

3. In einer Klasse positiver Formen ist eine niedrigste Form, welche 
nock die Zusatzbedingungen (II) erfullt, stets eine reduzierte Form. Nacb 
den Ergebnissen des § 3 gilt es daher in jeder Klasse positiver Formen 
stets wenigstens eine reduzierte Form. 

4. Die zum Index l gehorigen der Ungleicbungen (I) besagen, daji 
a n das Minimum unter alien Werien f(x t ,x 2 ,.. .,x J fur solche ganze Zalilen 
x 1} x 27 . .., x n ist, wobei x v x l+1 , .. x n Icemen gemeinsamen Teller > 1 haben, 

Durcb eine Substitution S® geben die samtlicben ganzzabligen Systeme 
x 1} x $9 . . x n , wobei x v x l+1 , -. x n beinen gemeinsamen Teiler > 1 baben 7 
in die samtlichen ganzzabligen Systeme y 19 y n iiber, wobei y x , 

• • •; Vn koinen gemeinsamen Teiler > 1 haben. 

5. Geniigt eine positive Form f den Bedingungen (I) nur ftir 
l = 1, 2, ..m — 1, aber nicbt fur l = m, so konnen wir aus ihr durcb 
eine Substitution S^ eine aquivalente Form berleiten, welche den ent- 
sprecbenden Bedingungen fiir l * 1, 2, . . m — 1 und aucb nocb fiir 
l = m geniigt. 

Man bat einfacb alle ganzzabligen Systeme sf- m \ s n ^ zu be- 

stimmen, fiir welcbe f(s^ m \ , s^ m) ) <. a mm ist und zugleicb s^s}™^ 

..., keinen Teiler > 1 baben. Nacb Voraussetzung gibt es solcbe Systeme. 

Sie sind nur in endlicber AnzabI vorhanden. Man sucbe unter ibnen die- 
jenigen heraus, welcbe der Form f den kleinsten Wert erteilen, und setze 
damn in 8^ als m tQ Vertikalreibe ein beliebiges dieser Systeme an, so 
wird das gewiinscbte Ziel erreicbt sein. 

Beacbtet man, daB der Typus S& eine beliebige ganzzahlige Substi¬ 
tution mit der Determinante + 1 vorstellt, ferner, daB bei zwei ver- 
scbiedenen Subsiitutionen S®(1 < n) mit genau gleicher l ter Vertilcalreihe 
die ziveite gleidi dem Frodukt der ersten in eine Substitution ist, so 

enthalten diese Bemerkungen eine Metbode, um zu einer gegebenen positiven 
Form f alle ganzzabligen Substitntionen zu finden, durcb welcbe sie in 
aquivalente reduzierte Formen iibergebt. 

Zugleicb zeigt sicb, daB die Anzahl dieser reduzierenden Subsiitutionen 
fur jede gegebene positive Form f stets eine endliche ist. 

6. Aus diesen Erwagungen leucbtet ferner ein: Eine solche reduzierte 
Form, fiir welche in Tceiner einzigen von den Ungleichungen (I) und (II) 
das GleiehJieitszeichen eintritt, hmn nur bei Anwendung der identischen 
Substitution F oder der dazu entgegengesetzten —■ E reduziert bleiben . 
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7. Wir fassen nun die Koeffizienten a hk einer quadratischen Form als 
Koordinaten eines Punktes f in einer -fachen Mcmnigfaltigkeit A 

auf. In dieser Mannigfaltigkeit bezeichnen wir mit B das Gebiet der- 
jenigen Punkte f, welche alien Ungleicbungen (I) und (II) geniigen. Wir 
nennen B den reduzierten Baum. Das letzte Ergebnis besagt dann: 

Bine Form f im Inneren des reduzierten Baumes B, d. h. fur welche 
in keiner der Ungleichungen (I) und (II) das Gleichheitszeichen statthat, 
geht durch jede von E und — E verschieclene unimodulare ganzzahhge Sub¬ 
stitution in eine Form aufierhalb B uber. 

Insbesondere wird eine allgemeine Klasse immer durch einen tnneren 
Punkt von B reprasentiert. 

Der Bereich B geht durch jedes Paar entgegengesetzter unimodularer 
ganzzahliger Substitutionen S, — S in eine bestimmte aquivalente Hammer 
B s =B-s uber, und die Kammern, die verschiedenen solchen Baaren 
S, — S entsprechen, stolen untereinander hochstens in JPunJcten der Be - 
grenzung zusammen. Die samtlieken Kammern Bs tiberdecken den ganzen 
Raum der positiyen Formen. 

§ 5, Die Wande des reduziei'ten Raurnes. 

Die Ungleichungen (I) zur Definition einer reduzierten Form f sind 
in unendlicher Anzahl yorhanden. Wir werden nunmehr den Satz be- 
weisen: 

Es gibt unter den Ungleichungen (I) eine endliche Anzahl, ivelche alle 
iibrigen dieser Ungleichungen zur Folge Jiaben . 

Beweis: 1. Es sei zunachst n = 2, also 

f = a^x^ 2a^ 2 x^x 2 -f- ci 22 x^. 

Nehmen wir in (I): s — ± 1, s 2 ( 2 ) = 1, so folgt 

(H) ^11 ± 2<z 12 + a %2 a 22 , + a 12 ^ ~ a n . 

Aus diesen zwei Bedingungen fiir die zwei Yorzeichen + geht noch a n 0 
heryor. Nehmen wir = 0, s 2 ^ = 1, so entsteht 
(12) a 22 a lv 

1st a 1± = 0, so folgt aus (11) auch a 12 = 0 und gelten wegen a 32 0 

bereits alle Ungleichungen (I). 

1st a n > 0, so folgt aus (11) und (12): 

^12 = "4" %i^22 > -®2 ^11 ^22 ^12^^ "4" ^22 • 

Sehreiben wir 
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#1 — ^11? 1 


+ 7l2 ^ 2 ? 


A 

01 


-'*■'22* 


Fur ganze Zablen s 1; s 2 wird nun, wenn |sj > 1, s 2 1 ist: 

f(± Kl, 1) = <%( s i 3 — l s il) + Ou ± 2 ®is) I s *! + a 22 > a 22; 

andererseits, wenn | s 2 1 > 1 ist: 

f(s t , s 2 ) ^ q 2 s^ ft 3« 22 > a 22 - 

& Zee«*fof em, da/3 ms (11) und (12) bereits alle Ungleichungm (I) folgen. 

2. Es sei jetzt n > 2. Setzen wir einen Teil der Vanablen x l ,...,x n Null 
und sind die nocli iibrigen dieserYariablen X,^,x,^,. . •,U.,,,(7i, </« 2 < • • •</(•„), 

so wird ans / eine Form f{^ v <0 dieser m VariaMe11 ' ™ d die 

zu (I) entsprecbenden Bedingungen fiir diese Form smd, wie man leicbt 
erkennt, spezielle von den Bedingungen (I) fiir die Form f selbst. Jede 
aus einer reduzierten Form f in soldier Weise abzuleitende Form von 
weniger als n Yariablen tragt also, von den Zusatzforderungen (II) ab- 
geseben, ebenfalls den Cbarakter einer reduzierten Form bei ihrer 


Variaklenzakl. 

Greifen wir nun von den Ungleicbungen (I) fiir f crstens diejenigen 
beraus, welcbe gerade naeb sick ziehen, daB die samtlichen bindren Formen 

a hh X h + ^ Ct hk X h X k + a kk X k Q l < 

die Bedingungen (I) fiir reduzierte Formen erf'iillen, so liandelt es sicb um 
gewisse Ungleicbungen in endlicber Anzabl und Icommen diese Ungleichungm 
auf die folgenden 

(13) ±2a,,j (Ji<h) 


und 


(14) 


0 ^ ^22 — ‘ ‘ n 


hinaus. 

3. Wir nekmen nun an, der zu beweisende Satz sei bcrcits fiir Formen 
von iveniger als n VariaUen sichergestellt , und wir konnen unter den Un- 
gleickungen (I) zweitens eine endliche Anzakl auswaklen, welcke zur Folge 
kaben, daB die sdmtlichen aus f abgeleiteten Formen f {x m+1 , x n ] 

fiir m = 1,2, . .n — 2, reduziert sind. 


Ist nun etwa 

0 — = * * * = (1 ^ rn <C n), 0 <C 

so sind infolge von (13) uberkaupt alle Koeffizienten a hk Qi <£ If), bei 
welclien der Index h einen der Werte 1, 2, ..., in hat, Null und wird aus 
f einfack f{% m+u ... ,x n }. Die tfngleickungen (I) in bezng anf letztere 
Form kaben dann bereits sdmtliche Ungleichungen (I) fur f zur Folge. 

4. Nunmehr setzen wir weiterhin a lt > 0 voraus. Wir greifen drittens 
aus den Ungleicknngen (I) diejenigen in endlicher Anzakl vorkandenen 
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beraus, welcbe zur Folge baben, daB aucb die sdmtlichen aus f abmleiten - 
dm Formen f{x x , x 3 , ..x m ) fur m = 2, 3, n — 1 redusiert sind. 

5. Jetzt werden wir (in 5.-8.) zeigen, daB wir zu den bereits ge- 
wablteu der Ungleich ung en (I) viertens eine weitere endliche Anzahl jener 
Ungleicbungen derart binzufiigen konnen ? daft aus diesen fur die Deter¬ 
minants D n der Form f eine Ungleichung 

(15) F n ^ K a u a n 

folgt, wo l n eine gewisse positive nur von n und nicht von den Koeffizienten 
der speziellen Form f abhiingende Konstante bedeutet. 

Nach 1. ist diese Tatsacbe bereits fiir n — 2 mit dem Werte l<> = -j- 
zutreffend, und wir nehmen sie als bereits erwiesen fiir Formen mit wcniger 
als n Variablen an. 

Es sei jetzt m einer der Werte 1, 2, — 1, so baben wir unter 

Yerwendung der in § 1 eingefubrten Bezeichnungen fiir die Determinante 
der Form f{x 1; x S) ...,x m ) die Ungleicbung: 

(16) I)(J' = (m£n- 1) 

und fiir die Determinante der Form f{x m+1 , x m+3 , 


(17) 

v ; \m + l, m + 2,. . n) 


— mtt'm + 1, m +1 + 2, m + 2 * * * n * 


In den Fallen m = 1 und m = n — 1 setzen wir X t = 1. 

Entwickeln wir nun den Ausdruck der Determinante D n von f, so 
kommen darin m\(n — m)\ Terme vor, die sicb zn dem Produkte D m D n __ m 
zusammenfassen lassen, und weiter nl — — Glieder vom Typus 


— Jc z • " * k m +1, + i * * * ®nk n ) 

wobei Tc 19 ft 2? . . k m nicht, abgesehen von der Reibenfolge, mit 1 9 2, ..m 
ubereinstimmen und infolgedessen auch nock unter den Indices Ic m+19 . Jc n 
jedesmal wenigstens eine der Zalilen 1, 2, .. m sick findet. Nacb den Be- 
ziebungen a hk = a kh und den Ungleicbungen (13) erweist sicb nun ein 
jedes solcbes Glied dem Betrage nacb 

^ £ 

= 4 a li a 22 * • * a mm a mm a m + 2,m + 2 * * * a nn' 


Benutzen wir die Ungleicbungen (16) und (17) und versieben unter X n 
eine in der Folge noeh zu fixierende positive Konstante, so entstebt jetzt 

D ~~ K a U a 22 ‘ * * a nn ^ K) a m + l.an + l 

-±(nl-ml(n- rn)!)a mm } a n a n ... a mm a m+3im+2 ... a nn . 

Wir konnen 

- 1 ~ X 1 > X 2 ]> • • * > 
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voraussetzen. Die positive Grofie l n denken wir uns zmiachst irgendwie, 
jedocli kleiner als jedes der Produkte X m K-m n-~ 1 

gewahlt und setzeu zur Abkiirzung 


1 (wl — w!(w — w)!) 

^ —?n 


= %. 


'■m +1 


(jyi 1; '••} w - 1). 


wvri die Ungleichung (15) mit dem betreffenden Werte l n jeden- 
falls schon statthaben, wenn fwr wenigstens einen der Indices m — 1,2 ,..n 1 
sich 

a m + i , m + 1 = ™m + t a mm 

herausstellt 

6. Nu nm ehr baben wir uns nur noch mit der Annahme zu bescbaf- 
tigen ; daft sdmtliche TJngleichungcn 

(18) ^2^11 ^ ^22? ^3^22 ^ ^337 * * *7 ^n^n — l,n — 1 ^ 

gelten . 

Aus den Ungleicbungen (16) gebt unter Beacbtung der Ungleichungen 
(14) und von a n > 0 bervor, daB sicberlicb die Determinanten 

&19 -®2? • * *? -^n-l 

positiv ausfallen und daher auch 

— A? #2 — i)"> * * v 2*-i Z) w __ 2 


samtlich endlich und > 0 sind. Wir konnen daber, mag nun die Deter¬ 
minant D n > 0 und damit aucb f positiv sein oder nicbt, jedenfalls be- 
reits filr f die JOarstellung aus § 1: 


(19) f — *4“ 4" ’ ’ 2»Sin ; 

(20) ^ ^ -f 7^12 ^2 4“ * * * 4“ 'Yln'X'nl ^2 ~ ^2 4" ' ' * 4" Tsn^nf * * *7 


mit 


& 


_ JD, 


y hk — 



— 1,7a 

— l ,k) 

A 


a «i,— r 

\7c = -f- 1 ; ..% 


ansetzen. 

Die Determinante, welcbe den Zahler des vorstehenden Quotienten 
fur y AJfc bildet, bestebt aus hi Grliedern, von denen ein jedes mit Rucksicht 
auf die Ungleicbungen (13) sicb dem Betrage nacb * • * a u er “ 

weist ; wabrend der Kenner dieses Quotienten nacb (16) sicb k h a n a m • * • a n 


findet. Danacb bat man 

(si) ln.li-14 


(ft — 1 ,..., n — 1 ) 
(7c == h -f-1,.. -j w). 


Aus (19) und (20) gebt 

q t = a u , ^ a 22? * * •; ^ w-i 
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bervor ; woraus mit Riicksicbt auf (18) 


(22) <2l — ®11? #2 ^ ^2^11? * • •; ff» —1 ^ ^2^3 * * * 'X'n- 1^11 

folgt. 

7. Es kommt jetzt vor allem darauf an, zu erkennen, daB wir von 
den Ungleichungen (I) erne endliche Anmhl berausgreifen konnen, infolge 
deren sick auch q n als > 0 und damit also f als eine wesentlicli positive 
Form erweist. Fur diesen wiebtigen Naebweis konnen wir uns des ele- 
mentaren Prinzips bedienen, welcbes Diricblet so meisterbaft in der 
Theorie der algebraischen Einbeiten gebandbabt bat, wonach lei Verteilung 
einer Ansahl von Grofiensystemen in eine Meinere Anmhl von Bereichen 
darunter irgendein Bereich da sein mufi, der wenigstens zwei der Systeme 
auf einmal aufnimmt. 

Wir bilden zum Ausdrucke (19) von f mit den namlicben £ x , £ 2 , ..., % n 
die Hilfsform 

(23) F = £ x 2 + 5<2 &2 2 + * ' * + ^2^3 * * * + i U > 


wobei g folgende Bedeutnng baben soli. Es seien t lf t 2f . . 
licb die Ideinsten gamen Zablen, fur welcbe 


(24) 


4 2 ^ n > 4 2 ^ n% 2> ■ ' *> 4 2 -i ^ n7C 2 K 3 . 


* 91 - 1 


ausfallt, und es werde 
(25) 




gesetzt. 


nt? t£... 4 2 _ i 


*? v n — l 


bezieb- 


Danacb ist g eine bestimmte positive GrroBe, mitbin F eine positive 
Form der Variablen x 1} x 2 , . .., x n . 

Wir zeigen, da/3 man fur x 1 , x 2 , . . x n game Zahlen , unter denen 
x n 4 = 0 ist, finden kann, so da/i da fiir F < 1 ausfallt. 

In der Tat, zunacbst ist = x n . Wir setzen der Reibe naeb 
x n = 0, 1, 2, . . ., 44 • • • 4_i und konnen zu jedem dieser Werte von x n 
nacbeinander x n _ t , x n _ 2 , .. ., x t als game Zablen derart bestimmen, daB 


(26) 


0^6-xd, o^_ 2 <i, 0<&<i 


wird. Wir erbalten damit 44 • • • 4_i % n durchweg verschiedene 

Wertsysteme x 1? x 2 , . . ., x nf welcbe samtlicb diese Bedingungen (26) er- 
fiillen. 


Zerlegen wir nun fur h *= n — 1, n — 2, . . 1 jedesmal das Interval! 

■0 <L < 1 in die t h Intervalle 




so tritt eine Teilung des ganzen durcb. (26) definierten Gebietes in 
44 • • • 4-i vollig nntereinander getrennte Gebiete ein und wird man unter 

Minkowski, Gesammelte Abkandlungen. II, g 
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jenen Systemen x u x 2 , . . x n , deren Anzahl > tj 2 . .. t n _ 1 ist, gewifi 
irgend zwei, etwa 

X l) ^ 2 ? * * m 7 X n1 X l> X 2> ' ' X n ( X n ^ x n ) 

finden konnen, ffrr welche g 1; g 2 , . .£ n „ t demselben Teilgebiete angehoren. 
Ftir das durch Subtraction aus beiden hervorgehende System 

X t “ X 1 X 1J X 2 “ X 2 X 2> * * X n “ 

gelten dann die Ungleichungen 

(27) | 6 l| 1 6 ,- 1 1 <f-, 

wahrend zugleich x n > 0 ist. Aus (27), (24) und (25) ersieht man, daB 
infolgedessen weiter die n — 1 ersten Terme des Ausdrucks F ein jeder 

der n tQ < werden und also fur das betreffende ganzzahlige Wertsystem 
x X) x 2 , .. x n mit positivem x n der ganze Ausdruck F gcwiB < 1 ausfallt. 

Das erbaltene System x 19 x 2 , . . x n befreien wir nodi von einern in 
den Zablen etwa vorbandenen gemeinsamen Teiler > 1 , wobei die Un- 
gleichung F <, 1 niclit verloren geht. 

Andererseits konnen wir, allein in Beriicksichtigung der Ausdriicke (20) 
fur t 2 , ..£ n und der Ungleichungen (21) fur die Koeffmentcn y hk> von 
vornherein eine endliche Ansahl bestimmter ganzzahliger Systeme x 1? x 2 , .. x n 
mit positivem x n und ohne gemeinsamen Teiler > 1 anweisen, welche liber- 
haupt als die eimigen derartigen Systeme in Frage komnaen, die vielleicht 
den Ungleichungen (27) geniigen Iconnen . Wir ermitteln die sanitliclien 
beziiglichen Systeme und wir beben nunmebr viertens miter den Un¬ 
gleichungen (I) diejenigen heraus, welche ausdrlicken, daB fur diese be - 
sonderen Systeme stets f(x l7 x 2} x n ) a n sein soil. 

Alsdann mu/5 infolge aller bereits herausgehobenen Ungleichungen (I) 
notwendig 

( 28 ) Sn ^ P<*u 

werden. Denn in dem Ausdrucke (19) von f sind wegen ( 22 ) die Koeffi- 
zienten von g 2 2 , .. S n 2 -i durchweg nicht groBer als in dem Multiplum 
vorL F. Ware nun so w hrde daher bei von Null 

verschiedenem x n stets f < a n F sein. Wir haben aber ein solches ganz- 
zahliges System x u x 2 , .. x n mit von Null verschiedenem x n , wofiir 
F ^1 ist, wahrend wir fur das betreflfende System kier bereits einer der 
Ungleichungen (I) gemaB a xl A f fordern, also ergabe sich ein Wider- 
spruch und folgt in der Tat die Ungleichung (28). 

8 . Indem wir (28) mit alien Ungleichungen (18) multiplizieren, geht 



Diskontinuit’atsbereich fur arithmetiscbe Aquivalenz. 


67 


hervor, und indem wir weiter diese Ungleichung mit der Ungleichung fur 
D ri _ 1 naci. (16) multiplizieren, folgt 


A> 


-if*- 


H(» . . • it. 


' ^li a 22 




Nach der Bedeutung you g, die aus (24) und (25) ersichtlich ist, 
konnen wir nun iiber X n definitiv in solcber Art Yerfiigen, daB hieraus 
wieder die Ungleichung (15) fur D n herYorgeht. Wir braucben dazu nur 
X n kleiner als die n — 1 GroBen X m X n _ m (m < n) derart zu wahlen, daB 


K-1 ^ h nx 2 x & ■ • • + l)*(\Y nx i\ + l) 2 - • • (lVnx s • • • K-J + l) 2 

ist. Die Klammer [] soli bier das bekannte Zeicben fiir groBte Ganze 
yorstellen. Dieser Forderung fiir X n aber konnen wir immer entsprechen, 
weil der Ausdruck recbts bier nacli der Art, wie x 2) . .., x n you X n ab- 
hangen, gleicbzeitig mit X n abnimmt und der Null zustrebt. 

Bei dieser Bestimmungsweise von X n gilt nunmebr infolge der bisber 
berausgebobenen Ungleicbungen (I) in alien Fallen die Ungleichung (15) 
fur D n . 

9. Indem wir auf den Zabler einer GroBe q h = F h : JD h _ 1 die Un- 
gleicbung (16) bzw. (15), auf den Nenner die Ungleichung 


^ ^11^22 * * * a A-l,A-l 

in Anwendung bringen, entstebt allgemein 

Q.?i ^ ^h a hh Q l 8=5 1; 2, . . n) 7 

und nun zeigt sicb in der Tat leicbt, daB eine endlicbe Anzabl unter den 
Ungleicbungen (I) angewiesen werden kann, welche alle iibrigen dieser 
Ungleichungen zur Folge baben. 

Wir setzen fiir jeden Wert l = 1, 2, .. n die folgenden Unglei¬ 
clmng en an: 

(29) I n v n < l, K-&U < 1, • • v W < l, 

(SO) W<t> 

mit den Ausdriicken 

(31) ^ = x 1 + y l2 X 2 + *-b y ln X n , t 2 = x 2 + • • * + ?2n X n> * * *? t n =« % n 

und den Einschrankungen 

( 32 ) 


Es ist einleucbtend, daB diesen Bedingungen jedesmal nur eine endliche 
Anzabl ganzzahliger Sjsteme x u x 2 , .. x n entsprecben konnen. Unter 
diesen wdhlen wir alle Systeme sf l \ s 2 ®, . . ., s n ® aus , in welchen 
sf\ sfl 17 ..., sJX) Jceinen gemeinsamen Teller > 1 haben , und fordern jedes¬ 
mal die Eedingung (I) fiir die betreffenden Systeme . 


5 
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Die in soldier Weise Usher hervorgehobenm der Ungleichungen (I) 
mhen dam notwendig die Gesamiheit dieser uncndlich viden Ungleichungen 

naCh Jn\er Tat, es sei ^ • • •, *, = ^ ein ganzzahliges System, 

■welches nicht zu den eben hervorgebobenen gehort und wobei s «,.. s/> 
keinen gemeinsamen Teller > 1 baben. Alsdann besteben dafflr ins- 
besondere mit den zu f gehorigen Ausdriicben £ 1; g 3 , • • £» wicM alle Uu- 

gleicbungen (29), (30). § , „ . 0 . i . 17^7 -n 

Wir nebmen erstens an, es sei dafur etwa X h th ^ 1 unci ' l = ^ ^ ann 


folgt aus 


f = ^1?1 2 "h #2 £2* "b ’ * * d“ Qn^n 


mit Riicksicht anf q k > X h a hh und a„ ^ a u sofort f ^ a n . 

Es seien meitens fur das beziiglicbe System in f siimtlicbe Un- 
gleicbungen (29) erfiillt, und es sei h(< l) der grope Index, fiir den statt 
der in (30) genannten Ungleichung vielmebr sicb die Ungleicbung 
X % 2 ^ — h bzw. > -j-; je nacbdem h > 1 oder = 1 ist, einstellt. Dann 
babenwir wegen q h > X h a hh fiir das betreffende System ..., x n jedenfalls 

(33) f(x lf ^-j (a n + a 22 + • • • + a hh) + 2/,+iS/f+i + ' ’ ' + Q.,Xn- 


Wir denken uns nun die Zablen x h+1 , ...,x n festgehalten, statt der Zahlen 
aber, was offenbar moglicb ist, nacbeinander solcbe ganze 
, x . t * gewablt, dab die neuen dazugeliorigen Ausdriicke 


X h> X h-1! 

Zablen x,*, x*.„ 

(31) die Bedingungen 

(34) 


* JL 
>/»-! = 2 > 




erfuben. Wir baben damit ein modifiziertes ganzzabliges System 
x*, .. ., x* erbalten, in welcbem x* = a?„ . . ., x* = x n keinen gemem- 
samen Teiler > 1 baben, und Welches nunmebr alien Bedingungen (29), 
(30) genugt, fur das wir also bereits f^> a n voraussetzen. Jetzt folgt aus 
(33) und (34), da stets a u ^ q k ist, 

f(Xn • ■ x n) ^ f(. x *> ■ ■ ■> x *) ^ a ir 
10. Wir konnen unser Endergebnis folgendermaBen ausspreeben: 
Der redusierte Damn B ist ein Iconvexcr Kegel mit der Spitze im Null- 
purikte f= 0, der von einer endlichen Anzahl dwrch diesen Punkt laufender 
JEbenen begrenst ivird. 


% 6. Die Kanten des reduzierten Raumes. 

1. Im ganzen reduzierten Raume B gilt a n 0; die BunTcte darin, 
fur ivelche a n > 0 ist, mtsprechen positiven For mm; die Punlde darin, 
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fiir welche a n 0 ist, erfullen zugleicli die Bedingimgen a 12 = 0, a 13 = 0, 
a =0 und bilden eine nur n ^ n r~-^ -fache Mannigfattigkeit auf der Be- 
grenmng von B. 

Die zur Charakterisierung des reduzierten Raumes dienenden Un¬ 
gleichungen haben eine jede die Grestalt 

(I; II) 2 m hh a hk £= 

worin die m hk gewisse gegebene numeriscbe Koeffizienten vorstellen. 
Darans geht kervor: 

1st f eine reduzierte Form, so ist auch jedes Produlct cf\ wo c emen 
positiven Faktor vorstellt, sind f und g zwei reduzierte Formen, so ist auch 
jede Verbindung (1 — t)f -f tg, wo 0 < t < 1 ist, eine redmierte Form. 

2. Die allgemeinen Prinzipien fiber lineare Ungleichungen, welche ick 
in meiner „Geo?netrie der Zahlen u § 19 dargelegt habe, ergeben folgende 
Aufschlusse iiber die zur Definition des Raumes B wirklich notwendigen 
von den samtlichen Ungleichungen (I) und (II). 

Wir wollen eine nickt identisck verschwindende reduzierte Form cp 
eine Kantenform des reduzierten Raumes nennen, ivenn es nickt moglich 
ist, op als Summe zweier reduzierter Formen darzustellen, die weder iden¬ 
tisck versckwinden, nock positive Vielfacke voneinander sind. 

Fine Kantenform ist vollstandig zu charalderisicren als eine reduzierte 
Form, fiir welche unter den Ungleichungen (I, II) irgend — l solche 

deren linke Seiten linear unabhdngige Funldionen der a hk sind, mit dem 
Zeichen = erfiillt sind . 

Gfelten uns die Formen, die Vielfacke voneinander sind ; als nickt 
wesentlich verschieden, so gibt es nur eine endliche Anzahl wesentlich ver- 
schiedener Kantenformen . Die Strahlen vom Nullpunkte nack iknen bilden 
die Kanten des reduzierten Raumes. 

Von den Ungleichungen (I ; II) ist zur Definition des reduzierten JRaumes 

nur jede solche wesentlich, die mit dem Zeichen = eine Ebene liefert, welche 
(% - 1 - 

*—^-1 unabhdngige Kanten des reduzierten JRaumes aufnimmt, d. h. 

solche n - - ^ — 1 Kanten, durck die sick nur eine einzige Ebene legen 

lafit. Die so charakterisierten Ungleichungen bestimmen die Wdnde des 
reduzierten JRaumes. Alle iibrigen Ungleichungen (I, II) konnen bei der 
Definition des reduzierten JRaumes als aus diesen Ungleichungen folgend 
fortgelassen werden. 

3. Wir greifen auf jeder Kante des reduzierten Raumes eine Form 
her aus, etwa diejenige, fiir welche • der erste von Null verschiedene unter den 
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Koeffizienten a n , « 22 ,. . a nn den Wert 1 hat. Wir erbalten auf diese 
Weise eine endliche Anzahl vollig bestiininter Formen <p 1} %,..., 
Indem der reduzierte Raum ein konYexer Kegel vom Nullpunkte aus ist, 
bestekt alsdann der Sate: 

Jede reduzierte Form f lafit sich (auf eine oder auf unendlieh viele 
Weisen) in die Gestalt 

(35) f = CiVt + C 2% ■+-+ C r<Pr 

mit Koeffizienten c lt c 2 ,..., c r , die samtlich 0 sind, setzen, und umgekehrt 

ist jede Form, die sich in dieser Weise darstellen Id fit, eine reduzierte. 

§ 7. Die Nachbarkammern des reduzierten Raumes. 

Wir beweisen in betreff der reduzierten Formen nocli den Satz: 

Die ganzzahligen Substitutionen von der Determinant ± 1, ivelche fahig 
sind, ‘positive reduzierte Formen wieder in reduzierte Formen uberzufiihren, 
existieren nur in endlicher Ansahl. 

Wir konnen diesen Satz aueb folgendermaBen aussprecben: 

Im Gebiete der positiven Formen grenzt der reduzierte Baum nur an 
eine endliche Anzahl von den aquivalenten Kanmcrn an. 

1. Es sei 8: 

S hlVl + s hi l B + • • • + S hnVn Q l =1,2,..., n) 
eine unimodulare ganzzablige Substitution, welclie 

/'= m 9 = 2h hk y h y k 

iiberfiihrt, wobei beide Formen reduziert sind und a lt > 0 ist. 

Wir baben dabei 

(36) S 2k) * • *9 S nk) ^ b kh (Jc — 1,2 J .. .,n). 

1st die letsste der Zalilen s lk ,s 2k , . . s nk , die von Null verschieden ist, $ hht 
so ergibt sicb, da ihr absoluter Betrag mindestens 1 sein muB, bei Gre- 
braucb der friiberen Bezeicbnungen q h in bezug auf f: 

^kk 2^ C ih 2^ ^h a hh 2^ Ki a hh' 

2. Daraus scblieBen wir zunachst, daB fur jeden Index l durchaus 

^Zz2S ^n a il (l =* 1, 2,.. n) 

sem muB. 5 **') 

Denn hatte man fur einen Index l: 

. K a iv 

so wurde daraus welter 

^11 ^ ^22 ^ ‘ * is t>u< K a u^t K a i+l, Z +l < ’ * * < K a nn 

*) Fi ne ahnlicke tlberlegung findet sich bei C. Jordan, Journal de l’Slcole poly- 
technique, T. XXIX, cahier 48, p. 127. 
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bervorgehen und daber konnte keine GroBe 

Sjiit Q 1 “ h ^ 4" 1 j • • ^2 5 ^ ““ 1 ) 2 ; .. T) 

in ibrer, der ft ten Vertikalreihe die letzte von Null verscbiedene Zabl 
sein, d. b. diese GroBen miiBten samtlich Null sein. Sie bilden aber in 
der Determinante der Substitution S die Elemente, die gleichzeitig in 
bestimmten l Vertikal- und n — l + 1 Horizontalreilien vorkommen, also 
ware diese Determinante Null, wabrend sie + 1 sein sollte. 

. Gam entsprechend wird, weil aucb g durcb eine unimodulare ganz- 
zablige Substitution in f ubergebt, stets 

(37) a k]c k n b kk (k = 1, 2 ,. . n) 

sein. 

3. Wir nebmen nun erstens an, fur jeden Index 7c=l,2,...,n — 1 
fande sicb stets 

(^) K a k-J r t 1 Jc + l’> 

so folgt daraus vermoge (37) allgemein 

a kk^ ^n a k + l, yfc + 1 

und weiter 

<%> Q* - 1, 2,. - n). 

Die zu den Zablen x t = $ lk ,.. .,x n = s nk geborenden Werte von £ 1; ..£ n 
erfOllen dann nacb (36) und da allgemein q h ^ l n a Ah > X n a n ist, die Un- 
gleicbung 

+ & + * * * + tn) < 1 ? 

und bieraus ist zu erseben, daB fur jede Vertikalrei.be s lk , . . .,s nk von S 
nur eine endliche Anzabl ganzzabliger Systeme in Betracbt kominen. 

4. Ist die Annabme (38) nicbt immer zutreffend, so sei l der grofite 
Index , wofilr 

( 39 ) _ (l >2) 

ist Wir kaben dann nackeinander viererlei Umstande in Betrackt zu zieken. 

Erstens zeigt eine aknlicke Uberlegung wie in 2., daB jedenfalls alls 
Koeffigienten 

s hkQ l ==1, ? + 1,..7c = 1, 2,..I — 1) 

Null sind. Die Substitution S kann also gesckrieben werden: 

x h = s ii2/i H h + hiVi H-+ s hn y n (7* < l) } 

xh ““ s hiHi -1-f s hn y n Qi i> T). 

Jetzt ist 

'X'h ZSSS s hiVi *-)-•*■ + s Jhl _ 1 y l _ 1 (h «« 1, 2,. . I — 1) 

eine unimodulare ganzzablige Substitution von l — 1 Variablen, und durcb 
sie gebt die positive Form 

/■(«!>•• o x ,-u 0, 0) in g(y v .. y l _ 1) 0,. . 0) 
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uber, wobei beide Formen reduzierte von l ■— 1 Yariablen sind. Nehmen 
wir den zn beweisenden Satz ; der fxir Formen von einer Variable evident 
ist, als bereits bewiesen fxir Formen mit weniger als n Variablen an, so 


kommen danach zweitens fiir die Koeffi&ienten 

s kh (h- 1,2,...,1-1; *-1,2,. ..,7-1) 

nur eine endliche Anztihl von Systemen in Betracht. 

Unsere Annahme iiber die Zalil l schlieBt in sicb, daB, falls l < n 
ist, die Beziehungen 


^kk ~ ^n a k -h 1, *4-1 


(Jc = 7, 7 + 1, . . ., W — 1) 


gelten, woraus wir vermoge (37) weiter 
und sodann 


a kk^L ^n a k + l,k + l 


(Jc — 7, 7 -f- 1 ,..n — 1) 

^ (fc - M +1, ■ •1,*) 


entnehmen; letztere Beziebung bestebt ancb fiir 7 = n, 1c = w. 

Die Gleichung (36) fiir & w liefert daraufbin fiir die zu s lk9 s l + 1 k 9 . ,. 9 s nk 
gehorenden Werte g z , die Relation 

v i - 2z+2 a, 2 +^ 1 +--- + o^i- 

Hieraus ist drittens zu ersehen, daB /i7r die Zahlen 


s hk (A =* Z, Z + 1,. -w; 7c = 7, l + 1, . . n) 
eine endliche Amahl von Systemen in Betracbt kommen. 

Endlicb muB g als reduzierte Form insbesondere alien Ungleichungen 

$($1) • • •; Vi-iy e i k \ * * •; e n^) ^ \k (7c = l, l + 1,. . ., n) 
geniigen, in welcben ef® = 1, die anderen Zahlen — 0 und y l7 . .^ 
beliebige ganze Zahlen sind. Diese Ungleichungen kommen nacb der 
bereits festgestellten besonderen Gestalt der Substitution S auf die samt- 
licben Ungleichungen 

f(%U .. ^-15 s ik ; • * v 5 «a) ^ f(flk? * * •; • • •; (7c = 7, 7 + 1,. . n) 

fiir beliebige ganze Zahlen x 19 . . x l _ x hinaus. 

Eine ahnliche Uberlegung, wie sie am Schlusse von § 5 zur An- 
wendung kam, ergibt nun, daB hiernach die zu s lk , . . s nk (/c 2> l) gehoren- 
den Verbindungen ^_ 1? . . jedenfalls die Bedingungen 


T (& + • • * + 20 ^ W + • • • + (h-l- 1 ,.. 1) 

und umsomehr die Bedingungen 


< ■ 




4 


erfiillen, und hiernach kommen viertens auch fur die Zahlen 
s hk “ 1 9 2,..., I —• 1; 7c «= l 9 1 -f- 1, * - n) 
nur eine endliche Amahl von Systemen in Betracht. 

Damit ist der zu fuhrende Nachweis in alien Pu nk ten erbracht. 
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§ 8. Die Determmantenflacbe. 

DerRaum der positiven Formen wird von der Fldchenschar D (/*)== const, 
durckzogen, deren einzelne Flacken jedesmal alle Formen f zu einem und 
dem namlicken positiven Determinantenwert aufnekmen. Alle Flacken 
dieser Sckar sind untereinander aknlick und aknlick gelegen vom Null- 
punkte aus, so daB es fiir die meisten Zwecke geniigt, von ihnen etwa die 

eine Flacke D(f) = 1 in Betraekt zu zielien. 

Wir beweisen bier folgenden Satz: 

Sind f und g zwei verschiedene positive Formen von der Determinante 
1 und ist t ein beliebiger Wert > 0 und < 1, so hat die gleichfails positive 

Form (1 — t)f + tg stets eine Determinante > 1. 

Wir bonnen bekanntlich (sowie von den Formen f mid g aucli nur 
eine positiv ist) immer eine lineare Transformation von der Determinante 
1 mil tauter reellen Koeffmenten linden, wodurch f und g gleichzeitig in 
Aggregate 

+ • * ‘ + a n*n9 + AiV + * * * + AA 2 

Obergehen, welcke nur die Quadrate der neuen Variablen entkalten. Die 
Determinante der Verbindung (1 — t)f + tg gewinnt dann allgemein den 
Produktausdruck 

A(t) = («! + t(fi x — a a ))( a 2 + - «»)) • • • («„ + t(p» - aj)» 

und nacb Yoraussetzung ist 

A(0)= «!«,- • • «„= 1, A(1) = (3J 2 -- ■ /3, ( = 1. 

Nun erkalten wir 


d 2 \ogA (t) _____ / ft-g, \* _/ p n -a n y 

dt“ \a x + HPi a i)/ \u n + t(§ n — cc n j) 

Dieser Ausdruck fallt danack im ganzen Intervalle 0 < t <! 1 stets < 0 

aus, d. k. die Kurve u = logA(Q in einer t, u~Fbene ist im Bereich 0<t< 1 

stets konvex von der t-Achse fort. Mitkin ist diese Funktion u, da sie an 

den zwei Endpunkten des Intervalls = 0 ist, im Inneren desselben durck- 

weg >0, also ist kier stets A(Q> 1, was zu zeigen war. 

Setzen wir , . 

c(l - t)a h = a h , ctft h = b h (7t = 1,2,..., n), 

wo c ein positiver Faktor sei, so kommt die in betreff des Ausdrucks 

A(t) bewiesene Ungleickung anf den Satz kinaus: 

Sind a 1} a 2 ,. . a n und \, b 2 , .. -,b n lauter positive Groften, olme daft man 
gerade a x : a 2 : . ..: a n — \ : b 2 :...: b n hat, so gilt stets die Besiehung 

y'Oh + & i)(«2 + \) ■ ■■ («, + K) > V<h a 2 ~ . a n + i/b x b 2 .. .b n . 

Das iiker die Flacke D(f) — 1 gefundene Resultat konnen wir auck 
folgendermaBen ausdriicken: 
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Eonstruiert man in irgendeinem Punlde der Determinantenfliiche D(f) = 1 
welcher einer positiven Form f entspricht ? die Tangentialebene an diese 
Flache, so liegt im ganzen JBereiche der positiven Formen diese Fldche, db- 
gesehen vom Beruhrungspunkte, vollstdndig auf der dem Nullpunkte ab~ 
gewandten Seite der Ebene. 

Lidem wir diese Lage der Tangentialebene an D(/‘) == const, durch 
einen Punkt f in bezug auf irgendeinen zweiten Punkt g der Flacke in 
eine Formel fassen, kommen wir auf Grund der sebon oben verwandten 
gleicbzeitigen Transformation von f und g in Aggregate von Quadraten zu 



d. i. einfack zu der bekannten Ungleichung zwischen dem arithmctischen und 
geometrischen Mittel von n positiven y nicht lauter gleichen Grafton. 

Kurzer konnen wir den Charakter der Flacke D(/‘) = 1 nock dakin 
schildern: 

Die Determinantenfldche D(f) = 1 ist im Gebiete der positiven Formen 
ilberall Jconvex nach dem Nullpunkte zu. 


§ 9. Das Problem der dichtesten gitterformigen Lagerung von Kugeln. 

1. Fur den Koeffizienten a n einer positiven reduzierten Form f kaben 
wir stets 

f{x X} x%, . .., x n ) a n 7 

wenn x u x 2 , .. x n ganze Zaklen okne gemeinsamen Teiler > 1 sind ; und 
diese Ungleickung iibertragt sick sofort auf beliebige System© von ganzen 
Zaklen x t , x 2 , . . x n , die nur nickt samtlick Null sind. Danack ist a n 
die Heinste durch die Form f mittels ganzer, nicht samtlich verscJnvindender 
Zahlen darstellbare Grofte. Wir nennen diese GroBe das Minimum der 
Form f und sckreiben sie Jf(/'); sie ist (wie die ganze reduzierte Form) 
offenbar eine Invariante der Klasse f 

2. Aus den Ungleickungen (14) und (15) in § 5 (nack der GroBen- 
folge von a 22; .. a nn und der oberen Begrenzung ikres Produktes 
mit Riicksicht auf die Determinant©) entnebmen wir 

Danach uberschreitet ^ ■ niemals eine gewisse nur von n abhdngende Grenze. 

yv(f) 

Es ist nun durck Her mite die Frage nack dem prdzisen Maximum 
der Werte dieses Quotienten gestellt worden. 

Korkine und Zolotareff*) definierten: 

*) Mathematische Annalen, Bd. 6 und Bd. 11. 
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Fine positive quadratische Form f mit n Variablen soil eine extreme 
Form (Hire Klasse eine extreme Klasse) heifien, wenn lei den infinitesimalen 
Variationen der Form der Quotient M(f): yD(f) niemals mnimmt . 

Da wir bei den Variationen durch bloBe Mnltiplikation der yariierten 
Form mit passendem Faktor den Wert des Minimnms konstant erbalten 
konnen, so dtirfen wir aucb sagen: 

Fine positive Form ist extrem , wenn lei Jceiner infinitesimalen Varia¬ 
tion der Form , welche das Minimum ungeandert lafit, die Determinants ab~ 
nehmen Jcann. 

3. Den extremenFormenklassen kommt eine lemerkenswerte geometrische 
Bedeutung zn. 

Bringen wir eine positive quadratische Form f(x 1} x 2? . . ,, x n ) auf die 
Gestalt 

/•=V+£ 2 2 +--- + tj, 

so daB li, S n w reelle lineare Formen in x 19 x%, . . x n sind, und 

deuten £ 1? | 2 , . . als rechtwinklige Koordinaten in einem Raume von 
n Dimensionen, so konnen wir f 1 als eine %-dimensionale Kugel voni 
Radius 1 in diesem Raume bezeichnen. Ihr Volumen in i 1? i 2 ; ■ . i n ist 


JV 






Die Punkte x ± = m l9 x 2 = m 2y .. .,x n = m n? welche ganzzakligen Werten 
m u m z> • • -) m n entsprechen, bilden in dem Raume ein parallelepipedisches 


Punldsystem (Gitter) mit der Dichtigkeit 
Parallelepipede 


VP if) 


m h 


T^ x h£ m h + 4 - 


Namlich die einselnen 
(h =1,2,..., n) 


mit diesen Punkten als Mittelpunkten erfiillen in ihrer Gesamtkeit den 
Baum liickenlos, sind untereinander kongruent und enthalten jedesmal 
je einen Gitterpunkt lei einem Volumen je = ]/D(f). 

Die n - dimensionalen Kugeln vom Radius urn diese eimelnen 

GitterpunJcte werden nun, nach der Bedeutung von M(f), derart liegen y daft 
sie untereinander nur in Punkten der Begren&ung zusammenstojien. Infolge- 
dessen wird insbesondere 

( 42 ) <VW) 

gelten, eine Ungleichung, die den Charakter der Ungleichung (41) tragt, 
aber jener vorzuziehen sein wird, wie X n in § 5 festgesetzt wurde. 

Halten wir nun die Bedeutung der Koordinaten in 

fest und variieren die Koeffizienten von f derart, daB M(f) unverdndert 
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bleibt, so bleiben diese Kugeln bier in ihrer GroBe sowie in dem Cha- 
rakter, nicht ineinander einzudringen ; erhalten, es andert sich nnr das 
parallelepipedische Gitter ihrer Mittelpnnkte. 

Die Frage nach dem Maximum you M(f) : yD(f) oder den extremen 
Formenklassen ist danach, geometrisch gefaBt, gleichbedeutend mit der 
Frage nach den dichtesten gitterformigen Lagerungen von tauter gleichen 
Kugeln im Baume von n Dimensioned 

§ 10. Bestimmimg der extremen Formenldassen. 

Eine Reihe interessanter Eigenschaften der extremen Klassen haben 
bereits Korkine und Zolotareff nachgewiesen. Auf Grand der tier 
entwickelten Reduktionsmethode der positiven Formen liiBt sicb die Tbeorie 
der extremen Formen in sebr befriedigender Weise zum AbscbluB bringen. 

1. Icb bezeicbne eine reduzierte Form als eine extreme Form in 
bezug auf den reduzierten Baum , wenn bei alien denjenigen infinitesimalen 
Yariationen der Form, wobei die Form im reduzierten Baume vcrbleibt , der 

Quotient niemals zunimmt. 

1 /D(f) 

2. Ist f eine positive Form und legen wir an die durch f laufende 
Determinantenflache D(f) = const, im Punkte f die Tangentialebene, ’ so 
LaBt naeb dem Satze in § 8 diese Ebene die Flache im Gebiete der posi¬ 
tiven Formen (und vom Punkte f selbst abgesehen) ganz auf der dem 
Nullpunkte abgewandten Seite liegen. Also nimnit in dieser Tangential- 
ebene beim Fortgang vom Punkte f aus die Determinante stets ab. 

3. Wenn nun f reduziert ist, dber nicht gerade eine Kantenform des 
reduzierten Raumes vorstellt, so konnen wir f als Summe zweier posi¬ 
tiven reduzierten Formen cp , darstellen, die nicbt Vielfacbe voneinander 
sind. Es seien dann <p* ? ip* diejenigen Yielfacben von <p, welche in 
die genannte Tangentialebene fallen, so liegt f innerhalb der geradlinigen 
Strecke von <p* nach ifr*. Nun wachst entweder beim Fortgang von f aus 
nach einer Seite dieser Strecke hin der Koeffizient a ll7 oder er ist auf dieser 
ganzen Strecke konstant 7 also ware es immer moglich, f so zu variieren, 
daB D(f) abnimmt und gleicbzeitig M(f ) nicht abnimmt, mitbin 

M(f) : Yl)(f) wacbst, und f ware jedenfalls keine extreme Form in bezug 
auf den reduzierten Raum. 

Wir erbalten demnacb das Resultat: 

Fine extreme Form in bezug auf den reduzierten Baum kann nur eine 
Kantenform in diesem Baume sein. 

4. Jetzt sei f = (a h f) eine positive Kantenform des reduzierten Raumes 
und extrem in bezug auf diesen Raum, und wir legen wieder die Deter- 
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minantenflache durch f und daran die Tangentialebene im Punkte f 1st 
g = (b h f) eine beliebige andere positive Kantenform dieses Raumes und eg 
dasjenige Multiplum von g, welches in jene Tangentialebene fallt, so darf 
beim Fortgang auf der geradlinigen Strecke von f nach eg hin das Mini¬ 
mum weder zunehmen noch konstant bleiben, d. h. wahrend 




= nJD(f) 


1st, muB gleichzeitig cb n < M(f) = a n sein, oder also es nm/3 


(48) 


l \? dD(f) h 
nD{f)^Li da hk ° hh a u 


sein. 

5. Erfullt andererseits eine positive Kantenform f des reduzierten 
Baumes in bezug auf jede andere positive Kantenform g dieses Baumes die 
vorstehende Bedingung (43), so ist in der Tat f eine extreme Form in 
bemg auf den reduzierten Baum. 

Denn fur jede nicht wesentlich positive Kantenform g des reduzierten 
Baumes gilt diese Ungleichung (43) ohne weiteres (vgl. die Ungleichung 
(40)); fur f selbst an Stelle von g gilt die aus (43) durch Anderung des 
Zeichens > in = bervorgehende Beziehung; nnd nach der in (35) ge- 
fundenen Darstellung jeder beliebigen reduzierten Form als Aggregat 
fScci aus Kantenformen wiirde dann diese Ungleichung (43) iiberhaupt 
ftir jede beliebige reduzierte Form g hervorgehen, die nicht ein bloBes 
Vielfaches von f ist. 

In dieser Allgemeinheit aber besagt die Ungleichung (43) in der 
Tat, daB bei jeder infinitesimalen Yariation von f, wobei die variierte 
Form im reduzierten Baume verbleibt und auch nicht bloB auf dem 


Strahle vom Nullpunkte aus durch f sich bewegt, die GrroBe -- —— stets 


abnimmt. 


1 /SY) 


6. Soil nun eine Klasse f eine extreme sein, so ist jedenfalls notivendig , 
daji jede eimelne in der Klasse vorhandene reduzierte Form eine extreme 
Form in bemg auf den reduzierten Baum ist . Es gilt aber auch die Um- 
kehrung hiervon und erlangen wir damit folgendes Charakteristikum der 
extremen Klassen: 


Fine positive Formenldasse f ist nur dann und immer dann eine 
extreme Klasse 7 wenn jede einzelne reduzierte Form der Klasse eine extreme 
Form in bezug auf den reduzierten Baum ist . 

In der Tat, es sei fur die Klasse einer positiven Form f — ^Ea hJc x h x k 
die hier genannte Bedingung erfullt. Wir bestimmen jede existierende 
unimodulare ganzzahlige Substitution S, welche f in eine reduzierte Form • 
iiberfiihrt Wir bestimmen weiter jedesmal fur die sich durch die Sub- 
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stitution S ergebende reduzierte Form g == ^bj^UjiVk e ^ ne positive GroBe s s 
folgender Art: Das Gebiet aller Formen g* = ^(b hk + E u )y h y k , fiir welcte 
alle Betrage | e hl \< e s sind, soil, soweit es in den reduzierten Raum 
Mneinfallt, dort nur solche Seitenwande dieses Raumes treffen, die auch 
g enthalten, und, auBer auf der Kante vom Nullpunkte durcli g, iiberall 
kleinere Werte der Funktion M(f) : als im Pnnkte g darbieten. 

Wir ermitteln endlick eine positive GroBe § derart, daB alle Formen 
wobei die Betrage I ^hJc I < 3 sind, durcli die Substitutionen S 
nur in solche Formen J£e hJt y h y k iibergehen, in denen dann die Betrage 

c hh < 6 s sind * 

Alsdann kann der ganze Bereich der durcli f* = J£(a hh + 3 h ^)x h x k 
mit den Bedingnngen dargestellten Formen in den einzelnen, 

mit dem reduzierten Raume B aquivalenten Kammern B^ ly denen f an- 
gehort, immer mir solche Wande treffen, die auch f enthalten, und kann 
daher nicht aus diesen Eammern B s - t heraustreten. Es gibt daher zu 
jeder solchen Form f* wenigstens eine yon den Substitutionen S, welche 
sie gleichzeitig mit f in eine reduzierte Form uberfiihrt, und danach wird 
in diesem ganzen Bereiche, auBer auf dem vom Nullpunkte aus durch f 
gehenden Strahl, die Funktion M(f) :}/D(f) stets ldeiner als in f sein. 

7. Diejenigen positiven Kantenformen anf der Flache D (/*) ===== 1, 
welche den allergroBten Wert yon a n baben, repriisentieren notwendig 
extreme Klassen nnd bestimmen die prcizise obere Grenze aller Werte von 

M(f) :'VW). 


§11. Die binaren^ ternaren, quaternaren Formen, 

Auf Grand der Ergebnisse des § 5 und § 6 konnen -wir fiir jeden 
Wert n die Seitenwande nnd die Kanten des reduzierten Raumes angeben 
nnd konnen wir nunmehr auch alle extremen Formenklassen ermitteln. 

1. Man fmdet beispielsweise, dafi in den Fallen n == 2, 3, 4 bereits 
diejenigen Ungleichungen 

f( s i> « 2 > • • •, S J > (I — 1, 2,.. n), 

worm s l = 1 und die ubrigen Zahlen s h = + 1 oder zum Teil ===== 0 sind, 
alle ubrigen der Ungleichungen (I) nach sich ziehen. 

Namlich ans diesen besonderen Ungleichungen laBt sich dann bereits 
allgemein 

f(m 1; m s ,..mj > a n 

fur jedes beliebige System von ganzen Zahlen m u m 2 , ..m n , wobei 
m v m i+i> ■ • ■> m n nwht samtlich Null sind, erscklieBen. 
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Da wir uns vorbebalten konnen, yon den Substitutionen 
^ rb Vi} ^2 ^ i • • *) X 7i “ it y n 

Gebraucb zu macben ; geniigt es, die hiermit bebauptete Tatsacbe fiir den 
Fall einzuseben, daB m 1} m 2 , m n samtlich 0 sind. Andererseits 
durfen wir bei dem Nacbweis dieser engeren Tatsache die entsprecbenden 
Ungleicbungen fiir die kleineren Werte des n bereits als sichergestelli 
annebmen, so daB wir iiberbaupt nnr nocb Werte m 19 m 2 ,.*. 9 m n) die 
samtlicb >0 sind, und dabei den Index l = n in Betracbt zu ziehen 
braucben. 

Unter den positiven Werten m 19 m n sei der letzte von 

Meinstem JBetrage. Wir setzen u h = m j} wenn h=^j ist ; und u j = 0, da¬ 
bei wird imrner 

m h — u h ^0, m n - u n > 0 

sein, und die n Argumente m h — u h erscbeinen gegeniiber den Argu- 
menten m h verringert bis auf eines, das unverandert geblieben ist. Nun 
baben wir: 

/Oi, «*J — f( m l - %, »h — m n — U J 

= m f (/(l, 1, • • •, 1) - %) + 2 (m h - m ) nij ^a hk , 

und die recbte Seite bier erweist sicb durcb f(l, 1 } . . . y 1) > a n und 
durcb die Ungleicbungen + 2a u . 0 in Anbetracbt von n 4 als 

^>0, so daB 

f(™ 1, m i> ■ ■ •, m n) ^ f( m 1 — “ 1 , m 2 -u. 2 , — u n ) 

folgt. Damit ist bier eine Rekursionsformel gewonnen, die durcb einen 
InduktionsscbluB sofort den verlangten Beweis liefert. 

2. Stellen wir eine Form f durcb das quadratiscbe Schema ibrer 
Eoeffizienten dar, so sind in den Fallen n = 2, 3, 4 die positiven Kanten - 
for men mit M(f) = 2: 



2 , 1,11 


' 2 , 1 , 1 , 1 ' 


' 2 , 0 , 0 , 1 ' 


7 7 

1 , 2,1 

7 

1 , 2 , 1,1 

und 

0 , 2 , 0,1 

U,*J 

/ 7 

1 , 1 , 2,1 
l M , 1 , 2 j 


0 , 0 , 2 , 1 
. 1 , 1 , 1 , 2 , 


sowie die diesen aquivalenten reduzierten Formen; die bezxiglicben Deter- 
minanten sind 

3, 4, 5 und 4. 

Alle diese Formen sind extreme Formen. Im yierdimensionalen JEtaume 
existieren danacb zwei wesentlicb verscbiedene dicbteste gitterformige 
Lagerungen yon lauter gleicben Kugeln. 

Die nicbt wesentlicb positiven Kantenformen erhalt man bei der 
Scbreibweise bier aus den positiven Kantenformen fur die geringeren 
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Yariablenzahlen durcb Vorsetzen so vieler aus lauter Nullen bestehender 
Horizontal- und Yertikalreihen, daB quadratisehe Systeme von n Reiben 
resultieren. 

3. Auf die Falle n == 5 und n = 6 bin ich in einem Aufsatze in 
Crelles Journal, Bd. 101 (diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 217) einge- 
gangen. Fur n = 5 baben Korkine und Zolotareff die extremen 
Formenklassen in den Matbematiscben Annalen, Bd. 11 bestimmt. 


§12. Yolumen des reduzierten Raumes bis zur Determinantenfiacke. 

Unter deni Volumen eines Bereichs in der MannigfaltigJceit A der 
quadratiscben Formen verstehen wir den Wert des ^—^-fachen Integrals 

it 

. da u ... da nn , 



erstreckt liber diesen Bereich. 

1. Es sei D irgendein fester positiver Wert. Wir wollen den Satz 
beweisen: 

JDasjenige GrebietBiB) des reduzierten Baumes, in tvelcJwm D (/*) < D 
gilt : welches also in bezug auf die Determinantenflache JD(f) « D auf 
der Seite des Nullpunktes liegt, besitzt ein bestimmtes endliches Volumen. 

Da die einzelnen Gebiete dieser Art, welche zu verscbiedenen Werten 
D gehoren, untereinander homothetiscb vom Nullpunkte aus sind, so wird 

n+ 1 

das fraglicbe Yolumen einen Ausdruck vJD 2 haben, wobei v n eine nur 
von n abbangende Konstante sein wird. 

2. Wir bezeichnen mit B{JD } e) den Teil des reduzierten Raumes, worm 

gilt, unter s eine positive GroBe verstanden. Diese Ungleickungen in 
Yerbindung mit den Ungleickungen 

( 44 ) <L---<La nn , ± 2 a /lk £a hh (h<lc), 

( 45 ) K a ii a i2 ■ ■ ■ a nn <: B(f) 

fiir eine reduzierte Form liefern obere Grenzen fur die lietrage aller Ko- 
ordinaten in JB(D, s), nnd kommt daher diesem Bereiche JB{JD, e) ein be¬ 
stimmtes endliches Yolumen zu. 

3. 1st nun £>£*>0, so umfaBt B(D, s *) das Gebiet JB(D, e) und 
in der Partie, mit weleher B(D, £*) iiber B(I), s) hinausragt, gilt erstlich: 


la 


11 


8-P(0 

da i, 


<D, 
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und ist darin zudem ^Sa hl: x ll x lr eine Form von n — 1 Variablen mit der 
2 

Determinante welcke alle Bedingungen einer reduzierten solchen 

u a 11 

Form erfiillt. 

Neknien wir nun das zu beweisende Resultat als bereits sichergestellt 
fur den Fall von n — 1 Variablen an, so yergroBert sick kiernack beim 
Ubergang yon B(D,s) zn B(JD,s *) das Volumen dieses Bereicks gewiB 
um weniger, als der Wert des Integrals 



liber den Bereiek 0 < a tl s betragt, d. i. um weniger als 

n n 

v n-t p 2 J) 2 . 
n 

nl 2 

n 

Daraus folgt, dafi das Volumen von B(D,s) mit nach Null abnehmen- 
dem s einer bestimmten endlichen Grenze zustrebt , welche eben das Volumen 
von B(D ) definiert. 

Nackdem so die Existenz der Konstante v n erwiesen ist 7 konnen wir 
hinzusetzen: 

Das Volumen von B(B,s) ist 

hi -{-1 7 i —{-1 n n 

(46) <v n D 2 und > v n D 2 —v n s' 2 D 2 , 

n 

wo v n zur AbHirzung fur — v n _ 1 X n 2 §te ^ 

4. Wir bemerken ferner: 

Das durck 

(47) . D£D(f)£D*, a n ^s 

definierte Gebiet des reduzierten Raumes, wobei 0 < D < D* und s > 0 
sei, kat ein Volumen, das 


( w +i «+i v. 

(48) < v n \D * 2 — D 2 ) und > 


/ n-{-l + 

[D* * _ 


Das Gebiet (47) namlicb ist ganz enthalten in dem Teile 

D<D(f)£D* 

des reduzierten Raumes, woraus die obere Grenze in (48) bervorgebt. 
Andererseits entbalt jenes Gebiet ganz das Gebiet 

yn VW) 

Minkowski, Oesammelte Abkandltmcen. IL fi 
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des reduzierten Baumes. Das Volumen des letzteren Gebiets ist das 

/ n~\-l 

[jyf-r __d 2 ):D 2 -facte des Yolumens des Gebiets 

(49) D(f)<D , 9 < ^zhz 

1/DOO 

vom reduzierten Raume, da die durcb die letzteren Bedingungen bei 
festem # und verscbiedenen Werten D definierten Gebiete bomotbetisehe 
Kegel yom Nullpunkte aus darstellen. Das durcb (49) bestimmte Gebiet 
des reduzierten Raumes endlicb entbalt ganz das Gebiet B(D J s) J woraus 
die untere in (48) genannte Grenze bervorgebt. 

§ 13. Verwendirag Dirichletscher Reihen. 

Wir werden nunmetr zur Ermittlung des Yolumens v n weseritlich 
diejenigen Metboden beranzieben, auf welcbe Dirichlet die Bestimmung 
der Klassenanzahlen in der Tbeorie der binaren Formen gegrlindet bat. 
Wir werden an Stelle des Volumenintegrals iiber den Bereicb B(D) das 
Integral einer gewissen Funktion liber diesen Bereicb betracbten, welcbe 
in einem iiberwiegenden Teile dieses Bereicbes angenahert gleicb 1 ist, und 
Yermoge des Ausdrucks dieser Funktion wird eine Zuriickfiibrung der Be¬ 
stimmung von v n auf diejenige von v n _ x gelingen. 

1. Es seien G und 6 positive GroBen; wir werden scblieBlicb unter 
Eorderung eines gewissen Zusammenbanges unter ibnen G iiber jede 
Grenze wacbsen, s und 6 nacb Null abnebmen lassen. Wir setzen bereits 

<7 <y, G > £ und etwa s 1 voraus. 

Wir Jiaben es hier mit dem folgenden Ausdrucks m tun: 

(50) = <D(^ + ^2 T - L ^—- 

(f(x 1 ,...,cc n ))2 +a 

Darin bedeute f(x* . xf) = ^Sa hh x h x 7: eine positive redmierte guadratische 

Form von n Variation , D(f ) Hire Determinants und die Summe soil iiber 
alls diejenigen Systems von gamen Zahlen x 17 .. x n erstrecM werden , 
welche die Ungleichungen 

( 51 ) < & 

erfullen und wobei x 1} .. , y x n Jceinen gemeinsamen Teller > 1 haben. 

2. Es bedeute andererseits ¥(/*) den Wert des Ausdrucks (50), wenn 
darin die Summe ausnabmslos liber alle existierenden ganzzabligen Systeme 
x i> * * •> X 7 i crstreckt wird, welcbe den Bedingungen (51) genligen. Wir 
lassen also bei der Definition von ¥ (f) die Dedingung fallen , daft x Xy *. n % n 
relativ prim sein sollen. 
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Wir erinnern nock an die in § 7, 1. gefundene Tatsaehe: 

Sind x u ...,x n game ZaMen + 0,.. 0 und ist darunter x h die letzte 

von Null verschiedene Zahl, so fallt dafiir 


f(x 13 .., } xf) X n a hh 

aus. 

3. Die Untersuchung des Ausdrucks ¥(/*) griinden wir auf folgende 
Tatsachen. 

Deuten wir x l7 . . x n als Eoordinaten eines Pnnktes in einem w-dimen- 
sionalen Raume so stellt 


(52) f(x»--,x n )<T, 

wenn T eine positive Konstante ist, das Inner e eines dimen sionalen 
Ellipsoids in diesem Raume vor. Das Volumen in x x ,...,x n hat fur dieses 
Ellipsoid den Wert 


(53) 

wobei 


(yT)” 
“ 1 / 5 ( 7 )’ 


(54) 



n 




('+?) iS-O-G-Fr]) 


einer w-dimensionalen Kugel vom Radius 1 


das Yolumen 
(vgl. § 9). 

Wir bemerken ferner, daB der Wiirfelbereich 
(55) 


i - - l 


1 ^ ^ 1 


vorstellt 


den Ungleiehungen (44) zufolge vollig in das Ellipsoid 

( 56 > 

zu liegen kommt. 

Auf Grrund dieser Umstande erhalten wir eine approximative Be - 
stimmung fur die Anzahl derjenigen ganzzahligen Systeme ( GitterpunlUe ) 
x i7 • • •; x ni welche die Bedingung (52) erfullen. 

Wir konstruieren namlich. urn jeden einzelnen der betreffenden Gritter- 
punkte als Mittelpunkt einen Wurfel mit Seitenflacken parallel den Koor- 
dmatenebenen und von der Kantenlange 1, d. i. jedesmal den Wurfel, der 
durek Parallelversckiebung des Wiirfels (56) vom Rullpunkte nack dem 
betreffenden Gitterpunkte entsteht. 

Da wir jeden dieser Wurfel durck ein dem Ellipsoide (55) komologes 
Ellipsoid umscklieBen konnen, fallt der gesamte Eereich dieser Wiirfel 
vollig in das Gebiet des Ellipsoids 

«%, •. .,'*j < {YT+y^wif)' 


6 
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hinein. Alle jene Wurfel dringen nicht gegenseitig ineinander ein und 
sind je vom Volumen 1. Danach. ist die Anzahl der fraglieben Gitter- 
punkte sicker ___ 

Wir schreiben zur Abkilrzung 

und wir konnen behaupten: 

Die Anzahl der ganzzahligen Auflosungen von 

f(x1, ■■; X n)< T 

ist, wenn T &„%„ ist, sicker 

(57) < y= (r,^ Y + *, (4 0 T T~) . 

Andererseits xiberzeugen wir uns davon, dafi die vorhin honstruierten 
Wiirfel, falls T > ist, geivifi das Gebiet des Icleineren Ellipsoids 

<{vr-V^E„y 

vollig iiberlagern, und hieraus leiten wir die folgende andere Tatsache her: 
Die Anzahl der ganszahligen Auflosungen von 

f(x u ...,x n )<T 
ist , wenn T A k n a nn ist, sicker 


(58) 


> 


US* 


■ 2 T 


n — 1 

~n 


). 


YWi 

Aus den beiden in (57) und (58) enthaltenen Grenzen entnehmen 
wir weiter: 

1st T'A 1 n a nn und t ein Wert > 1 ? so liegt die Anzahl der ganzzahligen 
Systeme x t ,. . .,x n , welche die Ungleichungen 

T£f(x i ,...,x n )<Tt 
befriedigen, jedenfalls innerhalb der zwei Grenzen 


(59) 


y-Doo 


U Y - 


l)T\±*J >\l)(X n a nn fT 1). 


4. Wir fassen zunachst diejenigen Glieder aus Y(jf) zusammen, in 
denen f'A. l n co nn und ddbei jedenfalls auch f^ze ist. Es sei T n die grofiere 
der zwei unieren Schranken s und k n a nn (bzw. ihr genaemsamer Wert). 
Auf die letzte Angabe gesiutzt, konnen wir das ganze Aggregat der be- 
treffenden Glieder aus Y (f) sofort in zwei Grenzen einschlieBen. 
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Es sei G > h n a n% . Wir setzen G = T n t\ so daJB der Exponent l eine 
positive ganze Zabl und der Wert t > 1 wird, und wir teilen das Interval! 
T n <f<G durcb Einschalten von T n t, . . TJ 1 - 1 in die l Intervalle 
T n ^f<T n t,...,TJ~'<f<G. 

Wir bestimmen fiir die einzelnen Intervalle nacb (59) eine obere 
(bzw. nntere) Grenze der Anzabl der ganzzabligen Systeme x 1? . . .,x n , fiir 
die f in das Intervall fallt, und ersetzen in den Nennern der betreffenden 
Glieder ans Vff) die GroBe f(x 1} ...,x n ) durch die nntere (bzw. obere) 
Grenze des Intervalls. Dadurch erhalten wir eine obere (bzw. untere) 
Grenze fiir jenes Aggregat aus ¥(/). 

Wir finden zunachst, da[5 jener Anteil aus y ¥(f') 


(60) < 


n 

g(* T - i) /i 


ffo) 2 + 1 ) 



ist. 

5. Es sei D eine feste positive GroBe. Wir denken uns augenblicldich f 
speziell im Bereiche B(D, e) gelegen. Dann ist also a n s und aus (44) 
und (45) folgt 

K* n < D, V < Kflnn < • 


Wir verfiigen lei dem beabsichtigten Grenzprozesse 

(61) lira e = 0, lim 6 = 0, lira 6r = co 
iiber 6, s, G der art, daji dabei 

(62) lim e a = 1, lim G~ a = 0 
wird. Alsdann wird aucb lim T n a » 1 sein. 

Perner konnen wir l als ganze Zahl abbangig von e , 6 und G noch 
derart einricbten, daB bierbei 

1 _ __ cl _ 

log t “ c (log G — log T n ) 

nacb unendlicb, aber nacb Null konvergiert. Dann konvergiert also 

log t nacb Null, mitbin t nacb 1. Infolge dieser Umstande 'konvergiert der 
Term mit z n in (60) nach Null. In dem ersten Term mit dem Koef- 
fizienten y n ist der Paktor 



wo ft einen Mittelwert zwiscben 1 und t bedeutet, und konvergiert dieser 
erste Term in (60) nach ~ y n . 
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Die analog herzusfcellende untere Girenze des fraglichen Anteils ana 
V(f) -wird ron dem Ausdrncke (60) her dadurch gewonnen, dafi der zweite 
Term subtraktir statt additiv genommen und beiden Termen noeh der Faktor 

n 

f~z~" a hinzugesetzt wird. Es leuchtet ein ; da/5 unter den angegebenen Tor - 
aussetmngen diese untere Grenze ebenfalls nach dem Werte ~ y n honvergiert. 

6. Wir haben wetter diejenigen Terme des Ausdruchs ^V(f) abzuschatzen, 
in welchen f mar aber <h n a nn ausfallt. Da die Konstante A n <l 
und a lt das Minimum von f ist, wird in alien Gliedern von V(f) stets 

f> K a n sein ' 

Wir nehmen alle diejenigen Glieder aus V (f) zusammen, soweit solche 
uberhaupt vorbanden sind, in welchen 

K a hh j?, N . - 

£< ]f(x 1 ,“>>X n )<k a * + i,h + l 

gilt , wobei h eine der Zahlen 1, 2,. . ., n — 1 sein kann. Es sei T h die 
groBere der zwei GroBen l n a hh7 s bzw. ibr gemeinsamer Wert. Wegen 
f < h n a h+1 mitssen hierbei notwendig oc h+1 , . . x n sdmtlich Null sein; 
das ganze Aggregat der in Rede stebenden Glieder ist daher sicherlich 
kleiner als der Wert der unendlichen Reibe 

- 1 - yi~> 

0 , . . ., 0))2 

erstreckt iiber alle vorhandenen ganzzahligen System© x l7 .. x h7 bei welchen 

. , ^h^zf(, x 17 • * •> x h7 ®7 • • 

ist. 

Wir iibertragen das in der Formel (59) entwickelte Resultat auf den 
Fall von Formen mit h Variable^ und wir finden die Anzahl derjenigen 
ganzzahligen Systeme x l7 .. x h7 fur die eine Einschrankung 

■■■,*>, 0,.. .,0) < T,J j+1 (j^O) 

stattbat, unter t eine fest angenommene positive Konstante (etwa 2) ver- 
standen, kleiner als eine GroBe 



worin y h eine gewisse nur von h abhangende positive Konstante vorstellt. 
Das Aggregat der in Rede stehenden Terme ist dann sicber 

<a(D(f)f + *- ^ ; . — 

A-_i—\ t k a +< ‘ V a ii 
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Hierin machen wir im Nenner yon 

a-h -1 n—h 
2 T 


-+o 


In—h —1 1 , n 

+a —__ - +a _ 

^f. V a n ^22 • • • ^hh ^ ® ^ t 


;, n ' T h " y«u «22 • ‘ ^ £ “AA P “U “22 • • • u hh £^= c “11 

Gebrauch, und mit Riieksicht hierauf kommen wir sogleich zu dem Er- 
gebnisse: 

Das Aggregat aller Terms in V (f), welche den Bedingungen 

£<f(.X 1> • • ; X n) < K a nn 

entsprechen, ist 


(63) 




. -j- - 


-l * 


worin p n eine gewisse nur von n abhangende Konstante bedeutet. 

7. Wir setzen jetzt wieder die Form f speziell im Gebiete B (D, a) 
gelegen voraus, so daB D (f) <[ D, a n ^s ist. Wir verfiigen iiber 6 im 
Zusammenhang mit s noch so, daft filr lim 5 = 0 aueli 


lira 


0 


wird. Dabei wird von selber auch 

log (a a ) — 0 8 2 ) ( £ 2 l°g < 

nach Null, also s a nach 1 konyergieren. Der yorstehende Ausdruck (63) 
wird nunmehr fur die Form f nach Null konyergieren, und wir gelangen 
zu dem Resultate: 

Liegt f im Gebiete B(D,s ), so Id ft sick der Wert von Y (f) in zivci 
Grenzen einschliefien , die unter den Voraussetmngen 


(64) 



beide zugleich nach dem Werte ~-y n Iconvergieren. 

v Z 

8. Es sei immer noch f speziell in B(D,s) gelegen . Um yon dem 
Ausdrucke Y (f) zu dem fiir uns eigentlich notwendigen Ausdrucke <t> (f) 
zu kommen, wollen wir mit x ¥ d den Wert des Ausdruclcs (50) bezeichnen, 
wem darin die Summe iiber able solchen, den Bedingungen a <^f < G ent- 
sprechenden ganzzahligen Systeme x 17 ...,x n erstrecTd wird, bei denen x 17 .. x n 
sdmtlich durch eine bestimmte positive Zahl d teilbar sind. Bei Werten d, 
fiir welche d 2 s G ist, wird es Systeme x XJ . x n der eben bezeichneten 
Art iiberhaupt nicht geben und ist daher Y^= 0 zu setzen. Die vorhin 
behandelte Summe Y (f) hommt auf die Summe Y x Jiinaus. 
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Wir gelangen nun yon zu der von uns gesuchten Summe Q>(A 
indem wir, der Reihe der Primzahlen 2 , 3, 5,. . . folgend, aus dem Aggre¬ 
gate sukzessive alle diejenigen Terme aussondern, in denen x 1) .% 
samtlich dnrcli 2, oder doch samtlich durcli 3, oder doch samtlich 
durch 5, usf. aufgelien .*) 

Banach ergibt sich 


(65) *(/)-. Vl _ - (V, - V.) - (V, - V 10 - + YJ 

Die Bildung dieser Reihe ist am besten dabin zu bescbreiben daB 
das fiber alle Primzahlen p = 2, 3, 5,.. . zu erstreckende unendliche Produkt 


( 66 ) 




l 

10 ’ 



entwickelt und jedem in dieser Entwicklung auftretenden Gliede + — e in 

Glied -j- mit dem namlichen Vormchm ± in der Reihe (65) zuge- 
ordnet wird. 

Es sei bier s = ra + 26 , so ist die Reibe (66) absolut konvergent 
und ihr Wert das Reziproke der liber alle positiven ganzen Zahlen%r- 
streckten Summe 


(67) 


S - 1 +Js+J* + Js + 


Setzen wir in den Gliedern von die Yariablen x h = dy, an, so 
wird darin f(x l} ..x n ) = d 2 f { Vl ,..., y n ), und da f in B(B, a) liegen sob, 
das Minimum von f also nacb Yoraussetzung s ist, so baben wir in V 
die Summation liber alle ganzzabligen Systeme y v ...,y n zu erstrecken, 
fur welclie 


£<f{yx,-..,y n )<% 

wird. 

Wir denken uns nun d* als ganze Zabl, abbangig yon 6 , derart ge- 
wablt, daB die Summe der Betrage abler derjenigen Glieder in (66), 
welcbe Werten d>d* entsprechen, beliebig nabe an Null liegt und daB 
andererseits unter den Yoraussetzungen (64) auch lim (d*°) — 1 wird. 
Alsdann baben wir nacb dem Ergebnisse in 7., wenu d <; d* ist, unter 
den Yoraussetzungen (64) jedenfalls 

lim/V*: —=— v . 

\ d n+2a J 2 7n 

Wenn aber d > d* ist, so gilt zum mindesten die Relation 


0 < Y,< - 1 - 


d ~ + 2 a 




) Merzu Lipsckitz, Uber die asyntptotischen Gesetze von, gewissen Gat- 
tungen zahlentheoretisclier Ftmktionen, Monatsberickt der Berliner Akademie, 1866, 
S. 174. ’ 
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Mit Riicksicht auf diese Umstande folgt offenbar unter jenen Yor- 


aussetzungen 

(68) lim 0 CO = f Vn lim /7 ( 2 ~ = f | • 


Damit sind wir zu folgendem Ergebnisse gelangt: 

Fur alle Formen f im ganzen Bereiche B (D, s) liegt der Wert der 
FunMion 0 (f) zwischen zwei Grenzen, die unter den Vor aussetzungen (64) 
beide zugleich nach dem Werte Iconvergieren. 

9. Es babe jetzt das Minimum a n von f einen beliebigen Wert, so 
konnen wir fur das Aggregat derjenigen Glieder in H* (/*), lei welchen 
aufier s<,f noch k n a nn <Lf gilt, dnrcb (60) eine Konstante v n als obere 
Qrenze bestimmen, und fur das Aggregat der ubrigen Glieder in ¥ (f) be- 
steht die obere Grenze (63). Diese oberen Grenzen gelten um so mebr 
fur den Wert der Summe 0 ( f ), und wir finden: 

Fs ist stets 


(69) 


O^0(O<ft. 






4+* 


-i 


«ti 


worm g n und v n zivei positive, nur von n abhangende Konstanten vorstellen. 
10. Es sei jetzt d eine positive Grofie <£ s und wir betrachten das 

^-fache Integral 

( 70 ) J ( s ) = ff-■ • {f)da n da^ .. . da nfi 

der in (50) definierten FunMion 0(7), erstrecM iiber den durch 

D{f) ^ B, a n d 

bestimmten Text B (D, S) des reduzierten Baumes . 

Nebmen wir zunacbst d = s, so ergibt das Resultat aus 8. in Ver- 
bindung mit den Satzen aus § 12, daB unter den Yoraussetzungen (64) 
jedenfalls 

lim J(s) = Y^v n D 
ist. 

Nun sei <J < s, so benutzen wir dazu nocb in dem Gebiete, mit wel- 
cbem der Bereicb B(D,d) iiber B(D,s) binausragt, fiir die Punktion 

0(f) die obere Grenze (69). Das Yolumen jenes Zusatzgebietes ist nacb 
JL . 2L e_ 

§ 12 sicber < v n e 2 D 2 . Im ersten Term von (69) ersetzen wir (JD(f)) n 

durcb die obere Grenze D n ; andererseits ermitteln wir eine obere Grenze' 
fur das ~^^ -facbe Integral 
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fj- ■ da U da U ■ ■ ■ da nu, 

aj 

erstreckt uber den ganzen Bereicb B (D, 8), indem wir abnlieh wie in § 12 
vorgeben. Indem wir die Integration nacb a 22 , a 23 , .. ., a nn nnd zwar zu- 

nacbst fiber die Flacben ^ konst. ausfubren, ferner naeh a 12 , a 

integrieren, finden wir das betreffende Integral (vgl. § 12, 3.) 



1 71-1 


*ii 



d 



iiber den Bereicb 

0 < !„<*» £D, 0 < X n a n G£D 

erstreckt. Das Doppelintegral bier wird 


l + i 
2 


» +1 , 

»' " > ; 


n fD\ 2 C 1 _ T j w / D 

«+ J 2°“ K 

Beriicksicbtigen wir nun, da/5 im ersten Term von (69) noch der 
Faktor —— auftriU , cfer tmfer den Voraussetmngen (64) nacfe AWi kon- 


vergiert } so konnen wir endlicb den Satz aussprecben: 

Das Integral J (d), iiber den Bereich J3 (I), 8) erstreckt , ivobei 8 le- 
liebig < s ist, liegt zwischen zwei Grenzen, die unter den Voraussetmngen 
(64) beide nach dem Werte 


(71) 

konvergieren. 


71 + 1 


ILDl 

9 ,<? 


,D 


§ 14. Auswertung des Volumens. 

Auf Grund dieses Satzes konnen wir jetzt die Berecbnung von v n 
auf die Berecbnung von zurfiekfiibren. 

1. Sind p 1? p 2 ,.. .,p n n ganze Zablen ohne gemeinsamen Teller > 1, 
so kann man stets dazu ganzzablige unimodulare Substitutionen P mit 
diesen Zahlen als erster VertiJcalreihe finden. Ist P 0 eine erste solche 
Substitution, P eine beliebige Substitution dieser Art, so bat die Sub¬ 
stitution P 0 1 P als erste Vertikalreihe die Zahlen 1, 0,. „0 wie die iden- 
tiscbe Substitution, und konnen wir jedesmal in bestimmter 'Weise P=^P 0 QB 
setzen, so da£ Q die erste Variable vollig ungeandert laBt, also in Q 
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mch noch die erste Horizontalreihe 1, 0, . . 0 ist und R eine Substitution 

von der Gestalt 

Vi = *1 + r A + * * * + r n e n , y % - y n = e n 

wird. 

2. Nun mogen e, G, 6 und d < s wie in § 13 vorausgesetzt sein, 
und f sei eine Form im Bereiche _Z?(D, d). Sodann seien p lf p 2 , . . p n 
solclie ganzen Zahlen ohne gemeinsamen Teller > 1, daB 

(72) « < f(p u p„ • • pj = K < G 

wird. Wir fiihren Po,r> Q 7 R wie soeben ein. Die durch P = P 0 QR 
aus f hervorgehende Form hat b n als ersten Koeffizienten. Wir schreiben 
diese Form 

(73) <p =^b hk y h y k = b n (y, + ^y 2 + • • • +^*0 2 + 1>, 

(74) i> = c 22 y 2 2 + 2 c i3 y 2 y 3 +-b c nn y n 2 , 

wobei 

(75) c u -h hk -±&i Qi<h,h,Jc = 2,3,...,n) 
gesetzt ist. Die Determinants von ^ wird dabei 

b 1 1 

Wir konnen zunachst P 0 irgendwie unimodular mit p t , p%, . . ., p n als 
erster Vertikalreihe gewahlt annehmen, sodann Q derart bestimmen, daB 
die Form (y 2 , y z , . . j/J von n — 1 Variablen als solche redmiert wird, 
also gewisse nach § 5 und § 6 in endlicher Anzahl anzuweisende lineare 
Ungleichungen 

(76) 2'm^e^O ftft-2,3,..., «) 

erfullt, wobei im allgemeinen fiir Q die Wahl zwischen zwei entgegen- 
gesetzten Substitutionen Q* y — Q* sein wird. Weiter konnen wir R so 
bestimmen ; daft alle Ungleichungen 


(77) 





9 ± h . ^ 


eintreten, und endlich konnen wir uns noch zwischen Q* und — Q* der¬ 
art entscheiden, daft 

(78) & 12 ^ 0 

wird, Durch die vorstehenden Forderungen sind dann Q, R und damit 
auch P = P 0 QR in dem Falle eindeutig bestimmt ; wo in keiner der dabei 
zu betrachtenden Ungleichungen (76) ; (77), (78) sich das GUeichheits- 
zeichen einstellt. 
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3. Jetzt sei fr ein positiver Wert < S und wir fassen fur cp den JBe- 
reich alter derjenigen Formen ins Auge, bei welchen 

(79) 6^, I) ( cp ) <JD, & < c 22 

ist und mdern alle Ungleichungen (76), (77), (78) bestehen. 

Das Minimum einer nach (73), (74) dargestellten Form cp ist gewiB 
nicht groBer als das Minimum der binaren Form 

buivi + l f-y^ + 

U l\ 

und letzteres Minimum ist (vgl. § 5, 1 .) <C j/-j- b n c 22 . Soil cp einer Form 
f in jB(D, S) aqui valent sein und (72) gelten, so ist daher notwendig 

K]/{Gc jS , 

o 

und <p Icommt sicker in den obigen Bereich zu liegen, ivofern tvir & = — 
voraussetzen. 

Andererseits ist eine beliebige durcb cp mittels ganzer, nicbt saint- 
lich yerschwindender Zablen y 1: y 2 , . . y n darstellbare GroBe entweder 
c 22 ^ weil c 22 das Minimum von ^ ist ; oder, wofern dabei y 2) .. y n 
samtlicb Null sind, doch b n s S Banach fallen die m den 

Formen cp des obigen Bereichs aqiiivalenten reduzierten Formen f sicker 
stets in J3 (X), &) hinein. 

Fur die Koeffizienten b ll} b 22 , . . b nn in cp sind gewisse obere, bloB 
yon s, G, ft, D abhangende Grenzen angebbar, und komrnen dadurcb bei 
gegebenen Werten dieser GroBen yon yornherein nur eine endliche Anzabl 
unimodularer ganzzabliger Substitutionen P in Frage, durcb welche eine 
reduzierte Form f in B(JD 7 &) in eine den Bedingungen (76), ( 77 ), (78), 
(79) entsprecbende Form cp iibergehen konnte. 

JDanach verteilt sick der obige JBereich der Formen cp gam auf eine 
endliche Anzahl der mit dem reduzierten Raume JB dquivalenten Kammem 
B p . Angenommen ferner, cp fallt weder auf die begrenzenden Seiten- 
wande dieser Eammern nocb auf eine der durcb die Gleichheitszeicben in 
(76), (77), (78) angewiesenen Flacben; dann ist einerseits die zu cp aqui- 
yalente reduzierte Form f sowie das Paar entgegengesetzter ganzzabliger 
unimodularer Substitutionen P, — P, durcb welcbe f in cp ubergebt, ein- 
deutig bestimmt; und andererseits gibt es auch keine yon P und — P 
verscbiedene ganzzablige unimodulare Substitution P* mit der namlichen 
ersten Vertikalreibe wie P oder — P, durcb welcbe f in eine andere , 
ebenfalls alien jenen Ungleicbungen (76), ( 77 ), (78), ( 79 ) genugende 
Form 9 * iiberginge. 
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• Yl (vi — 1 ) 

4. Wir bidden nun das v 0 ‘ -fache Integral 

JmJ 

(80 ) db n db 13 ... dl nn , 

6 ii + 

erstrecM itber den ganzen, durch die Ungleichungen (76), (77), (78), (79) 
definierten Bereieh. Ans den soeben entwickelten Tatsachen geht dann 
folgendes Yerhaltnis dieses Integrals zu dem in (70) eingefilhrten Inte¬ 
grate /(d) hervor: 

Wir haben, wenn 8 ist: 

(81 ) 

Um das Integral ansznwerten, fiibren wir znnachst c 22 , c 23 , ..., c nn 
anstatt & 22 ,& 23 , . . b nn gemaB (75) ein, wobei die zngehorige Funktional- 
determinante den Wert 1 bat, sodann bewerkstelligen wir die Integration 
naeb c 227 c 23 , . . ., c nn nnd zwar zunachst itber Flachen Iconstanter Deter¬ 
minants von i\) nnd bernacb fur alle in Betracbt kommenden Werte C 
dieser Determinante, endlicb leisten wir anch die Integration nacb 

Ubertragen wir das in § 12 (47) und (48) dargestellte Ergebnis auf 
den Fall Yon n — 1 Variablen, so erbalten wir anf diese Weise als eine 
obere Grenze fur K(&) den Wert 


/ + • | Wrf?- fc* + «v n _,d [c'\ 


uber den Bereieh 
erstreckt, d. i. 

( 82 ) 


hi 


s£l n <G, 0 <b n C£D 


W-j- * + 


2(7 


n + 1 a 

5 r+ ^(i- 


G' 


Sodann haben wir eine untere Grense fiir das Integral 7T(j>)^ welche aus 
dieser oberen Grenze durch Verminderung um 

_ l __ , f* o_ n- 1 [ n\ 

»AjC"^Vi4c 2 ) 

entsteht; letzterer Ansdruek ist 

n o « - 1 / 1 1 \ 

n -T~* 2 {G T ~ a -a^~ a ) . 


(83) 




2 6 

n 2 

3a 2 


nnd Jconvergiert fiir & <* und unter den Voraussetzungen (64) nach Null. 
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Auf Grand der Ungleichungen (81) und des in § 13, 10. festgestellten 
Satzes fiber das Integral J(&) gelangen wir nun durcb Ausfubrung des 
Grenzprozesses (64) zu folgender liehirsionsformel : 


(84) 


n Vn 


V = 


2 S n n n+1 "- 1 * 

1 ist, erhalten wir unter Einfuhrung des Wertes von y n (ygl. (54)) 


Da v x 

diese Bestimmung von v n : 


(85) 


tfMI)-(f) 


n 1 


m 


n\US+-+n 


..SI. 


Darin bedeutet T das Zeicben fur die Gammafunktion und S,. stebt fur 
den Wert der unendlicben Reibe 


1 


+ — + -— + — + 
2 3 4 


§ 15. Maximale Dichte Ibei gitterformiger Lagerung von Kugeliu 


Yon der Bestimmung des Volumens v n machen wir eine Anwendung 
auf die Frage der dichtesten Lagerung von Kugeln im n-dimensionalen 
Baume. 

Nehmen wir an, der groBte Wert, den das Minimum M(f) bei den 
samtlicben positiven Formen f yon der Determinante 1 iiberhaupt erreicht, 
sei Q n , so enthalt jede positive Formenklasse f yon einer Determinante 
1 wenigstens eine Form 


ViVuVi,-- -Vn) &11 (ft + ^ %+■•• + ^ Vnf + ■ ■ ; y n )> 

wobei 

°<tn£<>.VW), 5„S0, 

I)(f)-b„ Det (,/,) £l" 

und ip eine reduzierte Form der n — 1 Yariablen y 2 , . . y n ist. 

Das fiber den bierdurcb definierten Bereicb von Formen cp erstreekte 


n (n -f- 1) 


-fache Integral 


ff...fdb n d\ 2 ...db nn 

wird infolgedessen mindestens so groB, ja, wie man leicht erkennt, grofler 
als das Yolumen des reduzierten Raumes der Formen mit Determinanten 
^ 1 sein. Dieses Integral bier findet sich 

JSn 


-Jt 2 - (rt )') 




n 1 
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Daraus folgt 

( 86 ) ^Qlv n >~iS n . 

Wir konnen dieses Resultat folgendermaBen aussprecben: 

1m n-dimensionalen Baume gibt es sicker solche parallelepipedische 
Lagerungen von lauter Jcongruenten Kugeln y dafi der von den Kugeln erfullte 
Baum mekr als das x S n -fache des ganzen unendlichen Baumes betrdgt 

Dazu bemerken wir ? daB bei einer „tetraedri$cken u Scbicbtung von 
Kugeln, welcbe der jedenfalls extremen Form 

f={x 1+^2 +- 1 - + X V + X 2 4 -f X n * 

entsprickt, genau der 

n 

-^1 -- — - - -te Teil 

2 2 f/n 1 2 2 j/n + 1 r (l + y) 

des unendlichen Raumes durch die Kugeln ausgefiillt wird, welcker An- 
teil bei grofiem n wesentlick Meiner als der vorhin genannte Teil ist, wab- 
rend allerdings in der Ebene und im Raume yon 3 Dimensionen dies© 
Scbicbtung nacb regularen Dreiecken bzw. Tetraedern uberbaupt die ein- 
zige dicbteste gitterformige Lagerung you kongruenten Kreisen bzw. 
Kugeln vorstellt. 

§ 16. Asymptotisches Gesetz fiir die Klassenanzahlen ganzzahliger 

dPormen, 

Dem Yolumen v n kommt eine besondere arithmetische JBedeutung zu. 
"Wir betracbten speziell die positiyen Formen f mit lauter ganzzahligen 
Koeffizienten a hk . Dabei ist immer a lt 1. Mit Riicksicbt bierauf baben 
wir den Ungleicbungen (44), (45) zufolge zu einem gegebenen positiven 
ganzzahligen Wert D(f) = D immer nur eine endlicbe Anzabl yerscbie- 
dener reduzierter Formen mit ganzzabligen Koeffizienten und also aucb 
nur eine endliche Amakl verschiedener Klassen ganzzahliger positiver 
Formen . Diese Klassenanzahl fur die JDeterminante D werde mit H(D) 
bezeicbnet. 

Wir werden das asymptotische Gesetz nachweisen: 

(87) Jim ^g W + TO) + i - + g( gj = 

1. Wir fassen in der Mannigfaltigkeit A aller quadraiisehen Formen 
f = ( a hh) diejenigen Punkte (a°J ins Auge, bei welcben alle 71 ( n + *) 
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Koordinaten a% k game rationale Zahlen sind ; und wir konstruieren um 
jeden solchen Punkt (a h ^) als Mittelpunkt den Wiirfelbereich 

(88) —^ ^ = IT h = 1, 2, ..n). 

Wir erhalten ein Net# von Wiirfeln, welches die ganze Mannigfaltig- 
keit A einfach und luckenlos iiberdeckt. 

Es sei nun D eine positive ganze Zahl, und wir bilden den Bereieh 
J5(_D 7 1), der aus dem reduzierten Raume B durch die Forderungen 

heransgeschnitten wird. Es mogen N jener Wiirfel vollstandig in diesen 
Bereieh B(B } 1) fallen und N* darunter vorhanden sein, welche zwar 
nicht ganz in diesen Bereieh fallen, aber doch in das Innere dieses Be- 
reiches eintreten. Zufolge der Ungleichungen (46) ivird dann 

n + l n+l 

(89) N < i N + N* > v n B~ - v n B* 
sein. 

Andererseits reprasentieren die Mittelpunkte der hier in der Anzahl N 
gezahlten Wiirfel lauter verschiedene Klassen gammhliger positiver Formen, 
wobei die Beterminante einen der Werte 1, 2, . . B hat, und wird jede 
Klasse solcher Formen durch wenigstens einen unter den Mittelpunkten 
jener N + N* Wiirfel reprasentiert. Also ist 

(90) N £ jff(l) + H(2) + - . • + H(B) £N + N* 

Um das Resultat (87) zu gewinnen, wird nunmehr nach (89) und 

(90) eine solche Ahschatzung der Grqfie N* hinreichend sein, aus 
welcher sich 



erschlieBen laBh 

2. Zu diesem Ende stellen wir zunachst einen einfach zu charak- 
terisierenden Bereieh fest ; der alle jene TV* -f TV* Wiirfel vollstandig in 
sich aufnimmt. 

In einem heliebigen dieser Wiirfel gibt es stets solche Punkte (a*.) 7 
die in B(B, 1) hineinfallen, fiir welche also insbesondere 

(91) l£a* ± 2 a* ^ a* (h<h), 

(92) ... a* H <: D 

ist. Andererseits erfiillt im ganzen Bereiclie des einzelnen Wiirfels jeder 
Punkt (a hk ) in kezug auf den MittelpunJct (a®*) des Wiirfels die Be- 
dingnngen (88). Namentlich gelten also diese Bedingungen fur die Punkte 
(flu) = «), und folgt daher 
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Als ganze Zablen sind biernach die Werte af lh notwendig samtlicb 1. 
Nunmebr baben wir im ganzen Wiirfel 




Sodann folgt ? immer mit Heranziehung von (91) und yon (88), 

«» ^ a hk + 1 ^ «*+l, 4 + 1 + 1 ^ «4 +1, 4 + 1 + 2 ^ 5 <*4+1, 4 + 1 (* < »), 

weiter 

K*l - 1 <: \a*\ £ Y a* <,^(a kk + 1), \a,J <,\a hh (h < 7c). 
Endlicb baben wir 

«44 ^ < + 1 ^ 2a th 

und bringen diese Ungleicbungen mit (92) in Yerbindung. 

Wir kommen damit zu folgendem Ergebnisse: 

Die oben konstruierten N + N* Wiirfel fallen mit alien ihren Punkten 
in den durch die Pedingungen 

(93) ~ <1 a n , a hh 5n /4+lj7i+1 , \ a hk\ 5^ y a hh Q 1 ^ 

(94) 2 ^^ 1 i a 22 * • • a nn ^ ^ 
defnierten JBereich hinein. 

3. Der anschaulicberen Ausdrucbsweise wegen wollen wir in der 
Mannigfaltigkeit A von der Grope einer Oberflache und von orthogonalen 
Projektionen auf eine PJbene spreeben, indem wir der Definition dieser Be- 
griffe die Formel 

Vdaf t + daf 2 -)-••• + daf in 

als Lange eines Linienelements zugrunde legen. Es wird sicb nunmebr um 
die Oberflache des durch (93), (94) definierten LCorpers bandeln, und wir 
werden fiir die Grope dieser Oberflache eine obere Grenze von der Gestalt 

n +1 1 

(95) d? 2 D log D fiir n = 2 bzw. w n D 2 " fur n > 2 

nacbweisen, worin & n eine nur von n abbangende Konstante vorstellt. Im 
Falle n = 2 wollen wir uns bierbei D 2 denken. 

Im Yolumenintegral des durcb (93), (94) angewiesenen Korpers ent- 
spricbt einem Intervall a lt bis a lx + da n des ersten Koeffizienten ein gewisser 
Beitrag 

7 n ~ 1 a” 1 ~ 1 d■ ■ ■f da M da ™-- ■ da nn- 

Projizieren wir andererseits diesen Korper orthogonal auf die Ebene 
a u 9 und beaehten, wie diese Projektion sukzessive anwachst, wabrend 
der Parameter a 1± von — an kontinuierlicb zuninunt, so entspricbt der 

MinkoWStl fle.on-rvrrv -1 ol+a A 1,1, -31__ TT it 
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Zunalime von a n bis a n + da n des Parameters eine VergroBerung jener 
Projektionsflacbe um 

ff. . .fda 22 da 2S ... da nn , 

wobei der Integrationsbereich von <% 2 , <%, . . a nn der namliche wie so- 
eben ist. Dadurcb zeigt sicb, daB die durch das Gleichbeitszeichen in 
(94) gelieferte begrenzende Flacbe dieses Korpers auf die Ebene a n = 0 
eine Projektion ergibt ; deren Flacheninbalt gewiB nicbt groBer ist als der 
Wert des Integrals 

JJ...f(n-l)^da 12 ...da nn , 

fiber den ganzen Korper erstreckt. Hieraus resultiert zundchst fiir diese 
Projektion der Flache (94) auf die Ebene a n = 0 eine obere Grenze vom 
Tyjpus (95). 

Nun bat in einem beliebigen Punkte (a h f) der begrenzenden Flacbe 
(94) die Tangentialebene an diese Flacbe in laufenden Koordinaten (b hk ) 
die Gleicbung 



wir ersehen daraus in Anbetracht der Ungleichungen (93), da/5 die Grofie 
dieser Oberfldche ein gewisses, nur von n abhdngendes Vielfaches Hirer Pro¬ 
jection auf die Ebene a n = 0 nicht uberschreitet. 

Projizieren wir andererseits den ganzen dnreh (93), (94) definierten 
Korper auf die Ebene 

(96) b n + b 22 + • * • + b nn = 0, 

welcbe einer Tangentialebene der begrenzenden Flacbe (94) parallel lauft, 
so wird die entstebende Projektion einmal genau von der Projektion dieser 
begrenzenden Flacbe (94) geliefert und ein zweites Mai genau von den 
Projektionen aller ubrigen durcb die Ungleicbungen (93) angewiesenen 
ebenen Seitenwande des Korpers fiberdeckt, wobei keine dieser ebenen 
Seitenwande orthogonal zur Ebene (96) ist. Banach bestehcn auch fur die 
Fldcheninhalte aller jener ebenen Seitenwande obere Grenzen vom Typas (95) 
und folgt endlicb aucb eine solcbe obere Grenze fur die gesamte Ober- 
flache des in Rede stebenden Korpers. 

4. Wir kommen endlicb auf die oben in der Anzabl N* gezablten 
Wixrfel zurficb. Jecler dieser Wurfel hat mit der Begrenzung des Pereichs 
B(B, 1) Punkte gemein. Diese Begrenzung bestebt erstens aus einem 
Anteil der Flacbe B(f) ==» B , zweitens aus Partien in den ebenen Seiten- 
wanden des reduzierten Raumes, drittens aus einem Stuck der Ebene 
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Betrachten wir zundchst diejenigen unter jenen N* Wiirfeln j welche 
die Fldche D(f) = D treffen . Wir ordnen diese Wiirfel in Serien naeh 
ihren Projektionen auf die Ebene a n = 0. Es seien darunter zwei 
Wiirfel mit gleicher Projektion auf diese Ebene da, ihre Mittelpunkte 
seien a* 19 a&, . .und + d, a&, . . a* n , so daB d eine positive 
ganze Zabl ist, nnd es seien a n , a 12 , . . ., und a ±1 + £ u , a 12 + £ 12 , . . 
a 4- 8 ie ein Punkt in diesen Wiirfeln auf der Detenuinantenfiache 
J)\ f) — D. Dabei ist d — 1 5^ £ u ^ d + 1 und sind £ l3J . . e nn dem Be- 
trage naeh < 1; fiir h^> 2 folgt aus a hh + s hh ^ 1 und t hh > — 1 nock 

a hh + s hh ^ y a hh- Bilden wir nun die Differenz 

8Det.l^ ' + ~ , 7I (Det - la ^ + £, ‘ &l “ Del l a «D “ °> 

dct xl 

so hat darin £ n den Xoeffizienten 1; fiir die iibrigen Grlieder aber konnen 
wir vermoge (91) (vgl. auch (17) fiir m = 1) obere Grenzen angeben, die 
nur von n abhangen, so daB sich aus dieser Gleichung fiir d + 1 nnd 
damit auch fiir die Maximalzdhl der Wiirfel in einer jener Serien eine nur 
von n abhdngende obere Grenze ergibt. Das Volumen der in Rede stehen- 
den Wiirfel iibersteigt nun nicht das Produkt dieser Maximalzahl in die 
Projektion der Gesamtheit jener Wiirfel auf die Ebene a n = 0, und letz- 
tere Projektion ist sicher niclit groBer als die Projektion des ganzen, 
durch (93), (94) bestimmten Korpers auf die Ebene a lx = 0. 

Nehmen wir iveiter diejenigen der N* Wiirfel , welche eine bestimmte 
ebene Seitenwand 

& n) 2»hi a kk = ° 

des reduzierten Baumes treffen. Wahlen wir irgendeinen solchen Koeffi- 
zienten a hk aus, fiir den der Faktor m hk hier + 0 ist, so finden wir, daB 
die Anzahl derjenigen unter den betrachteten Wiirfeln, welche eine und 
die namliche Projektion auf die Ebene a hk = 0 liefern, nicht groBer als 
eine gewisse aus den numerischen Paktoren in dieser Gleichung folgende 
GroBe ist. Andererseits ist die gesamte Projektion aller dieser Wiirfel 
auf die Ebene a hk = 0 nicht groBer als die Projektion des ganzen Be- 
reichs (93), (94) auf diese Ebene. 

JEndlich ist die Anzahl derjenigen unter den N* Wiirfeln , welche die 
Ebene a tl = 1 durchsetzen , nicht groBer als die Seitenwand a lx = -i- des 
durch (93), (94) bestimmten Korpers. 

Aus alien diesen Umstanden zusammen entnehmen wir fiir die Zahl 
N* ebenfalls eine obere Grenze vom Typus (95), und wir gelaugen da- 
durch zu folgendem Theoreme: 


7* 
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Die Gesamtawahl aller verschiedenen Klassen gamsahliger positiver 
quadratischer Formen mit n Variablen und von den Determinanten 1,2,.. D 
ist mischen swei Grensen 

g n + 1 n 4-1 1 

i^DlogD fur n = 2 bsw. v n D 2 ± a n D 2 n fur n> 2 

eingeschlossen, wobei v n das Volumen des Ramies der redusierten Formen 
mit Determinanten <[ 1 und co n eine gewisse andere positive, nur von n ab- 
hangende Konstante vorstellt. 

Dabei ist im Falle n — 2 die Zahl D ^ 2 gedacht. 
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XXII. 


Allgemeine Lehrsatze liber die konvexen Polyeder. 

(Nacbricbten der K. Gesellschaft der "Wissenschaften zu Gottingen. 

Matbematiscb-pbysikalische Klasse. 1897. S. 198—219.) 

(Vorgelegt von David Hilbert in der Sitzung vom 31. Jnli 1897.) 

Ein konvexer Korper ist vollstandig dadurcb gekennzeicbnet*), daB 
er eine abgescblossene Punktmenge ist, innere Punkte besitzt, und daB 
jede gerade Linie, die innere Punkte von ihm aufnimmt, mit seiner Be- 
grenzung stets zwei Punkte gemein bat (niemals mehr als zwei Punkte ; 
falls auch die konvexen Korper, die sicb ins Unendlicbe erstrecken, mit 
in Betracbt gezogen werden). Infolge dieses einfacben Cbarakters spielen 
diese Gebilde eine gewisse Rolle bei der Bebandluug einiger partieller 
Differ entialgleicbungen, die in der matbematiscben Pbysik auftreten. 
Neuerdings babe icb in clem Bucbe „Geometrie der Zahlen“ gezeigt, daB 
aucb merkwiirdige aritbmetiscbe Bezieliungen sicb an die konvexen Korper 
kniipfen. Einen besonderen Reiz bieten die Satze liber konvexe Korper 
nocb durcb den Umstand dar, daB sie in der Regel fur diese gauze Kate- 
gorie von Gebilden obne jede Ausnabme Geltung haben. 

Der vorliegende Aufsatz entstand bei Gelegenheit von Yersucben, den 
folgenden Satz zu beweisen, den icb seit langerer Zeit vermutete und 
dessen elementare Fassung nicbt auf die Scbwierigkeiten seiner Verifizierung 
schlieBen laBt: Wenn aus einer endlicben Anzabl von lauter Korpern **) 
mit MittelpunH , die untereinander nur in den Begrenzungen zusammen- 
stoBen, sicb ein konvexer Korper aufbaut, so bat dieser stets ebenfalls 
einen Mittelpunkt. 

Icb bebandle hier nur diejenigen konvexen Korper, die ibre gauze 
Begrenzung in einer endlicben Anzabl von Ebenen liegen baben und aucb 

*) Geometric der Zalilen, I. Lieferung, Leipzig bei B. G. Teubner, 1896; S. 200. 
Icb babe dort die betreffenden Gebilde nirgends Iconlcave Korper genannt, bier will 
icb micb der kurzeren Bezeicbnung Jconvex bedienen. 

**) Unter den „Korpern mit Mittelpnnkt u durfen bier, wie aus Lehrsatz V (S. 119) 
der Arbeit leicbt ersicbtlicb ist, jedenfalls beliebige abgescblossene Punktmengen mit 
Mittelpunkt, denen eine bestimmte GroBe der Oberfiacbe zukommt, verstanden werden. 
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si eh nicht ins Unendliche erstreeken; ich entwickle uber die eindeutige 
Festlegung eines derartigen Folyeders unter Verwendung der Inhalte seiner 
Seitenflachen einige Theoreme, die durcli ihren leiclit verst an dlichen Inhalt 
und andererseits die zu ihrem Kaeliweise erforderliclien Metlioden Be- 
achtung verdienen. Diese Theoreme sowie ihre Ausdehnung auf beliebige 
konvexe Korper werfen aueb ein neues Licht auf die Eigenschaft der 
Kugel, unter alien Korpern yon gleicher Oberflache das groBte Volumen 
zu besitzen. 


§ 1. Yorbemerkungen. 

1. Es seien recbtwinklige Koordinaten x,y,z zugrunde gelegt. Wenn 
von einer Richtung ( cc, (3, y) gesprochen wird, so soil gemeint sein, daB 
a, /3, y die Kosinus der Neigungswinkel der Richtung gegen die Richtungen 
der Koordinatenachsen sind. Es sei ip ein Iconvexes Polyeder mit n Seiten¬ 
flachen, die in beliebiger Ordnung numeriert sein mogen. Es sei J das 
Volumen von $, F v (v = 1,. .., n) der Flacheninhalt der v ten Seitenflache, 
mithin 0 = F x + • • • + F n die GroBe der Oberflache von $|S. Es sei 
ferner («„, j3 v , yj die Richtung einer auf der v tBn Seitenflache nach dem 
Aufieren von ip hin errichteten Normalen. Die n Richtungen (a v! [3 v , y r ) 
sind verschieden und jedenfalls der art, daB darunter sich irgend drei m- 
abhangige finden, d. h. daB sie nicht alle einer einzigen Ebene angehoren 
konnen. 

Es sei p irgendein innerer Punkt von ip, und es sei p r fur v = l 
die Lange des von p auf die Seitenflache von $ gefallten Perpendikels. 
Halt man den Punkt p und die Richtungen (a v , /3„, y v ) fest, betrachtet 
hingegen die Langen p v als veranderlich, so andert sich das Polyeder $ 
und mit ihm sein Volumen J gemaB der Differentialformel: 

(1) = F 1 dp 1 +-.. + F n dp n . 

Will man diese Formel auf den Unterschied des Volumens derjenigen 
zwei Polyeder anwenden, die aus ip durch Dilatation vom Punkte p aus 
in alien Richtungen in einem Verhaltnisse t: 1, beziehlich t + dt: 1 
entstehen, so hat man F v durch Fj? und dp v durch p v dt zu ersetzen. 
Wird die hervorgehende Formel nach t zwischen 0 und 1 integriert, so 
ergibt sich 

(2) 3 J'= F& H-+ Fjp n . 

Benutzen wir statt p irgendeinen anderen Punkt in ip, der die rela- 
tiven Koordinaten a, b, c in bezug auf p haben mag, so haben wir p v durch 
Pv i aa v + bp? +■ cy v ) zu ersetzen. Weil a, b, c innerhalb gewisser Grenzen 
beliebig sind, so fuhrt die Formel (2) zu 

( 3 ) 2F v cc v = 0, 2F v p v =0, 2-F v y y = Q , 
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wo die Summen sicli auf die Werte v = 1, . . n beziehen. Die n Rich- 
tungen (cc v , (t v9 y v ) sind also weiter jedenfalls derart, daB diese drei Glei- 
chungen (3) eine Auflosung in positives, GroBen F v zulassen. 

2 . Es sei {a, (i, y) irgendeine Ricbtung nnd 0 das Maximum, ft das 
Minimum von cp = ax + (ly + yz im Bereicbe des Polyeders $}3, so liegt 
sp zwiscben den zwei parallelen Ebenen cp = ft nnd cp == 0 eingeschlossen 
und kann 0 — ft = d als die Breite des Polyeders in der Ricbtung (a, (}, y) 
bezeicbnet werden. Projiziert man die gesamte Oberflache des Polyeders 
senkrecbt auf die Ebene cp = ft, so wird von der Projektion ein gewisses 
Polygon in dieser Ebene im ganzen Inneren doppelt uberlagert, und ist danacb 

der Flacheninhalt dieses Polygons gewiB <~ 0. Sodann scblieBt derjenige 

Zylinder, der senkrecbt auf diesem Polygon stebt und die Hobe d bat, so 
daB er von der Ebene cp = ft bis zur Ebene cp = 0 reicht, das Polyeder 
ganz in sicb ein, und daraus folgt 

(4) Y°d>J. 

Es sei \ der Schwerpunkt von ^3 und s sein Abstand von der Ebene 
cp — Q. Nimmt man irgendeinen Punkt aus $P in der Ebene <p = ft, so 
zerlegt sicb das Polyeder 5)3 in die Pyramiden, welcbe diesen Punkt als 
Spitze und die einzelnen, nicbt durcb ibn gebenden Seitenflacben von ^3 
als Grundflacben haben; diese Pyramiden stoBen untereinander nur in den 
Begrenzungen zusammen. Da in einer Pyramide der Abstand des Schwer- 
punkts von der Basis */ 4 der Hobe betragt, so hat in jeder dieser Pyra¬ 
miden der Schwerpunkt von der Ebene 9 = 0 einen Abstand und 

daber ist aucb ^ Hilfe von (4) folgt daber 

( 5 ) 

Da dieses Resultat fur jede beliebige Ricbtung (a, fi, y) gilt, so ist 
danacb die Kugel vom Radius mit \ als Mittelpunkt ganz im Inneren 
von entbalten, daraus folgt 



Betracbtet man weiter irgendeinen Punkt aus $P in der Ebene cp = ft, 
irgendeinen Punkt aus $p in der Ebene cp = 0 und dazu den groBten 
Kreis dieser Kugel in der parallelen Ebene cp = 0 — s, so enthalt das 
Polyeder sogleicb die zwei Kegel, welcbe die Flache dieses Kreises als 
Basis und ibre Spitze beziehlich in jenen zwei Punkten baben; daraus folgt 

J 


1 


2 



106 


Zur Geometrie. 


Ersetzt man (a 9 /3, y) durcb (— a, — /3, — y) 7 so vertauschen sich die 
RoUen der Ebenen cp == & und g> = 0, nnd anstatt s gewinnt man 

die weitere Ungleicbung s<*~d. 

Die Werte you s und d fur die Ricbtung (a v , ($ v7 y r ) mogen s v und 
d v heiBen. Fur einen beliebigen Punkt p im Inneren von 5(5 gilt offenbar stets 

(7) P v <d v . 

Nimmt man endlich fur den Punkt p 7 auf den sich (2) bezieht, den 
Schwerpunkt f des Polyeders, so zeigt sich, daB der groBte unter den 

3 J~ 

Abstanden s v vorkommende Wert ^ -g- sein muB. Verbindet man diesen 
3 

Umstand mit s v ^ — d v und mit der Ungleichung (6), so folgt 


( 8 ) 


°1 ^ 

3 


3. Als konvexen JBereich will ich iiberhaupt jede abgeschlossene Punkt- 
menge bezeichnen, zu der mit irgend zwei Punkten stets auch die ganze 
sie verbindende Strecke gehort; ein konvexer Korper bedeutet dann einen 
solcben konvexen Bereicb, der aucb innere Punkte enthiilt, d. b. nicht 
ganz in einer Ebene gelegen ist. 

Unter einer Stiitzebene eines konvexen Bereicbs verstehe icb eine 

Ebene, die niebt zu beiden Seiten von sich Punkte des Bereicbs liegen 

bat und selbst mindestens einen Punkt des Bereicbs enthalt. Ein kon- 
vexer Bereicb besitzt durcb jeden Punkt seiner Begrenzung wenigstens 
eine Stiitzebene. Wenn ferner ein konvexer Bereich sicb nicht ins Vn - 

endliche erstreckt, gibt es zu jeder Ricbtung (a, fi 7 y) eine und nur eine 

Stiitzebene des Bereicbs mit dieser Ricbtung als Normale und so, daB 
auf der Seite der Ebene, nacb welcher die Ricbtung weist, kein Punkt 
des Bereicbs liegt. Die Gleicbung der betreffenden Stiitzebene ist 

ccx + (3y + yz r* 9 

wenn r* das Maximum von ax + ($y + yz im Bereicbe bedeutet. — 

Es seien jetzt irgend n versckiedene Ricbtungen ( a v7 fi v7 y v ) fur 
v = 1 ,. . n gegeben, so, daB darunter drei unabbangige sicb linden und 
daB die drei Grleickungen 

( 9 ) 2b,*,- 0 , 2xj v ^0, 2 h vYv =0 

eine Losung in positiven Werten H v zulassen. Dann laBt sicb zunachst 
zeigen, daB es jedenfalls ein Poljeder gibt mit n SeitenfTachen, bei welchem 
jene Ricbtungen als die der auBeren Normalen der Flachen auftreten. 
In der Tat, durcb die n Ungleichungen 

( 10 ) oc v x + p v y + y v z — 1 < 0 (v = 1,. . n) 

wird ein konvexer Bereicb TT definiert. Die n Ebenen a v x-\- — ! 
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sind Tangentialebenen der Kugel %*+y*+z 2 <z 1. Also enthalt TT diese 
Engel, und es wird die Begrenzung des Bereichs TT yon n, aber nicht 
schon von weniger Stiitzebenen geliefert. 1st jetzt x, y, z ein Punkt aus 
TT, so stellt p v = 1 — a v x — fi v y — y v z die Lange des yon x 9 y, 0 auf die 
v te jener Ebenen gefallten Perpendikels yor; nnter Verwendnng der yor- 
ausgesetzten Losung von (9) folgt dann ^H v p v = ^H v . Da die GrdBen 
H alle >0 sind, ergibt sich hieraus, daB die Langen p v nicht iiber eine 
gewisse Grenze hinausgehen. Da nun anter jenen n Ebenen sich drei 
solche finden, die sich nur in einem Punkte schneiden, ist danach TT in 
einem gewissen Parallelepipedum enthalten und kann sich also nicht ins 
Unendliche erstrecken; somit ist TT ein Polyeder, das der gestellten For- 
derung entspricht. Das Volumen von TT werde == •— gesetzt. 

Wir bezeichnen die Linearform cc v x + (3 v y + y v z mit cp v . Es seien 
nun r v fur v = 1,. . n irgendwelche n GroBen 0 , und es sei etwa r 
der groBte darunter vorkommende Wert; dann wird durch 
( 11 ) 9 > r —r v <i 0 (v=l 

ein konvexer Bereich — er heiBe ^(r v ) — definiert, der ganz in dem- 
jenigen Polyeder liegt, welches durch Dilatation des Polyeders TT yom 
Nullpunkte aus im Verhaltnisse r : 1 entsteht. Es kann $|$(r r ) ein Poly¬ 
eder mit n oder mit weniger Seitenflachen yon nichtverschwindenden 
Inhalten werden oder auch sich auf die Flache eines konyexen Polygons 
in einer Ebene oder auf eine Strecke oder gar auf den Nullpunkt allein 
reduzieren. 

Wenn $P(r r ) nicht ein Polyeder mit n Polygonen als Begrenzung 
wird, so brauchen nicht alle n Ebenen cp v =r v wirklich Punkte der Be¬ 
grenzung des Polyeders zu enthalten. Es sei allgemein r v * das Maximum 
von g) v im Bereiche 5)3 (y r ), so ist jedenfalls r v und dann 5J5(rJ iden- 
tisch mit 5)3 (r*) ; die Ebenen cp v =r* sind nunmehr samtlich Stiitzebenen 
dieses Bereichs. Die so bestimmten GroBen r * mogen tangentiale Para¬ 
meter yon heiBen. 

Ein solcher Bereich $P(r v ) wird nun, da er sich nicht ins Unendliche 
erstreckt, stets ein bestimmtes Volumen J =J~(r v ) besitzen, wobei jedenfalls 

< 12 > «(t)* 

sein wird; ferner wird das Gebiet yon ^3(y r ) in der Ebene <p v — welches 
allgemein die v te Seitenfldche yon 5)5 (r r ) genannt werden moge, einen be¬ 
stimmten Flacheninhalt F v besitzen; es kann J und jedes F v auch Null 
sein. Diese GroBen J und F v (y — 1 ,..., n) sind offenbar im ganzen 
durch r t 0, .. r n ^> 0 definierten Gebiete stetige Funktionen von r X9 ,. r n . 

Wenn fur 5(3 (r v ) alle GroBen F y '> 0 ausfallen, sind die Werte r v ohne 
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weiteres tangentiale Parameter. — Sind fur zwei Bereicbe 5$(q v ) und $p( r ) 
die Systeme q v und r v tangentiale Parameter, so stellen fur ?|3((1 — f)q r + tr\ 
wenn 0 < t < 1 ist, die Werte (1 — t)q v + tr v ebenfalls tangentiale Para¬ 
meter vor. Daraus ist zu erkennen, daB die Menge derjenigen Systeme 
r v , welche tangentiale Parameter sind, einen konvexen Korper in der 
w-fachen Mannigfaltigkeit aller Systeme r v bilden. Die Begrenzung dieses 
Korpers wird von einer endliclien Anzabl von Stiitzebenen geliefert, die 
samtlicb durch den Punkt r t = 0, . .., r n — 0 gehen, so daB der Korper 
ein Kegel mit diesem Punbte als Spitze ist; derselbe ist leickt mittels 
seiner . Kanten zu cbarakterisieren, dock gebe icb auf diese TJntersucbung 
die fiir das Folgende entbebrlicb ist, nicbt weiter ein. — Wenn von zwei 
Bereicben ^ (qj und ip (r v ), von denen keiner sicb auf den Nullpunkt allein 
reduziere, der eine aus dem anderen durcb Dilatation mid Translation 
bervorgebt, d. b. beide ahnlicli und ahnlich gelegen sind, so bestebt zwisclien 
ibren tangentialen Parametern q* und r* ein System von Gleicbungen 

(13) q* = acc r + bp y + cy v + dr* 

mit bestimmten Werten a, b, c, d\ dabei ist noeli stets d > 0; wenn 

J(r ) > 0 ist, hat man d = • 

yj(r v ) 

§ 2. Die Grundlagen der Untersnchimg. 

4. Herr Hermann Brunn*) hat den folgenden Satz entwickelt: Wenn 
ein konvexer Korper durch drei parallele Ebenen 2t, 93 ? © geschnitten 
wird, von denen die mittlere 93 den Abstand zwischen St und © im Yer- 
haltnisse t: 1 — t teilt, und es haben die Schnittfiguren des Korpers in 
91, 93, © die Flacheninhalte A, J3, C , so besteht die Ungleichung 

ys > (i - t)y~A + tyc-, 

dabei gilt hier das Zeichen = nur dann, wenn der Teil des Korpers 
zwischen den Ebenen 2t und © sei es ein Zylinder, sei es ein Kegelstumpf 
mit den Grundflachen in diesen Ebenen, sei es ein Kegel mit der Grund- 
flache in der einen und der Spitze in der anderen dieser Ebenen ist. 
Eine entsprechende Eigenschaft der ebenen konvexen Figuren ist sehr 
einfach einzusehen, und die Methode you Brunn zum Nachweis jener 
Ungleichung ist wesentlich ein SchluB Yon 2 auf 3 Dimensionen, wobei 
die Schnitte des konYexen Korpers mit alien denjenigen Ebenen zu Hilfe 
genommen werden, welche die Schnittfigur in St in einer Schar paralleler 

*) Tiber Ovale und Hiflcichen, S. 23, Inaugural-Dissertation, Munchen 1887; Tiber 
Kurven ohne Wendegunlcte , S. 50, Habilitationsschrift, Muncben 1889. 
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Linien sckneiden und gleickzeitig die Scknittfigur in £ jedesmal in zwei 
Stiicke von gleichem Verkaltnis der Flackeninkalte wie die Scknittfigur 
in §1 zerlegen. Besondere Sckwierigkeiten mackt die strenge Erledigung 
der Grenzfalle, in welcken das Zeicken = in jener Ungleickung eintritt.*) 

Brnnn kat auck bereits bemerkt, dab die eben erwaknten Satze sich 
auf konvexe Korper in Mannigfaltigkeiten Yon roekr als drei Dimensionen 
ausdeknen lassen. Die kierzu erforderlichen Entwicklungen sind voll- 
standig und in analytiseker Form in den §§ 56—57 meiner „Geometrie 
der Zahlen" auseinandergesetzt. 

5 . Hier nun werden uns die betreffenden Satze far eine Mannigfaltig- 
keit Yon 4 Dimensionen dienlick sein; diese lassen sick auch leickt als 
Satze liber konvexe Korper in 3 Dimensionen fassen. Ick geke wieder 
nur auf die Bekandlung von Polyedern ein. 

Es seien die n Ricktungen ( a vJ fl v , y v ) fiir v = 1, . . n wie in 3. 
besckaffen, und es sollen alle dort erklarten Bezeichnungen fiir sie Ver- 
wendung finden. Es seien q v (v = 1, . . n) und r v (y ■» l, . . n) zwei 
Systeme von jedesmal n GroBen ^ 0, so wird durch 

0 <[ t < 1, a v x + p v y + y v s — (1 — t)q v — tr v <l 0 (v = 1 

ein konvexer Bereick in der Mannigfaltigkeit der vier Variablen x 7 y) z, t 
definiert. Liegt dieser Bereick ganz in einer dreidimensionalen Ebene, so 
sind alle GroBen J((l — t)q v + tr v ) fiir 0 1 gleick Null. Anderen- 

falls kaben wir, wenn wir den in Rede stekenden Satz auf die Scknitte 
dieses Bereichs mit den drei Ebenen anwenden, die durck t = 0, durck 
t — 1 und durck einen beliebigen Wert t > 0 und < 1 bestimmt sind, 
fiir letzteren Wert t die Ungleickung zu verzeiehnen: 

(14) + k (1 - 5 

des weiteren tritt, wenn wir nock die q v fiir ^ 3 (g r ) und die r v fiir $P(yJ 
als tangentiale Parameter voraussetzen, in dieser Ungleickung insbesondere 
das Gleichkeitszeicken dann und nur dann ein, wenn alle q v oder alle r v 
Null sind oder die Bereicke 5)3 (g v ) und auseinander durck Dilatation 

und Translation kervorgeken, also Beziekungen 

q v = acc v + 1§ V + cy v + dr v (d > 0 ) 

stattkaben. — 

Sind J(q v ) und J(r v ) beide > 0 und wird = d gesetzt, so gekt 

_ V7 CO 

*} G-eometrie der Zahlen, §§ 56—57. — H. Brnnn, JEteferat liber eine Arbeit: 
Exakte G-rnndlagen fiir eine Tkeorie der Ovale, Sitznngsberichte der mathematisch- 
physikaliscken Klasse der bayriscben Akademie der Wissensehaffcen, 1894, Bd. XXIV, 
S. 101. 
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(14) vermoge der Substitution ^ ^ d ■ 1 % bei Multiplikation mit - m 

Ym +",) s a - «)i^S)+d^K) - 

uber. Man erkennt daraus, daB die TJngleichung (14) wesentlich auf den 
einfacberen Satz binauslauft: Hat man J(q r ) = J(r v ) ; 80 gilt fur 0<£<l 
stets ^((1 —t)q v + tr v ) ^ J(r v ). 

6 . Wir scbreiben nnn Vj((L — 0^ + £r„) = j(0- Diese Funktion j(*) 
ist im Intervalle 0 1 eine stetige Funktion von 1 7 und aus der all- 

gemein aufgefafiten Regel (14) geht des weiteren 

(is-) + 

fur 0<£# 0 <tf<£ l <^l hervor. Diese Ungleichung lelirt, daB ; wenn wir 
t, u als Parallelkoordinaten eines Punktes in einer zweidiinensionalen 
Ebene £ deuten, dureb 0 <i i! <( 1, u = j(t), kurz ausgedriiekt, ein nach 
der Seite der wachsenden u bin Tconvexer Zuc/ in dieser Ebene geliefert 
wird; derselbe kann aucb geradlinige Strecken aufweisen oder selbst eine 
einzige Strecke sein. 

Nun wollen wir speziell annehmen, daB die q v und die r v und somit 
aucb alle Systeme (1 — t)q v + tr v fiir 0 <( £ < 1 tangentiale Parameter 
sind und weder alle q v nocb alle r v Null sind, nocb aucb ip(<y v ) und $(?(r T ) 
auseinander dureb Dilatation und Translation hervorgehen. Dann gilt 
nacb den Ausfubrungen in 5. in der Ungleichung (15) stets das Zeicben > 
und enthalt daber der ebengenannte konvexe Zug keine geradlinige 
Strecke. Es sei J das Volumen, F v der Fliicbeninbalt der v ten Seiten- 
flacbe Ton ((1 — t) q v + tr v ) und t dabei irgendein Wert >0 und < 1; 
aus der Gleicbung (1) entnimmt man dann leiebt, daB durch 

(1 - t) (F iqi + ... + F n q n ) + t (F L 7\ + ■■■ + F n r n ) = 3 A, 

t, u als Koordinaten eines yariablen Punktes in @ gedaebt, die einzige 
vorbandene Tangente an diesen konvexen Zug im Punkte 1 7 u == j(t) dar- 
gestellt wird. Der Scbnittpunkt dieser Tangente mit der Greraden t = 1 
bat die Ordinate 

_ J?, 4- . . 4- j? r 

3 jt 

nacb der Natur eines nach der Seite der wachsenden u hin konvexen Zuges 
ohne geradlinige Strecken wird daher der Ausdruck 

(16) - t F n r n 

3 J-3 

(in welcbem r lf . . . } r n fest und J) F u . . ., F n mit t variabel sind), eine 
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mit wachsendem t von t = 0 bis t = 1 bestandig obnehmende FunJction 
yon t sein. Insbesondere also wird dieser Ausdruck fiir t = 0 stets groBer 

als fiir t — 1 , d. k. > <7 3 sein. 


§ 3. Die einer Kugel umbeschriebenen Polyeder. 

7 . Nekmen wir speziell alle Grofien r v = 1, also fiir das Poly¬ 

eder TT aus 3., so geht der Ausdruck (16) in 

0 

2_ 

3 J3 

iiber, wo J das Yolumen, 0 = F t + * • • + F n die Gesamtoberflacke von 
$P((1 — t)q v + t) darstellt. Fiir das Polyeder TT ist zufolge (2): 3 J= 0, 

also, wenn das Yolumen von TT wie in der Zeile vorker mit A- bezeichnet 

wird, —1 = 7 - 
3 J 8 

0 s . 0 
Mit Bezug auf die Falle, in welcken -ji der unbestimmten Form y 

ersckeint, sei folgendes bemerkt. Hat ein Bereich i(p v ) ein Yolumen 
J > 0 und sind die p v tangentiale Parameter, so gilt nack (7) und ( 6 ) 

- 1 
•^2 — fO\ ^ 

fiir ikn stets p v <i^-J s ij~ 2 ) . LaBt man nun die p v als tangentiale 

Parameter sick stetig verandern und nack Grenzwerten konvergieren, die 
nickt samtlick Null sind, wahrend J dabei nack Null konvergiere, so wird 

QS 

daker das Yerkaltnis dabei stets iiber jede Greme hinaiis wacksen, 

selbst wenn auck 0 zugleich nack Null konvergiert. 

Die kier erlangten Resultate sprecken wir folgendermaBen aus: 
Lekrsatz I. Fs seien (cc v , ft v , y v ) fur v === 1, . . n irgend n ver- 
schiedene Richtungen so, daft darunter drei undbhdngige sind und die Glei- 
chungen 

= o, 2sj v - o, j£fl> v = o 

eine Auflosung in n positiven Groften H v mlassen. JDann und nur dann 
existieren Polyeder mit n oder weniger Seitenfldchen, bei welchen die 
Richtungen der aufteren Normalen der Fldchen m jenen n Richtungen ge- 
horen. JJnter diesen Polyedern gilt es solche mit n Fldchen , die Kugeln 
umbeschrieben sind; es sind dies diejenigen, welche dem Polyeder 
a v x + ft v y + y v £ <[ 1 (y =« 1 ,.. ., n) dhnlich und dhnlich gelegen sind . Unter, 

alien Polyedern haben diese letzteren das Minimum von des Verhdlt - 
nisses der dritten Potem der Oberflache mm Quadrat des Volumens. 
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1st ferner 5p 0 ein beliebiges unier den Polyedcm 9)3, das nicht m dm 
eben erwaknten speziellen Polyedern geJiort, und Jconstruiert man m den 
n Stiifzebenen von 9)3 0 mit den Riclitungcn (a v , (3 r , y,,) als aujicren Normalen 
Parallelebenen in einem Abstande l nach dem Anfieren des Polyeders Tim, 
so begrenzen diese ein gewisses Polyeder 9^; dann ist fur diese Polyeder 
5 j3 z die Funhtion ^ eine mit wachsendem l bestandig abnehmende, und sie 
konvergiert fur l = oo nach jenem Minimumwerte von A * 

Dilatiert man yom Nullpunkte ans ein jedes Polyeder ^ zu einem 

_ 3 _ 

Polyeder SJS, mit einer Oberflache = - 3 -, so ist fur diese Polyeder ^ das 

Volumen eine mit l bestandig tvachsende Grofie, und es deckt sick 

mit TT. 

Der erste Teil des Lekrsatzes I ist bereits von Herrn L. Lindelof*) 
durcb interessante, ganz andersartige Betraclitungen bewiesen worden. 
Hier hat sich nicht ahein die betreffende Maximumeigenschaft des Poly¬ 
eders TT herausgestellt, es hat sich zugleich fur jedes Polyeder 5|S ? das 
nicht TT ahnlich und ahnlich gelegen ist, ein ganz bestimmter einfacker 
tJbergang zu einem Polyeder dieser Art ergeben, wobei das Verhaltnis 

yg bestandig abnimmt und nach seinem Minimumwerte konvergiert. 

Wenn man in derselben Weise 3 wie wir soeben die Ungleichung (14) 
und die Bemerkungen tiber das Eintreten des GTeichheitszeichens in ikr 
behandelt haben ; von den entsprechenden Satzen iiber beliebige konvexe 
Korper Grebrauch macht, so kommt man zu den Satzen: 

Unter alien honvexen Korpern besitzen die Kugeln das Minimum von 

QZ 

ji* 1st ein honvexer Korper, der keine Kugel vorstellt, und Iconstruiert 

man m jeder Stutzebene von $ 0 eine par allele Fbene im Abstande l auf 
der dem Korper abgewandten Seite der Fbene, so begrenzen diese sdmtlichen 
Parallelebenen jedesmal wieder einen honvexen Korper dann ist fiir diese 
.0 s 

Korper die Funhtion j- 2 eine mit ivachsendem l bestandig abnehmende, 

und sie honvergiert fiir l = oo nach ihrem Werte fur Kugeln. Wdhrend 
fur eine Kugel O 3 = 36 or J 2 gilt , besteht danach fiir jeden honvexen Korper , 
der keine Kugel ist, die behannte Ungleichung O 3 > 3 QtcI 2 . 

Die Begrenzung von wird von der aufieren Parallelflache im Ab- 
stande l zur Begrenzung von gebildet ; und an diese Bemerkung kniipft 
sich leicht eine Ausdehnung der letzten Satze auch auf nicht konvexe 
Korper, wie ich bei einer anderen Gelegenheit auseinandersetzen will. 

*) Propxietes generales des polykdres qui, sous une etendue superficielle donn^e, 
renferment le plus grand volume, Mathematische Annalen, Ed. 2, S. 150. — M&noire 
couronne par l’Academie Royale des Sciences de Berlin du prix Steiner en 1880, 
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§ 4. Bestlnmrnng eines konvexen Polyeders unter Yerwendnng der 
GroBen der Seitenflacben. 

8. Es mogen alle Bezeicbnungen wie in 5. Geltung haben, und man 
setze allgemein j/J(r v ) = 1>(r v )] die Ungleiclmng (14) gebt dann in 

(17) ?K(i — Qiv + K) > (i — 0^(0 + ^(O 

iiber. Es sei nun SB in der Mannigfaltigkeit der n + 1 Yariablen 
r l} . . ., r n9 w der durcb 

r i ^ 0,.. ., r n 0, ^(r„) 

definierte Bereicb. Aus (17) ist zu erseben, daB mit irgend zwei Punkten, 
die diesem Bereiclie SB angeboren, stets jeder Punkt der sie verbindenden 
Strecke zu ibm gebort. Da iiberdies wegen der Stetigkeit von ijj(r v ) als 
Funktion der r y dieser Bereicb in jener Mannigfaltigkeit eine abgeschlossene 
Punktmenge ist, so stellt er einen konvexen Korper in derselben vor, frei- 
licb einen solcben, der sicb aucb ins Unendliche erstreckt. Wegen der 

Beziebung ip(tr v ) = tip{rf) (t^> 0) ist SB ein Kegel mit der Spitze im 

Nullpunkte r t — 0, .. ., r n = 0. 

Es sei weiter S3 die Menge der durcb 

r i ^ • • ■, r» > 0, w = ifj (r v ) 

definierten Punkte. Die JBegrensung von SB wird von den P unk ten aus 
SB, fur welcbe w = 0 ist, und zudem von der Menge S3 gebildet. Nacb 
der Natur eines konvexen Korpers gibt es dalier durcb jeden Punkt von 
S3 mindestens eine (w-dimensionale) Stiitzebene an SB, also eine Ebene, die 
SB ganz auf einer Seite liegen bat, abgeseben von den Punkten aus SB, 
die sie selbst entbalt. 

Sind p l7 . . p n lauter Werte > 0, und ist J das Yolumen, F der 

Flackeninhalt der v ten Seitenflacbe von $P(_p r ), so besitzt, wie man leicbt 

aus der Gleicbung (1) erkennt, die Menge S3 im Punkte r t = p u ..., r n =p n} 
w — ijj (p v ) die durcb die Gleicbung 

= F t r x 4-1- F n r n 

dargestellte Ebene als Tangentialebene. Diese Ebene ist somit die einzige 
Ebene durcb den Punkt, welcbe uberbaupt Stiitzebene an SB sein konnte, 
und demnacb gilt dann fur jeden beliebigen Punkt r 1; , . r n7 w in SB stets 

( 18 ) Sjh^F^+.-. + F^. 

9. Wir konnen nunmebr den folgenden Lebrsatz beweisen: 

Lebrsatz II. Fs seien (a v} ft v , yf) fur v «= 1, ..n irgend n Rich - 

tungen , unter denen sich drei unabhdngige finden, und F v fur v = 1, ..., n 
irgend n gegebene positive Gr often so, daft 

Minkowski, G-esannnelte Akhandlungen. U. 
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2F,a v - 0, 2FJ V = 0, ^F vVv = 0 
endlich sei o irgendein gegebener Punkt; dann existiert stets ein und nur 
ein konvexes Polyeder mit o als Schwerpunkt und mit n Seitenfldchen ? wo- 
bei je eine Seitenfldche die Pichtung (a v9 j3 v , y v ) als aufiere Normale und 
F v als Flacheninhalt hat. 

Beweis. Wir setzen der Einfacbheit halber o als den Nullpunkt 
der Koordinaten voraus. Wir maehen in bezng auf die gegebenen n Ricb- 
tnngen (a v9 fi v9 y r ) von den in 8. und 8. eingefiibrten Bezeichnungen Ge- 
braucb und bilden dazu gemaB 8. die Punktmengen SB und 93 in einer 
n + 1-facben Mannigfaltigkeit. 

Zunachst wollen wir annebmen, daB ein Bereich ^ (p v ) je mit F v als 
GroBe der v ten Seitenflacbe und mit o als Scbwerpunkt bereits bekannt 
ist ; und wir beweisen, daB es nicht nocb einen anderen Bereicb derselben 
Art geben kann. Da alle F v > 0 sein sollen, stellen die p v gewiB tan- 
gentiale Parameter vor; da sie jedenfalls nicbt alle Null sind, folgt aus 
(2): J(p v ) > 0 ? und da nunmebr der Scbwerpunkt gewiB ein innerer 
Punkt in Sp(^) ist, fallen die GroBen p v samtlicb > 0 aus. Nacb (18) 
gilt fur ein jedes System r x 0, . . . 9 r n 0, da alsdann r 19 . . ., r n9 
w ===== tp (r r ) ein Punkt in SB ist, stets 

3OW) 2 ^) ^ F i r i H-1" F n r n • 

Jetzt sei gleichfalls ein Bereicb mit o als Schwerpunkt und F v als 

GroBe der Seitenflacbe, so ist F 1 q 1 + • * • + F n q n ~ 3(^(^,)) s und folgt 

daber mit Riicksicbt auf die vorstehende Ungleicbung ip (p r ) (g r ). 
Genau so wilrde ip (g r ) ^ (p v ) bervorgeben und also muBte zunacbst 
ip(p v ) * sein. Dann wiirde also der Punkt r x = q l9 . . r n = q n9 

w = ip (<2 r ) in der Stiitzebene 

3(^(i?,.)) 2 w = F x r t 4-f F n r n 

dureb den Punkt r t = p lt ..., r n = p n , w = ip(p v ) an SB liegen. Mit 
diesen zwei Punkten in einer Stiitzebene miiBte die ganze sie verbindende 
Strecke zur Begrenzung von SB, also zu SS, gehoren; es wiirde demnact 
in der Ungleicbung 

^((1 — t'iPy + t$r) ^ (1 — 0^0 Pv) + fur 0 < t < 1 

stets das Gleiebbeitszeicben gelten. Dies batte nacb den Bemerkungen 
bei (14) zur Folge, daB das System q v von der Form 

Sv = aa v + &/?„ + 4- dp v 

mit einem Koeffizienten d > 0 ware. Dabei ware nun d das Verbaltnis 

YdXsu) • J (O; a ^ s0 =1> und da aucb die Schwerpunkte von $P(p„) und 
5J5(2 t ) iibereinstimmen sollen, so batte man weiter a = O, 5 = 0, c = 0; 
also ware $P( 2 „) nicbt von verscbieden. 
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Ich will jetzt den Scknitt yon 33 durch die Ebene w — 1 mit 33' 
bezeichnen. Eeraer bedeute das Yolumen des speziellen Polyeders 
<$(r v = 1); der Punkt r ± « q, . . r n == q, w =» 1 liegt dann in SB' und 
35. Es mogen nun irgendwelche positive Werte F v von der im Lehr¬ 
satze angegebenen Beschaffenheit vorausgesetzt werden *, es sei F das 
Minimum unter diesen Werten. Fur jeden Punkt r t = , r n == r ', 

= 1 in SB' gilt dann, wenn r das Maximum unter den Werten r y be- 
deutet, mit Rucksicht auf (12): 

(19) + • • • + F n r; ^ Fr ^ > Fq. 

Fiir den Punkt r ± ' = q , . . ., r n ' = q , w = 1 in SB' wird 

Nun wird dureb die Bedingnng F x r^ + • • • -f F n r n ' (J£F V ) q aus 33' 
ein bestimmter konvexer Bereich ausgesondert, in dem fiir alle Koordi- 
naten r' obere Grenzen bestehen. In diesem endlichen Bereich wird der 
Ausdruck F^ + • • • + F n r n ' ein bestimmtes Minimum besitzen, das zu- 
folge (19) jedenfalls > 0 ausfallen wird und welches 3 1 2 heiBen moge. 
Es sei r 1 *==jp 1 ',... P r n ~p n r 7 w== 1 ein Punkt aus SB', in dem dieses 
Minimum eintritt. Dieses Minimum ist zugleich das Minimum von 
F^i + • * * + F n r n ' im ganzen Bereicbe SB', und also gilt in SB' stets 
F^'+ * • * + F n r n ' 3P und somit im Bereiche SB, der ein Kegel mit 
der Spitze im Nullpunkte ist, stets F ± r t + * •* + F n r n 3 l 2 w. Die Ebene 

(20) F ± r ± + -h F n r n = 3 l 2 w 

ist nunmehr eine Stiitzebene durch den Punkt r t = p t ' 9 . . ., r n = p n ' } 
w = 1 an SB, dieser Punkt somit jedenfalls ein Punkt aus SB, mithin das 
Yolumen von ^ (p v ') gleich 1. Es seien a, b, c die Koordinaten des 
Schwerpunktes von (p v ') und allgemein 

<lv=~F— aa v - bPv-cVv, 

so sind wegen J(p v r ) = 1 alle GroBen q v '> 0; es entsteht nun (q v ') 
durch Translation aus 9$ (jp v ') und hat den Nullpunkt o als Schwerpunkt. 
Wegen der fiir die GroBen F y vorausgesetzten drei linearen Gleichungen 
liegt auch der Pnnkt r t = q x ', . . ., r n = q n r , to = 1 in der Ebene (20). Da 
durch diesen Punkt nur eine Stiitzebene an SB geht, so leuchtet ein, daB. 

fiir das Polyeder ^(qj) der Inhalt der v tQn Seitenflache = ~ ausfallt. 

Das Polyeder y$(lq v ') ist dann ein solches mit F y als GroBe der v ten 
Seitenflache und 0 als Schwerpunkt, tragt mithin genau den im Lehr¬ 
satze geforderten Charakter. 

10. Es seien die n Richtungen (a v , P v , yj wieder so beschaffen, daB 
der Bereich a v x + /3 v y + y y z <j 1 sich nicht ins Unendliche erstreckt, und 
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es seien F v (v = 1, ..w) irgend » GroBen )>0, so daB J£F r a v = 0, 
2FJ V = 0, 2f vYv = 0 ist. Es sollen diese GroBen niclit samtlicb 

Null sein, so daB F t -\ -h 2^ — 0 > 0 ist; sie braucben aber jetzt 

nicbt samtlieli > 0 zu sein. 

Wir betrachten diejenigen Ricbtungen ( a v , /3 V , y v ), zu denen ein 
F v > 0 gegeben ist. Haben wir erstens den Pall, daB unter diesen Rieb- 
tungen sebon drei unabbangige yorkommen, so gibt es nacli dem Lebr- 
satze II unter den Bereicben $P(r r ) zu den gegebenen n Ricbtungen ein 
und nur ein Polyeder 5P(p„) je mit F v als GroBe der v ton Seitenflacbe fur 
v = 1, . . ., n und nocb mit beliebigem Schwerpunkte; wir wollen dann 
unter J (F v ) das Yolumen dieses Polyeders versteben. Zweitens mogen 
dagegen alle jene Ricbtungen (a r7 fi v9 y v ), fiir welcbe ein F v > 0 gegeben 
ist, einer einzigen Ebene E angeboren. Nabern wir uns dann dem ge¬ 
gebenen Systeme F v irgendwie vermittels solcber Systeme F®\ die dem 
zuerst genannten Falle entspreeben, und konstruieren fur diese jedesmal 
das zugehorige Polyeder ^3 (p v ^) wie soeben, so konvergiert fur diese 
Polyeder 9$ (p/ 0) ) die senkreebte Projektion ibrer Oberflacbe auf die Ebene 
E scblieBlicb nacb Null; es wird damit fur diese Polyeder aucb die 
kleinste unter ibren Breiten d (s. 2.) in den Ricbtungen dieser Ebene und 
zufolge der Formel (4): ^-Od>J also aucb J (F^) stets nacb Null 
konyergieren. In diesem zweiten Falle setzen wir demgemaB J (F v ) = 0. 
Endlicb werde, wenn alle GroBen F v = 0 sind, ebenfalls J (F v ) = 0 gesetzt. 

Auf solcbe Weise ist nun fiir jedes System F v in dem durcb 

(21) F,^0, 2F r a v = 0, ^F v , 3„ = 0, ^F vYv = 0 

definierten Bereicbe der Wert J (F v ) eindeutig festgelegt und stellt dieser Wert, 
wie aus dem Lebrsatze II und den eben gemaebten Bemerkungen leiebt er- 
sicbtlicb ist, eine stetige Funktion der F v in diesem ganzen Bereicbe vor. 

Wir setzen nun (J (F v )) 3 = Y (F v ). Dann gilt, wenn G v und E v 
(v = 1,.. ,,n) irgend zwei Systeme in dem Bereicbe (21) sind und nocb 
Y(JEQ > 0 ist, fiir jeden Wert t > 0 und < 1 stets 

Y((l - t)G v + tH v ) ^ (1 - t)V(G 9 ) + W(II V ), 
und zwar tritt das Zeicben = bier nur dann ein, wenn G 1 :. . .: G n 
= H,z...:E n ist. 

DaB in dem zuletzt bezeiebneten Falle diese Ungleicbung und zwar 
mit dem Zeicben = erfiillt ist, leuebtet obne weiteres ein. Nebmen wir 
nun an, es sei nicbt G ± : ...: G n = E x :. . .: E n . Nacb (18) gilt fiir 
jedes System yon GroBen r v 2> 0 stets 

(22) Gl r 1 + ...+ G n r n £ 3 Y(0XO, 

(23) E ^ + ..- + H n r n >Z^{E v )^ir v ). 
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Wegen ¥ (Hj > 0 und t > 0 gibt es ein bestimmtes Polyeder ^(p r ) mit 
(1 — t) G v + tH v als GroBe der v ten Seitenflache und dem Nullpunkt als 
Scbwerpunkt. Fur dieses Polyeder bat man dann 
((1 -f)G 1 + + • • • + ((1- 1) G n + tH n ) Pn = 3¥((1 - 1) G v + tR v )ip( Pr ). 

Es sind dabei die _p r samtlicb > 0 und gebt daber durcb den Punkt 
r i —Pi> ■ ■ ■) r n =Pn> w = nur e ™ e Stutzebene an 2S; nun gelten 

die TJngleicbungen (22), (23) aucb fur r 1 =p lt . . ., r n «= p n ; aus dem 
eben angefubrten Grunde und weil nicbt 

ist, bat dabei in der zweiten jedenfalls das Zeicben > statt. Man erhalt 
somit aus ibnen 

((1 - f) G t + tH 1 )p 1 +-- +(a-f) G n + tH n )p n > 3 ((1- 1) ¥ (ff ;+W (£))) * (j> v ) ■ 
der Vergleieh dieser Relation mit der day or angegebenen liefert un- 
mittelbar die zu beweisende Ungleichung. 

Es sei jetzt 0 eine beliebige positive GroBe. Unter alien Polyedern 
mit einer Gesamtoberflache = 0 gibt es, wie scbon in 7. aus- 
gefiihrt wurde, ein, bis auf Translationen vollig bestimmtes Polyeder 
wirklich mit n Seitenflachen, welches einer Kugel umbeschrieben ist. Es 
sei O r die GroBe der v ten Seitenfliiche bei diesem Polyeder. Ist dann 
F v (v = 1, ..., n) irgendein yon dem Systeme der (v = 1, .. n) ver- 
schiedenes System yon GroBen 0 im Bereiche (21) und gleichfalls mit 
der Summe F t + * • • + F n = 0, so gilt nach dem Lehrsatze I stets 
Y(-F v ) < Y (ct> v ). Betrachtet man nun t , u als Parallelkoordinaten in einer 
Ebene und faBt die Punkte 0<!£<il, u = ¥((1 — t)F v + t<& v ) ins Auge, 
so bilden diese Punkte nach den vorhin gewonnenen Ungleichungen 
daselbst einen nach der Seite der wachsenden u hin konvexen Zug, und 
nach der eben gemachten Bemerkung hat dabei u fur t = 1 seinen groBten 
Wert. Nach der Natur eines solchen Zuges muB nun, wenn auf dem- 
selben u zugleich mit t am groBten ist, auf seiner ganzen Ausdehnung u 
mit abnehmendem t bestandig abnehmen. Danach stellt J((1 — t)F v + 
im Intervalle 0 < t <[ 1 eine mit wachsendem t bestandig wachsende Funk- 
tion vor. Dam.it ist ein sehr bemerkenswerter neuer Prozefi gefunden, 
um von einem beliebigen der Polyeder ^{r^), welches nicht einer Kugel und 
zwar mit n JBeriihrungen umbeschrieben ist, zu einem Polyeder $$(*%) dieser 
besonderen Art uberzugelten so, dafi die Oberflache sich nicht dndert und 
das Volumen bestandig wachst. 

§ 5. Konrexe Korper mit Mittelpunkt. 

11. Es sei jetzt n eine gerade Zahl = 2 m und die 2 m Richtungen 
(pc v , 7v) (v—1, ...,2m) sollen aus m Paaren entgegengesetzter Rich- 
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tungen bestehen. Sowie sich unter diesen 2 m Richtungen drei unabliangige 
£mden, was wir jetzt voraussetzen wollen, zeigt sich bereits, daB der Be- 
reicb a v x + ft v y + Y v 0 — 1 < 0 (v*= 1, . . n) ganz im Endlichen liegt; 
denn es begrenzen alsdann die sechs Ebenen cc v x + ft v y + y v z = 1 Zll 
diesen drei Richtungen und den drei ihnen entgegengesetzten ein Parallel- 
epipedum, welcbes jenen Bereieb ganz in sieb scblieBt. 

Es sei 

(24) ~ fim + ju P/u? Ym + [i Y/u 0** * * •; ^)* 

Wir wollen nun von den Bereicben 5jS( [r v ) zu den 2 m gegebenen Rich- 
tungen nur diejenigen betrachten, bei weleben r m+jLl = y fiir ^ = 1, ..m 
ist; einen solcben Bereieb bezeiebnen wir durcb er ist stets ein 

Bereieb mit dem Nullpunbt als Mittelpunld, und baben wir dabei stets 
F m +^ = F^ (g = 1,.. m), unter F v die Grofie der v ton SeitenfUicbe des 
Bereicbs verstanden. Bezeiebnen wir das Volumen von } mit J{r^), 

so folgt aus (14) sogleieb 

^ a - ■0 W , 

und aucb die Bemerkungen uber das Eintreten des Gleicbheitszeicbens 
in (14) sind sinngemaB auf diese Ungleicbung zu iibertragen. Setzen wir 
VT {so ist danacb der durch 

r i > 0, • . •; r m > 0, 0 <w<ip{r M } 

definierte Bereieb in der Mannigfaltigkeit der m + 1 Variablen r lf .. .,r m) w 
ein Iconvexer Korper• und durcb jeden Punkt, wo r t > 0, . . r m > 0, 
w = 'tp{r jLl } ist, gibt es stets nur eine Stiitzebene an diesen Korper. 

Erwagen wir nun, daB fiir beliebige 2m GroBen F v 0 (v = 1, .. 2m), 
bei weleben F m+jLl = F^ ...,m) ist, wegen (24) die Gleicbungen 

2jF v cc v = 0, J£F v fi v =» 0, y?F v y v = 0 stets erfullt sind, so gelangen wir 
durcb ganz entspreebende tiberlegungen wie in 9. zu dem Satze: 

Lebrsatz III. Es seien (cc } ft , y ) fiir g = 1, . . m irgend m ver- 
schiedene Richtungen, von denen auch Iceine zwei einander entgegengesetzt 
sind und unter denen sich drei unabliangige fin den, ferner seien F^ fiir 
g = 1, .. m irgend m positive Groften, und 0 ein gegebener Punlct; dann 
gibt es stets ein und nur ein Izonvexes Folyeder mit 0 als Mittelpunlct und 
mit 2 m paarweise parallelen Seitenflachen , von denen je ein Paar als Mich- 
tungen der aufteren Normalen (a (3 , y u ) und (—a u9 —6 ui — y n ) und als 
Grofie der Seitenftache F M hxbrn! 

Wir zieben bieraus und aus Lebrsatz II sogleieb die weitere Folgerung: 

Lebrsatz IV. Ein Izonvexes Polyeder mit einer geraden Amahl von 
Seitenflachen , wobei diese paamveise parallel %md von gleichem Fldcheninhalt 
sind, ist stets ein Polyeder mit Mittelpunlct. 
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Denn es sei n = 2 m die Anzahl der Seitenflachen des Polyeders, 
(u v , /?„, y v ) fur v *= 1, . . n die Richtung der auBeren Normalen, F v die 
G-roBe seiner v ten Seitenflache, und man babe a m+/l « — /} » — 

y w + jM = “ ■Fffl + /Ie = ^ 0 = endlieh sei o der Schwerpunkt 

des Polyeders. Nach dem Lehrsatze II kann es uberhaupt nur ein konvexes 
Polyeder, also nur das vorgelegte geben, bei welcbem alle die eben er- 
wabnten Stucke in der betreffenden Weise eintreten; andererseits ist nacb 
Lebrsatz III zn diesen Stilcken speziell ein konvexes Polyeder mit o als 
Mittelpunkt vorhanden; mitbin ist das vorgelegte Polyeder notwendig ein 
Polyeder mit Mittelpunkt. 

12. Wir konnen weiter den Satz anfstellen: 

Lebrsatz Y. Wenn irgendivelche (nicbt notwendig konvexe) Polyeder 
in endlicher Anzahl , von denen jedes einen Mittelpunkt hat und die nnter- 
einander nur in Punkten der Begrenzungen zusammenstofien, durch Hire 
Vereinigung ein konvexes Polyeder erfallen 9 so hat dieses zusammengesetste 
konvexe Polyeder stets ebenfalls einen Mittelpunkt. 

Denn betracbten wir irgendeine Seitenflache § dieses so zusammen- 
gesetzten konvexen Polyeders 5)3. Es sei (a, (3, y) die Richtung der 
auBeren Norm ale von Unter den Einzelpolyedern, deren Vereinigung 
5)3 vorstellt, finden sich dann notwendig ebenfalls solche, welcbe sei es 
eine, sei es mehrere Seitenflaclien mit (a, /}, y) als Richtung der auBeren 
Normalen darbieten. Bei jedem bier in Betracht kommenden Einzel- 
polyeder treten, da das Polyeder jedesmal einen Mittelpunkt besitzt, sym- 
metrisch in bezug auf diesen, zu den Seitenflacben mit der auBeren 
Normalenrichtung (a, /?, y) ebensoviele Seitenflacben mit der auBeren 
Normalenrichtung (— a 7 — /3, —y) auf; und irgend zwei einander auf diese 
Weise entsprecbende Seitenflaclien haben stets gleichen Flacbeninhalt. 
Bilden wir den gesamten Flacheninhalt aller bei den Einzelpolyedern auf- 
tretenden Seitenflachen mit der auBeren Normalenrichtung (a, /3, y) und 
snbtrahieren davon den gesamten Flacbeninhalt aller bei ihnen auftreten- 
den Seitenflacben mit der auBeren Normalenriehtung (—a, —j3, — y), so 
muB dalier die Differenz == 0 sein. Nun wird, soweit diese verscbiedenen 
Seitenflacben im Inneren von 5)3 liegen, bier die Gesamtheit der Seiten¬ 
flacben der ersteren Stellung genau iiberdeckt von der Gesamtbeit der 
Seitenflacben der anderen Stelluno;: also verschwindet fur sicb der Teil 
jener Differenz, welcber sicb auf Seitenflacben bezieht, die (abgeseben 
vielleicbt von Punkten ihres Randes) ins Innere von 5)3 fallen. Weiter 
setzen diejenigen von den Seitenflacben der ersteren Stellung, welcbe auf 
die Begrenzung von 5)3 fallen, bier eben die Seitenflache § von zu “ 
sammen. Nunmebr leucbtet ein, daB nocb Seitenflacben der anderen 
Stellung iibrig bleiben, welcbe zusammen ein$ begrenzende Seitenflache 
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von 5p mit der auBeren Normalenrichtung (— a, —/3, — y) nnd genau von 
einem Flacheninhalt gleicli dem von § ergeben rnussen. Es sind danaeli die 
SeiteufLachen des konvexen Poljeders 5(3 paarweise parallel und von gleickem 
Flacheninhalt. Nach dem Lehrsatze IY ist somit 5(3 ein Polyeder mit Mittel- 
pnnkt. 

§ 6. Konvexe Restbereiehe. 

Die Gesamtheit der Punkte x, y, z, fur welche sowohl x, wie y, 
wie z ganze rationale Zaklen sind, soli das ZahlengUter heiBen; ein ein- 
zelner Pnnkt daraus heiBe ein Gitterpunkt . TJnter einem konvexen Best - 
bereich soli ein konvexer Korper $ von soldier Art verstanden werden, 
daB SJ = ^o,o,o <*ie Gesamtheit derjenigen Korper , die ans ® 000 
dnrch die Translationen vom Nullpunkte 0, 0, 0 nach den verschiedenen 
anderen Gitterpnnkten a, 6, c hervorgehen, den ganzen Kaum liickenlos 
iiberdecken, nnd zwar so, daB irgend zwei von diesen Korpern hochstens 
in Punkten der Begrenzung zusammenstoBen. 

Lehrsatz VI. jEin jeder konvexe Bestbereich ist ein konvexes Polyeder 
mit MittelpmH und wird von niclit mehr als 2 (2 s — 1) Seitenfiacken be - 
grenzt; dabei ist weiter jede Seitenflache ein konvexes Polygon mit Mittelpunkt. 

Beweis. Es sei $ = ® 0j0>0 ein konvexer Restbereick; man erkennt 
sofort, daB $ nicht einen ganz im Endlichen gelegenen konvexen Korper 
von einem Yolumen > 1 enthalten kann nnd somit selbst ganz im End- 
lichen liegen muB; also wird ® auck nur mit einer endlichen Anzahl der 
anderen Korper in Punkten der Begrenzung zusammenstoBen. Da der 

Korper ® von jedein dieser Korper mit dem er zusammentrifft, 

dnrch eine gemeinsame Stiitzebene geschieden werden kann, so daB die 
gemeinschaftlichen Punkte beider Korper in dieser Ebene und im iibrigen 
der eine ganz anf der einen, der andere ganz auf der anderen Seite von 
ihr liegt, so lenchtet zuvorderst ein, daB St jedenfalls ein von einer end¬ 
lichen Anzahl von Ebenen begrenztes konvexes Polyeder ist. 

Wir wollen nnter & denjenigen Korper versteken, der zn $ sym- 
metrisch in bezug anf den Nullpunkt liegt; dann ist S ebenfalls ein kon¬ 
vexer Restbereick, so daB die samtlichen Korper 8> abc , die ans S dnrch 
die Translationen nach den einzelnen Gitterpnnkten a , 6, c entstehen, den 
ganzen Ranm erfiillen und dabei je zwei nnter ihnen stets in den inneren 
Punkten durchweg verschieden sind. Es wird nun unter alien diesen 
Polyedern 2 aj6 c eine endliche Anzahl von solchen geben, welche ins Innere 
von $ eintreten; nnd der Korper St erscheint dann genau zusammen- 
gesetzt aus den einzelnen Polyedern, welche $ mit diesen einzelnen 
Korpern 2 a6>c gemein hat. Nun ist ein Bereich £^ c jedesmal sym- 
metrisch zu $ in bezug auf den Pnnkt ein Polyeder, welches 
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S und 2„ t „ gemein haben, wird danacb ein Polyeder mit 4r als 

Mittelpunkt sein. Es erscheint also S zerlegt in eine endliche Anzalil 
von Polyedern mit Mittelpunkt; nach dem Lelirsatze Y ist daher ® selbst 
ein Polyeder mit Mittelpunkt. 

Da durch eine Translation eines konvexen Restbereichs offenbar stets 
wieder ein solcher Bereich hervorgeht, so wollen wir jetzt der Einfaebheit 
wegen annehmen, es babe ® den Nullpunkt als Mittelpunkt. Betracbten 
wir nun irgendeine Seitenflache © von $ — ® 0 ,o,o? so gibt es unter alien 
iibrigen Polyedern eines oder mehrere, welcbe sicb an diese Seiten¬ 

flache mit einem Flachensttick (nicbt bloB mit Punkten einer Kante) an- 
legen. Ist ® 6jC ein derartiges Polyeder, so ist das Flachenstiick aus @, 
das $ nnd ® afdjC gemein haben, da & a)bjC symmetriscb zu £ in bezug auf 

den Punkt y, y, y ist, ein Polygon mit y, y als Mittelpunkt. 
Danacb erscheint das konvexe Polygon © zerlegt in Polygone mit Mittel¬ 
punkt, und von diesen ist nocb leickfc ersicbtlicb, daB sie untereinander 
nur in den Randern zusammentreffen konnen. Nun gilt ein dem Satze Y 
ganz entsprechender Satz fur zwei Dimensionen, und danacb ist die 
Flache © notwendig selbst ein Polygon mit Mittelpunkt. 

Wie sicb ferner ergeben bat, liegt auf der Flache ©, nocb von ihrem 
Rande abgeseben, mindestens ein Punkt y, y , y, wo a , b, c ganze 
Zablen sind. Dabei konnen a, 6, c niemals samtlicb gerade Zablen sein, 
weil die Gitterpunkte im Inneren der betracbteten Polyeder liegen. 

Andererseits kann kein Punkt Y ? bei ^ em a > c g anze 

Zablen, aber nicbt samtlicb Null sind, ins Innere von St fallen; denn 
sonst batte $ mit dem Korper einen inneren Punkt gemein. Es 

sei nun © eine Seitenflache von die von © und aucb von der zu © 

parallelen Seitenflache verscbieden ist, und y, y? y e ^ n bi dieser Seiten¬ 
flache, aber nicbt auf ibrem Rande gelegener Punkt mit ganzen Zahlen 
a, 6, c; dann kann nicbt a == a, 6 = 6, c c (mod 2) sein, da sonst 

a , c (j~ - - ein Punkt der eben besprocbenen Art im Inneren von 

S ware. Da es nun im ganzen 2 3 — 1 nacb 2 inkongruente und von 
0, 0, 0 (mod 2) verscbiedene Systeme a, b, c (mod 2) gibt, so bestebt 
danacb die Begrenzung von $ aus bocbstens 2(2 3 —1) Seitenflachen. 

Die Lehrsatze I—YI sind bier nur fur komplexe Polyeder im Raume 
von drei Dimensionen ausgesprocben, sie sind mit ibren bier auseinander- 
gesetzten Beweisen unmittelbar auf Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen 
Yeranderlichen zu tibertragen. 

Zurich, den 22. Juli 1897. 
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fiber die Begriffe Lange, Oberflache und Yolnmen. 

(Eeferat fiber einen Yortrag: Jahresberickt der Deutscken Mathematikervereiniguncr, 

Band IX, S. 115—121.) 

1. Der Begriff des Ausdehnungsintegrals in einer Mannigfaltigkeit: 
J*dx t dx 2 . .. dx n , d. i. fur n = 3 der Begriff des Volumens eines Keepers, ge- 
hort zu den elementarsten Begriffen in der Analysis des Unendlichen; es kniipft 
dieser Begriff unmittelbar an den Begriff der Anzalil an. (Vgl. C. Jordan, 
Cours d’Analyse, 2 e ed. ; T. I, pp. 18—31.) 

Wesentlich schwieriger als die Einfuhrung des Yolumenbegriffs ist 
die Begriindung der Lange einer Kurve als Grenze der Lange you Poly- 
gonen, die der Kurve geeignet eingeschrieben sind, und der Oberflache 
einer Immmen Fldche als Grenze der Oberflache von Polyedern, die in 
bezug auf die Flache geeignet konstruiert sind. 

Man kann jedoch diese anderen Begriffe Lange und Oberflache auch 
allein aus dem Begriffe des Volumens mittels eines einfaclien Grenz- 
uberganges entwickeln: 

Es sei C eine Kurve. Urn jeden Punkt von C als Mittelpunkt denke 
man sich eine Kugel mit dem Radius r abgegrenzt, unter r eine feste 
positive GroBe verstanden. Die Menge aller derjenigen Punkte des 
Raumes, welche in das Innere oder die Begrenzung von wenigstens einer 
dieser Kugel zu liegen kommen, definiert uns den Bereich der Entfermmg 
<r von ■der Kurve C. Es sei V(r) das Yolumen dieses Bereichs (falls 
ihm ein bestimmtes Yolumen zukommt), so kann der Grenzwert von 

-^pr fhr ein nach Null abnehmendes r (falls dieser Grenzwert existiert), 
als die Lange der Kurve C eingeftihrt werden. — Es sei F eine Flache. 
Man konstruiere in entsprechender Weise den Bereich der Entfernung < r 

von F. Es sei V(f) das Yolumen dieses Bereichs, so kann der Grenz- 
yr r \ 

wert von fiir ein nach Null abnehmendes r (vorausgesetzt, daB die 

GroBe V(r) sowie dieser Grenzwert existiert), als die Oberflache der Fldche 
F eingefuhrt werden. 
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Es ist einleucktend, daB hierbei zunachst die Lange einer geradlinigen 
Strecke und die Oberflache eines ebenen Dreiecks genau mit den ge- 
wohnlich dafiir angenommenen Werten sicb ergeben; infolgedessen werden 
uberhaupt in reguldren Fallen Langen und Oberflachen in dem eben er- 
klarten und andererseits in dem iiblicten Sinne die gleichen Werte vor- 
stellen. 

2. Die soeben gegebene Definition einer Oberflache fiibrt uns zu einer 
bemerkenswerten Yerallgemeinerung des Begriffs Oberflache, indem wir 
an Stelle von Kugeln beliebige einander ahnliehe und ahnlich gelegene 
konvexe Korper verwenden. Ick werde mich hier auf die Betrachtung ge- 
schlossener Flachen beschranken. 

Unter einem Iconvexen Korper verstehe ich eine Punktmenge im 
Raume, welche abgeschlossen ist, die Eigenschaft hat, mit einer beliebigen 
Geraden stets entweder eine Strecke oder einen Punkt oder keinen Pnnkt 
gemein zu haben, und endlich nicht ganz in einer Ebene liegt. Eine Jcon- 
vexe Flache bedeute die vollstandige Begrenzung eines konvexen Korpers. 
Denken wir uns nun einen beliebigen konvexen Korper K zugrunde ge- 
legt. Es sei G die Begrenzung von K und 0 irgendein bestimmter in- 
nerer Punkt von K. Ich will G die Flciche der Bistans 1 von 0 nennen 
(auch die Eichflciche der Distanmi). 1st P ein beliebiger Punkt und r 
eine positive Grofle, so soli dann unter der Flciche der Bistans 7 von P 
diejenige konvexe Flache H verstanden werden, welche P umschliefit und 
mit G ahnlich und ahnlich gelegen ist derart, daB je zwei gleicJigerichtete 
Radienvektoren von P nack H und von 0 nach G stets in ihren Langen 
das konstante Verkaltnis r : 1 darbieten. Der von dieser Flache FL um- 
schlossene konvexe Korper ist dann der Bereich der Distanz < r von P. 

Es sei nun F eine beliebige, ganz im Endlichen gelegene geschlossene 
Flache, d. h. eine Punktmenge, mittels deren der ganze Raum sich in 
zwei dbgeschlossene Mengen, A und J, zerlegt, von denen eine jede die 
Menge F als vollstandige Begrenzung besitzt und welche sonst unter- 
einander keinen Punkt gemein haben; dasjenige von diesen zwei durch F 
geschiedenen Raumgebieten, in dem keine Grenzen £iir die Koordinaten 
der Punkte vorhanden sind, A, heiBe der aufiere Baum, von F, das andere, 
J, der innere Raum von F. Wir denken uns urn jeden Punkt von F 
den Korper der Distanz r von dem Punkte abgegrenzt. Es sei Qa (r), 
bzw. Qj(r) der Teil des Gebiets A, bzw. des Gebiets J, welcher von der 
Gesamtheit aller dieser Korper iiberdeckt wird, weiter Ya (r), bzw. Yj (r) 
das Volumen von Q A (r), bzw. von Qj(r), so heiBe der Grenzwert von 

hQ, bzw Fj(r - fur ein nach Null abnehmendes r die verallgemeinerte 

Aujiendberflache, bzw. Innenoberflache (abgekurzt v. AO. bzw. y. JO.) yon F } 
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immer stillschweigend vorausgesetzt, daB die betreffenden Yolumina und 
Grenzen existieren. Die halbe Summe aus v. AO. und v. JO. von F 
heiBe die verallgemeinerte Oberflache von F. 

3. Die Existenz der bier in Frage kommenden Grenzwerte laBt sicb 
in einfacber Weise dartun, wenn die zu behandelnde Flache F y ebenso wie 
die Eicbflache der Distanzen G, eine Iconvexe Flache ist. Dann ist der 
innere Raum J von F ein konvexer Korper, und es sei C Q sein Yolmnen. 
Der Raum Qa(/) wird hier jedesmal auBer von F nocb von einer zweiten 
konvexen Fiacbe F A (r) begrenzt, der Flache derjenigen Punkte in A, fiir 
welehe die kleinste Distanz von den Punkten in F gleick r ist. 

Sind zunachst sowobl J wie K Polyeder, d. b. je von einer endlichen 
Anzabl von Ebenen vollstandig begrenzt, so wird aucb der von F A (r) 
begrenzte konvexe Korper bei beliebigem Werte des r ein Polyeder sein. 
Bei Zugrundelegong irgendeines Parallelkoordinatensystems erweisen sicb 
alsdann die Koordinaten der Ecken von F A (r) als ganze lineare Funk- 
tionen von r, und vermoge der dreireibigen Determinanten fur Yolumina 
von Tetraedern erscbeint hernach V A (r) als eine bestimmte ganze Funktion 
dritten Grades von r, d. b. der vierte Differentialquotient der Function 
V A (r) ist gleich Null. 

Nun kann man eine beliebige konvexe Flache stets durch zwei Poly- 
ederflacben annahern, von denen die eine ganz im inneren Raume ; die 
andere ganz im auBeren Itaume der Fiacbe verlauft, und welclie mit- 
einander ahnlicb und abnlicb gelegen sind, und zwar noch derart, daB 
dabei das lineare Dilatationsverhaltnis zur Erzeugung der zweiten Poly- 
ederflache aus der ersten beliebig nabe an 1 liegt. (Ygl. meine Geo¬ 
metrie der Zahlen, S. 33.) Wenden wir diesen Hilfssatz sowohl in bezug 
auf die eine Fiacbe F 9 wie aucb in bezug auf die Eicbflache G an, so zeigt 
sicb, daB jene Eigenscbaft des Yerschwindens des vierten Differenzen- 
quotienten von V A (r) sicb von Polyederflachen sofort auf zwei beliebige 
konvexe Flachen F, G ubertragt. Danach wird in alien Fallen das Yo- 
lumen des von F A (r) begrenzten Korpers einen Ausdruck baben: 

W(r) = C Q + V A {r) = C Q + SC ir + 3G 2 F + C\r*, 

wo C 0 , C u C B gewisse von r unabhangige Konstanten sind. 

Nunmekr wird 3 C ± die verallgemeinerte AuBenoberflacbe von F. 

Man erkennt leicbt, daB bei Yeranderung des Punktes 0 im Inneren 
von K die GroBen C 0 , C XJ C 2 , C z sicb nicht andern, daB sie also nur 
von den zwei Flacben F und G, nicbt von dem Punkte 0 abbangen. Yer- 
tauscht man die Rollen dieser zwei Flacben, so treten an die Stelle von 
C 0) 3 C 1} 3 C 2 , C B die Werte C 3 , 3 C 2) 3C 1? (7 0 . Es ist also C 8 das Vo- 
lumen von K und 3 C 2 die v. AuBenoberflacbe von G } wenn F als Eicb- 
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flache der Distanzen benutzt wird. Alle GroBen C Q , G lf C 2f C 3 sind da- 
nach positiv. 

Fur den hier eingefiihrten Begriff der y. AuBen oberflache heben wir 
als in gewissem Sinne charaJcteristisch die Eigenschaft heryor: 

Enthalt ein Iwnmxer Korper einen anderen konvexen Korper in sich , 
so lesitzt stets die Begrenmng des ersteren Korpers eine grofiere v. Anfien- 
olerflache. 

Weiter laBt sich zeigen: Die y. Innenoberflache einer konvexen Flache 
F ist gleich dem Werte, der fur ihre y. AuBenoberflache entsteht, wenn 
die Eichflache der Distanzen G durch die zu ihr in bezng auf den Punkt 
0 symmetrische Flache ersetzt wird. Danach erweisen sich y. AuBen- 
oberflache und v. Innenoberflache fur eine konyexe Flache F stets als 
gleich, wenn die Eichflache eine Fldclie mil Mittelpunkt ist, 

Wird nunmehr als Eichflache eine Kugelflache vom Radius 1 ge- 
nommen, so erweist sich 30^ als die Oberfldche der konvexen Flache F 
im ublichen Sinne , wahrend alsdann 3(7 2 die gesamte mittlere Kriimmung 
yon F darstellt. 

Endlich machen wir die folgende Bemerkuug: 

Sind F und G miteinander ahnlich und ahnlich gelegen (worunter 
der Fall einzubegreifen ist, daB die Flachen durch bloBe Parallelyerschiebung 
auseinander heryorgehen), so ergibt sich 

c,_ c s V c a ■ 

4. Yon diesen Betrachtungen will ich hier hauptsachlich Gebrauch 
machen, um einen neuen und strengen Eeweis fiir den Satz zu geben, da/5 
unter alien konvexen Korpern von gleichem Volumen die Kugel die Ideinste 
Oberfldche hat , und um mgleich diesen Satz auf einen inhaltreicheren und 
analytisch einfacheren zuruckzufiihren . 

Ich stutze mich dabei auf den folgenden, yon Herrn H. Brunn*) be- 
wiesenen Satz: 

Es seien F 0 und J x zwei beliebige konvexe Korper, die nicht mit- 
einander sowohl ahnlich wie ahnlich gelegen sind, vom Volumen W 0 
bzw. W v Yerbindet man jeden Punkt von J 0 mit jedem von J t und 
teilt die Yerbindungsstrecke jedesmal in einem festen Verhaltnisse t: 1 — t , 
wobei 0 < t < 1 ist, so erfiillt die Menge aller verschiedenen solchen Teil- 
punkte wieder einen konvexen Korper J t und gilt fur dessen Yolumen W t 
die Ungleichung: 

_ m>( 

*) Inauguraldissertation, Miinchen, 1887, S. 31. — Herr Biunn hat freilich an 
der angefiihrfcen Stelle ausdriicklich die Meinung geauBert: „Zum Beweise der 
Maximaleigenschaft der Kugel laBt sich dieser Satz nicht verwenden.“ 
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Wir nelimen nun an, es seien die Flachen F und G nicht einander 
ahnlich und ahnlich gelegen, nnd konnen alsdann diesen Satz in der 
Weise anwenden, daB wir fur J Q nnd die zwei konyexen Korper nelimen, 
welclie yon zwei der oben betracbteten Flachen F A (^r) fiir irgend zwei 
Werte r =» r 0 nnd r = r ± begrenzt werden; fur J t ersclieint bierbei der yon 
F A (r) fiir r = (l — t)r 0 + tr ± begrenzte Korper. Die entstehende Un- 
gleichnng kommt nun daranf hinaus, daB die durch 

fiir r 0 dargestellte Kurve, wenn man r und w als Abszisse und Ordi¬ 
nate in einer Ebene deutet, iiberall konyex auf ibrer der r-Acbse ab- 
gewandten Seite ist, oder anders formuliert, daB 

A'Vwi?) 0 

dr 2 


ist im ganzen Bereiche r 0. 

Fiihren wir den in 3. gewonnenen Ausdruck yon W(r) ein, so muB 
danacb 

5 A 

-T W')] 3 = (4* - C 0 C t ) + (C{C% C 0 C 3 )r + (C 2 2 - C[C 3 y 

fiir alle Werte r 0 stets >0 sein. Hierfdr wieder sind die zwei Be- 

dingungen 

(I) C'-C&X), 


(II) 


0 2 2 -C 1 C s > 0 


oder also die Ungleicbungen 


c\ ^ a, ^ c s 


erforderlich und binreicbend. 

Beacbten wir, daB wir die Rollen der beiden Flachen F und G yer- 
tauscben konnen und daB alsdann an Stelle der GroBen C 0 , G 1 , C 2> C d 
diese GroBen in umgekebrter Folge treten, so seben wir, daB yermoge 
dieser Rezip rozitat die Ungleicbung (I), fur swei belichige honvexe Flachen 
genommen, bereits die Ungleicbung (II) in sich scblieBfc. 

Nun leiten wir aus (I): 

cs>c 0 *cs, 

dann aus (II): 

0 <W> CJC^, 

also mit Elimination yon C 2 : 

> @o 2 C$ 

ben Nehmen wir jetzt fiir die Eiebflacbe der Distanzen eine Kugelflacbe 
vom Radius 1, so ist 



liber die Begriffe Lange, Oberflache nnd Yolumen. 


127 


ferner C 0 das Yolumen und 3 C t die Oberflache des you F begrenzten 
Korpers im gewohnlichen Sinne; setzen wir 

c 0 -~z s , 

so folgt daber 3C f 1 >4?tJJ 2 ; d. i. der Satz, daB unter alien konvexen 
Korpern von gleichem Volumen die Kugel die kleinste Oberflache besitzt. 

Diese Eigenschaft der Kugel erscbeint aber liier als AusfluB des weit 
allo'emeineren und analytiscb einfacberen Theorems 

welches sicb auf zwei beliebige konvexe Korper beziebt. Dieses Theorem 
liefert im speziellen, wenn man fur einen der Korper die Kugel nimmt ; 
zwei neue ; die Kugel unter alien konvexen Korpern cbarakterisierende Be- 
ziebungen: Namlieh unter alien konvexen Korpern von gleicber Oberflache 
besitzt die Kugel erstens die Heinste mittlere Krummung, zweitens das 
grojite Product aus Volumen und mittlerer Krummung. Aus beiden Satzen 
zugleich resultiert als Folgerung jene bekannte isoperimetriscbe Eigen¬ 
schaft der Kugel. 

5. Der SchluB des Vortrags brachte nocb ein Theorem liber die 
Bestimmung einer geschlossenen konvexen Flache, wenn fur sie in jedem 
Punkte die GauBische Krummung als Funktion der Normalenrichtung in 
dem Punkte beliebig vorgeschrieben ist. 
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Uber die geschlossenen konvexen Flacken.*) 

Im folgenden teile icb einige Resultate einer Untersuchung fiber ge- 
schlossene konvexe Flacben mit. Icb bin zu dieser Untersuchung durch 
den Satz, dab unter alien Korpern gleichen Volumens die Kugel die kleinste 
Oberflacbe bat, angeregt worden. 

Der Einfacbbeit wegen will ich mich bier auf die Betracbtung solcber 
konvexer Flacben bescbranken, die in jedern Punkte eine bestimmte Tan- 
gentialebene und bestimmte endlicbe Hanptkriimmungsradien baben. 

1. Es bedente 9. die Kugelflacbe mit dem Nullpunkte 0 als Mittel- 
punkt vom Radius 1, und es seien cos ip sin O', sin ip sin 0, cos 0 die 
Koordinaten eines beliebigen Punktes IT dieser Kugelflacbe. 

Es bedente K einen beliebigen konvexen Korper; es sei 

x cos ip sin 0 -f y sin ip sin 0 + # cos 0 = H 

die Grleicbung derjenigen Tangentialebene an die Oberflacbe von K, welcbe 
die Ricbtung OTT als aufiere Normale bat. Dabei stellt dann H eine ein- 
deutige Funktion auf der Kugelflacbe Q vor, und durclr Angabe dieser 
Funktion i?(0, ip) ist der Korper K bereits vollstiindig bestimmt. 

Setzt man 

Tt = d H±rr c E g 2 g cos &dii 

3 S' 5 ' ’ sinO d&dip sin 2 O’ Sip 7 

T = JL I J_ TT 

sin 2 0 lip* ' sinO 30 J 

so ist Rw 2 + 2Suv + Tv ! eine positive quadratiscbe Form. Bekanntlicb 
ist JR + T die Summe, ET— S' das Produkt der Hauptkrfimmungsradien 
im Berubrungspunkte jener Tangentialebene. 

*) Diese Abhandlung ersehien in den Comptes rendus de l’Academie des Sciences, 
Paris 1901, t. 132, pp. 21—24, in einer vom Yerfasser herruhrenden franzosischen 
tibersetzung unter dem Titel: Sur les surfaces convexes femes. Dieser Abdruck folgt 
dem deutscben Originalmanuskript. Einige Zusatze der franzosischen Ausgabe sind 
ubersetzt und in Elammern [] kinzugefugt worden. (Anm. d. Herausg.) 
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2. Es seien nuu K x , lu, K,, irgencl drei konvexe Korper, und die 
Grofien H, R, 8, T fiir sie mogen durch Hinzuffigen von Indizes [bzw\ 1,2,3] 
unterscliieden werden. 

Icli bezeichne alsdann den Wert des Integrals 

\Jh^R 2 T s - 2S. 2 S s A T s R 3 )dco = A 12S! 

erstreckt iiber alle Elem elite dco = sin Q'd&dip der Kugelflacke Q, als das 
gemischte Volunien der Korper K x , K 2 , K s . 

Dieses Integral fallt stets positiv aus, mid der Wert dieses Integrals 
andert sich nicht, wenn die Korper irgendwie pcrmidieri werden, ferner 
aueh nicht, wenn die Korper irgendwelchen Translationen imterworfen 
werden. 

Sind die drei Korper identisch mit einem einzigen Korper, so stellt 
das Integral das Yolnmen dieses Kdrpers vor. 

3. Drei konvexe Korper K x , K 2 , 2T 3 mogen unahhcingig heiBen, wenn 
zwischen ihren Funktionen H x , II 2 , H 3 beine identische Relation 

tv t H x + u \ 2 JS 2 + w 3 Hj = % 0 cos ip sin & + y 0 sin ip sin # + cos ^ 

mit irgendwelchen 6 [von & und ip unabhangigen] Konstanten u\, w 2 , it\, 
%o,yo>2o besteht. 

Sind K x , K 2 , 7i 3 beliebige konvexe Korper mit den drei zugehdrigen 
Funktionen II X , II 2 , II % und sind w x , iv % irgendwelche Konstanten ^ 0, 
jedoch nicht alle drei gleich Null, so wird durch die Funktion 

H === iu x H x + iv 2 H 2 + w z H z 

jedesmal wieder ein konvexer Korper K bestimmt. Das Yolnmen dieses 
Korpers ist alsdann 

F(w x , w 2 , ie s ) ==yj8y;A ikt W t w t iv, (i, k, l = 1, 2, 3), 

i li l 

wo A ihl das gemischte Yolumen vo nK i7 K kJ K x ist. Nunmehr gilt folgendes 
Theorem: 

Die Flache 

F(w x , w 2 , iv B ) = 1, 

[wo w x , w 2 , w 3 als rechtwinklige Koordinaten aufgefaBt werden] ist im 
Grebiete tv x 0, w 2 ^ 0, w s 0 eine Iconvexe Flache, welche Hire Konvexitat 
nach der dem Nullpunlde abgewandten Seite Icehrt 

Sind K x , K 2 , K b unabhangig , so enthalt diese Flache auch niemals eine 
geradlinige Stredce . Alsdann ist die Determinante 

^-111 ’ ^112? ^113 

•^-121 > ^-122 > ^123 I > 0 

^■131? ^-132? ^-133 

Minkowski, G-esammelte Abkandlungen. II. 
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und smd die zwei entsprechenden Determinanten [die als 
oder 3 an Stelle von 1 enthalten] positiv und sind 



ersten Index 2 


und alle entsprechenden Verbindungen sdmtlich negativ. 

Insbesondere folgt daraus: 

Sind zwei Tzonvexe Kbrper K x , K 2 nicht dhnlich und dhnlich gelegen, 


so gilt stets 


“^•111 ^122 ^ n2 7 ‘^‘112■^'222 < Asa - 


Hierin ist A nl das Volumen von K 1 . Nimmt man nun insbesondere K 3 
gleich einer Kngel vom Radius 1, so wird ferner 3 A n2 die Gr'6/ie der Ober- 
flache von K x und weiter 3^4 122 die gesamte mitllere Kriimmung diescr Flciche 
wakrend endlich A 222 = — ist. Auf diese Weise erlialt man die Satze: 

Unter alien honvexen Kbrpern von gleicher Oberfldche hat die Kngel 
das grofite Produkt aus Volumen und mittlerer Kriimmung, ferner die Ueinste 
mittlere Kriimmung und durch heides schliefilicJi das grbjite Volumen . 

Eine andere Folgerung der letzten Ungleichungen ist diese: 

Hat ein Iconvexer Kbrper ein Volumen = 1 7 ohne ein Wiirfel mit Seiten - 
flachen parallel den Koordinatenebenen m sein, so ist stets das arithmetische 
Mittel aus den Flacheninhalten seiner drei ProjeJctionen auf die drei Ko¬ 
ordinatenebenen > 1. 


4. Es sei G(fr, if) eine auf der Kugelfldche Q cindeutige und stetige 
FunMion 9 tvelche daselbst iiberall > 0 ist, and nock der art beschaffen ist, 
daji die drei Integrate 


/ cos 'll? sin-S’ 7 C sin il; sin^ 7 /^cos#* 7 

- - Q - dco, J -^- dco, J -g-dw, 


iiber diese game Kugelfldche erstrecld, sdmtlich verschurinden. Alsdann 
existiert stets ein Iconvexer Kbrper K, fur den die Gaufiische Kriimmung in 
dem Punlde, dessen dufiere Nor male die Kick tungshos inus cos ijj sin 
sin ip sin#, cos ^ hat, gleich f) ist, und dieser Kbrper ist bis auf eine 
beliebige Translation, die man Him noch erteilen Icann, eindeutig bestimmt. 

Man kann namlich unter alien konyexen Kdrpern vom Volumen 1 
zunacbst einen Korper derarfc bestimmen, daS fur seine Funktion II der 


Wert des Integrals 



moglichst klein ausfallt. Dieser Korper ist bis auf eine Translation yollig 


bestimmt; erlangt fur ihn das Integral J den Wert l, so entstelit aus 
diesem Korper durcli Dilatation im Verbaltnis ]/X: 1 der gesuchte Korper K, 


fur den BT — S 2 = ~~ ist. 

Cr 
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Theorie der koiiyexen Korper, insbesondere Begrimdung 
ilires Okerflaclienbegriffs.*) 

I. Kapitel. 

Die konvexen Korper als Punktgebilde. 

§ 1. Definition der konvexen Korper. 

Eine Punktmenge soil ein honvexer Korper beifien, wenn sie 1° mit 
einer beliebigen Geraden jeclesmal sei es eine endlicbe Strecke, sei es 
einen Punkt, sei es keinen Punkt, gemein bat und 2° nicbt ganz in einer 
Ebene gelegen ist. 

Es sei $ ein konvexer Korper. Nacb Voraussetzung enthalt $ irgend 
vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte a, b, c, b. Mit a und b ent¬ 
halt $ nacb Voraussetzung von der durch a und b gehenden Geraden 
jedenfalls die ganze Strecke ctb, sodann mit c jeden Punkt des Dreiecks ctbc, 
weiter mit b jeden Punkt des Tetraeders abcb. Es besitzt also die Punkt¬ 
menge 0 jedenfalls auch innere Punkte. — Indem wir eine Parallel- 
verschiebung (Translation) von S zulassen, konnen wir einen beliebig ge- 
gebenen Punkt als inneren von $ annehmen. 

§ 2. Die Distanzfimktion fur einen konvexen Korper, welclier den 
Nnllpunkt iin Inneren enthalt. 

Der konvexe Korper $ entbalte den Anfangspunkt o der rechtwinkligen 
Koordinaten x y y, z als einen inneren Punkt. 

Ziehen wir vom Nullpunkte o aus in einer beliebigen Riehtung einen 
geradlinigen Strahl, so mufi dieser nach 1° mit $ jedesmal eine bestimmte 
Strecke op 0 gemein baben. Es seien x 0 , y Q , # 0 die Koordinaten des End- 
punktes p 0 dieser Strecke, so wollen wir, wenn x } y, 0 die Koordinaten 

*) Diese bisher uuveroffentlichte Abhandlung, die sich im Naeblafi gefunden 
bat, ist der erste Teil eines grofieren Werkes tiber die Tbeorie der konvexen Korper. 
Vom zweiten Teil sind nnr wenige Paragraphen ansgefiibrt, deren Resultate, wenn 
aucb nacb andern Metboden atgeleitefe, in die Abhandlung ,,Volumen and Ober- 
tacbe u nbergegangen sind. (Anm. d. Herausg.) 


9 



132 


Zur Geometric. 


eines vollig beliebigen Punktes p jenes Strables sind, clen 
Wert der Quotienten 


x 

x o 


y _ s 

Vo ~~ 


= fix, y, s ) 


gemeinsamen 


setzen und die so entstehende Funktion f(x, y, z) die Distantfunldim des 
Korpers $ nennen. 

Fur die verschiedenen Punkte p 0 ist dann f(pc ()? y 0 , z 0 ) = 1^ und fiir die 
Punkte der Menge $ und nur fiir diese Punkte gilt f(x y, z) < 1. Die hier 
eingefiihrte Funktion f(x, y, z) besitzt nun die folgenden Eigenscbaften: 

1. Fiir jedes von 0 ; 0 ; 0 verschiedene Wertsystem x, y 7 z ist f(x. y, z) > 0- 
ferner ist f(0, 0, 0) = 0; 

2. Man hat immer 


f{tx, ty, tz) = tf(x, y, z), 

wenn t > 0 ist. 

3. Pur beliebige zwei Systeme x u y L ,s l ] x .,, y .,,gilt allgemein: 

fix i> Vi > s i) "1“ ^ f(x x -|- x.,, y l -[- i /.,, ,~ L -f- ,i\f). 

Ist eines der Systeme mit 0, O, 0 identisch, so verstckt sick diese 
Relation wegen f(0, 0, 0) = 0 von selbst. Wenn = h > 0 ist, 

folgt sie aus 2. Nehmen wir jetzt an, es seien die Punkte l Ju k) 
und p s (x 2 , t/i,e s ) von o versckieden und auck die Eicktimgen opj und op., 
Toneinander yersckieden. Wir setzen 


fipD Vi, &x) "t~ f( x 2 > y%) S s) — s, f (ay y L , sf) — is, f ft,,, y„, zf) = (1 — f)$; 

dabei ist 0 <] i <T 1. Es sei q, der Punkt mit clen Koordinaten ' %l — -- 

ts’ ts’ ts 

und q 8 der Punkt mit clen Koordinaten ^- f) -; fur den 

einen wie fiir den anderen Punkt wird daim nacli 2.: f(x,y, s) == 1. Es 
gekoren diese Punkte also zur Menge t und muB iufolgedessenauck jeder Punkt 
der Strecke q x q 2 zu $ gekoren, insbesondere also der Punkt £q : + (1 — t)q 2 
(d. k. der Sckwerpunkt von q x und q 3 , wenn dem Punkte q t die Masse t, 
dem Punkte q 2 die Masse 1 - t beigelegt wird). Dieser Punkt hat die Koor¬ 
dinaten —-y , — ~~ -y~- und folgt nunmekr fur ikn f(x, y, z) <( 1, 

d. i. mit Rticksicht auf 2. die Ungleichimg in 3. 

Die Beziekung /’(— x, — y, — z) = f(x 7 y y $) wird dann und nur dann 
statthaben, wenn der Korper $ den Punkt 0 als Mittelpunkt kat. 


§ 3. Stetigkeit der Distanzfunktion und Folgerungen. 

Aus 3. folgt 

fi x > y, z) <; fix, y, 0) + f{ 0, 0, g) £ fix, 0, 0) + /(0, y, 0) -f /(0, 0, g). 
Es werde der groBte Wert unter den seeks GroBen f{± 1, 0, 0), fi 0, ± 1,0), 
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f(0 9 0, ± 1) mit G bezeicbnet, so folgt bieraus mit Riicksicht auf die 
Regel 2. in § 2 weiter: 

(i) + \y\ + |*|). 

Das dureli \%\ + \y\ + \#\ <> definierte Oldaeder nnd urn so mehr der 


durcb 


\oo\< 


3 G’ 




definierte Wiirfel sind danach ganz im Korper $ enthalten. 

Nun gebt aus der Regel 3. in § 2: 

(2) /*( CCfy 2 / 2 ; %) f(% 2 + *^ 1 > 2/2 ~b 2/l? ^2 ~b ^l) f(p 1} Vv> &l) ^ r(*^2? 2/$> %); 

also 

I /'(^2 ”b 2/a "1” 2/i? ^2 ~b * 1 ) 9 #i) | ^ G (| # 2 1 “b 1 2 / 2 1 ~b | # 2 1) 

< ]/3 Cr ]/^ 2 2 + ?/ 2 2 + ^ 2 2 

bervor. Diese Bezieliung zeigt, daB f(x 9 y, z) eine stetige Funktion der 
Arguments x 9 y, z ist. 

Wir wollen stets mit © die Kugelflache vom Radius 1 mit deni Null- 
punkt 0 als Mittelpunkt bezeicbnen, also den Bereich derjenigen Punkte 
a : [3, y, fur welcbe cr-f-/3 2 +^ 2 = 1 ist. Unter einer Bichtung (cc,p,y), 
wobei dann stets a, (3, y die Koordinaten eines Punktes r dieser Kugel¬ 
flache @ bedeuten sollen, werden wir die Richtung von 0 nach r yerstehen. 

Der Ausdruck f(a, j3, y) wird als stetige Funktion seiner Argumente 
cc } (3, y in dem dbgeschlossenen Bereiche der Kugelflache @ ein bestimmtes 
Minimum besitzen. Der Wert dieses Minimum wird wie alle Werte ; 
welcbe f(pc 9 y, z) auBerbalb des Nullpunktes hat, wesentlicb positiy sein. 
Wir bezeicbnen ibn mit ~ 7 wobei dann 11 eine bestimmte positive endliche 
GroBe sein wird. Ferner wird f(a 9 (3, y) auf © ein bestimmtes Maximum 
haben, das wir = — setzen. Dabei gilt jedenfalls (?<!-“. Wir haben 

nun auf© stets — f(ct 9 {3, y) . Auf einer Kugelflache von einem 

Radius i mit dem Mittelpunkt 0 wird dann stets ~ ^ f(x } y, z) ^>-g- sein, 
d. b. es gilt allgem ein 

(4) jrY^ + y 2 + ^ ^ fix, y, i) f^^Yx 2 + y 2 + 

Zieben wir zunachst die untere Grenze fur f(x, y, z) bier in Betracht, 
so entbalt danacb die Kugel vom Radius B und um so mebr der durcb 

\x\ <*B, \y\l£B, \z\^B- 

definierte Wiirfel den Korper I? ganz in sicb. Insbesondere ist biernacb 
ein konvexer Korper stets ganz im Endlichen gelegen ? das soli heiBen, es 
bestehen stets fur die Koordinaten seiner Punkte obere und nntere Grenzen. 
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Wegen der Stetigkeit der Funktion f(oc , y, z) ist der konrexe Korper ® 
stets eine abgeschlossene Punktmenge, d. k. alle Hciufungsstellen dieser 
Menge sind in ihr sellbst enthalten, imd wird die Begrenzung dieser Mena-e 
genau you denjenigen Punkten gebildet, fur welche f(x, y, z) = 1 ist. Die 
Yollstandige Begrenzung eines konvexen Korpers bezeiclmen wir als eine 
lzonvexe Fldche. 

Derjenige Punbt x, y , z der Begrenzung von ^ welcber in einer be- 
stimmten Richtung (a, ft, y) Yon 0 aus liegt, wird bestimmt durck 


x 

(X 



ffay, f) 

7) 


und f(pc, y, z) = 1, 


also ist 77 —s—r seine Entfernung vom Nnllpunkte. 
f(*> ft y) ° 

Die Eigensekaft 1° (§ 1) einer Punktmenge 5?, xnit jeder Geraden eine 
Streeke oder einen Punkt oder keinen Punkt gemein zu haben, konnen 
wir in vielen Fallen vorteilkafter durck die Gesamtkeit der folgenden drei 
Eigensckaften ersetzen: 

la) Hit irgend zwei Punkten der Menge gehort stets auck jeder 
Punkt der dieselben Yerbindenden Streeke zur Menge, 

lb) die Menge ist ganz im Endlicken gelegen, 

1 c) sie ist eine abgescklossene Punktmenge. 

DaB die Eigensekaft 1° bei einer Punktmenge, die nickt ganz in einer 
Ebene liegt, diese Eigensckaften la), lb), 1c) liack sick ziekt, kaben wir 
soeben geseken. Indem wir zu diesem Satze fur den Raurn die analogen 
Tatsacken fur die Ebene und die geracle Linie kinzunehnien, erkennen wir 
ganz allgemein, daB aus der Eigensekaft 1° die Eigensckaften la), lb), 

lc) folgen. 

Setzen wir nun umgekekrt fur eine Punktmenge S? die drei letzteren 
Eigensckaften voraus. Betrackten wir irgendeine Gerade, die wenigstens 
zwei Punkte yoh $ entkalt, und bestimmen wir die versekiedenen Punkte 
auf der Geraden mittels einer Kartesischen Koordinate. Wegen lb) haben 
wir dann die Werte dieser Koordinate bei alien denjenigen Punkten der 
Geraden, welcke zn S gehoren, eine obere und eine untere Grenze. Wegen lc) 
gekoren die diesen Grenzwerten der Koordinate entspreckenden zwei Punkte 
der Geraden dann ebenfalls selbst zu und wegen la) hat dann $ mit 
der Geraden genau die diese zwei Grenzpunkte verbindende Streeke gemein. 

Nunmekr konnen wir die kisher erlangten Resultate in folgender 
Weise nmkekren: 

let f(x,y,z) eine beliebige Funktion mit den in § 2 bei 1., 2., 3. 
angegebenen Eigensckaften, so stellt der durch f(x , y 7 z) < 1 definierte 
Bereick $ stets einen konYexen Korper mit deni Nullpunkte als innereu 
Punkt Yor. 
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Denn die betreffende Funktion f(x 9 y, z) 1st jedesmal stetig und danach 
der Nullpunkt, fur den f(0 9 0, 0) — 0 ist, ein innerer Punkt von die 
Menge $ also gewiB nicht ganz in einer Ebene gelegen, ferner ist dann ® 
ganz im Endlichen gelegen nnd abgeschlossen. Endlich gilt noch die 
Eigenscbaft la). Denn sind y^ y #i) nnd p 2 (# 2 , y 2; # 3 ) irgend zwei 

verschiedene Punkte ans K, also dafur «/ 1? j 0 x ) <1 1, f(x«, y %9 z 2 ) und 

ist i ein Wert > 0 und < 1, so folgt filr den Punkt % + (1 — t)p 2 der 
Strecke p x p 2 aus § 2, 2. und 3.: 

f(tx t + (1 — t)x 2 , + (1 — % 2 , + (1 — tf)s 2 ) <£* + (1 — $) = 1, 

es gekort also die ganze, p x und p 2 verbindende Strecke zu S. 

§ 4. Polyeder. Stiitzebenen. 

Bedeutet p einen Punkt mit den Koordinaten x 7 y, z und s eine Kon- 
stante, so soil der Punkt, dessen Koordinaten die Werte $x 9 sy , sz haben, 
mit sp bezeichnet werden. Sind p r (x' 9 yt 9 2 ) und p"(%" 9 y" 7 2 ") zwei Punkte, 
so soli unter p' + p" der Punkt mit den Koordinaten %'+%" 9 y'+y", z'+z" 
verstanden werden. — Bedeutet eine Menge von Punkten p und 5 eine 
Konstante, so soil s® die Menge der Punkte sp vorstellen. 

Sind p 17 p 2 , . . p n eine endliche Anzahl yon Punkten, so bildet die 
Gesamtlieit aller derjenigen Punkte p, welcbe sicb in der Form 

(5) p = ^iPi + +-h t n Pn 

darstellen, so daB dabei 

( 6 ) 4 ^ 0 , t 2 ^ 0 ,..., t n 0 , t t -f- 4 + * * * + t n = 1 

ist, einen Bereieh, der die Eigenscbaften la), lb), lc) eines konvexen 
Korpers besitzt, und den wir als den konvexen Bezirk (p 1; p 2 ,. .., p n ) be- 
zeicknen wollen. Der Bereich entkalt die Punkte p t9 p 27 . . ., p n und muB 
in jedem konyexen Korper, der diese Punkte samtlick aufnimmt, stets voll- 
standig enthalten sein. 

Besitzt einer jener Punkte, z. B. p n auBer der selbstverstandlieken 
Darstellung £*=(), . . ., t n _ x = 0, 1 nocb eine zweite Darstellung in 

der Form (5) und (6), wobei dann also t n <. 1 ist, so erweist sick da- 
dureh p n bereits als Punkt des konvexen Bezirks (p 19 p 2 ,. . p n _i) und ist 
also der konvexe Bezirk (p 19 p 2 ,.. p n _ 19 p n ) in dem konvexen Bezirke 

(Pi, p 29 . . p w-1 ) enthalten und daher mit letzterem Bezirke identisch. 

Indem wir in solcher Weise, soweit als moglick, die Anzahl der dem 
konvexen Bezirk zngrunde liegenden Pnnkte verringem, verbleiben scklieB- 
lich gewisse Punkte jener Reike, etwa p t9 p 2 ,..., p m (m w) derart, daB 
der konvexe Bezirk (p 1; p 2 , .. p n ) noch mit (p l7 p 2? .. p m ) identisch ist, 
daB aber jeder dieser Punkte p 19 p 2 ,. . p m in der Form 

H-f t m p m mit 0, 4 ^ 0,. i m ^> 0, + 4 4- \- t m =* 1 
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und daher auch in der ursprunglick betrachteten Form (5) und (6) nur 
anf eine Weise darstellbar ist. 

Diejenigen Punkte p h der Reihe p t ,p 2) .,.,p n , welcbe in der Form 
(5) und (6) nur so darzustellen sind, daB t k = 1 und die anderen GroBen 
t g (g h) Null sind, heiBen die Eclcpunltie des konvexen Bezirks (p 19 p 27 . p ). 
Auf einer Geraden durcb einen Eckpunkt p 7l konnen niemals zu beiden 
Seiten von Punkte des konvexen Bezirks liegen. 

Liegen die Punkte p 19 p 29 . . p n nicbt samtlicb in einer Ebene, so 
ist der konvexe Bezirk (p 19 p 2 ,. . p n ) ein konvexer Korper und lieiBt ein 
(konvexes) Polyeder . — Wir bemerken, daB alsdann jeder Puukt p, der in 
der Form (5) und (6) mit lauter positiven Faktoren t u f 2 , . . t n erscheint, 
stets ein innerer Punkt des Polyeders ist. Denn bedeutet e irgendeinen 
inneren Punkt des Polyeders, wobei nun nicbt e = p sei, so erscbeinen 
die Punkte (1 + — tt fiir binreicbend kleines positives t, d. s. also 

Punkte auf dem Strable von e durcb p uber p hinaus, ebenfalls noch in 
der Form (5) und (6), wahrend diese Punkte nach § 1 auBerbalb des 
Polyeders liegen muBten, wenn p ein Punkt seiner Begrenzung ware. 

Liegen p 19 p 2 , ..., p n samtlicb in einer Ebene, aber nicbt samtlicb 
auf einer Geraden, so beiBt der konvexe Bezirk (p 19 p 2 , .. pj ein (kon¬ 
vexes) Polygon . Ein jeder Punkt p der Form (5) und (0) mit lauter 
positiven Koeffizienten t h ist dann stets ein innerer Punkt des Polygons 
in der Mannigfaltigkeit seiner Ebene, oder wie wir anstatt dessen lieber 
sagen wollen, da ein Polygon als eine Punktmenge im Ran me uberbaupt 
keinen inneren Punkt bat, ein inwendiger Punkt des Polygons. 

Liegen p 2 , .. ., p n samtlicb auf einer Geraden, so reduziert sicli 
der konvexe Bereicb (p 19 p 2 , . .., p w ) auf eine Strcche , wofern er nicbt bloB 
einen einzelnen Punlti vorstellt. 

Ist 

(V ax + fiy + yz = d, 

wobei v? -f- /3 2 + y 2 = 1 stattbabe, die Gleicbung einer Ebene, so be- 
zeichnen wir diejenigen Punkte x, y, z 7 fur welcbe 

ax + fiy + ys > d 

gilt, als auf der Seite («, /3, y) dieser Ebene gelegen. 

Es sei $ eine abgescblossene Punktmenge; finden wir in (7) eine 
Ebene, welcbe wenigstens einen Punkt von $ enthalt, aber auf der Seite 
(A ?) von sich keinen Punkt von ® liegen hat, so daB also in $ 
durcbweg 
( 8 ) 

OCX + py + y# <C d 

gilt, so bezeicbnen wir eine solcbe Ebene als Stutzebene an S, mit der 
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(auBeren) Normalen (a, p, y) und mit der Bedingimg (8). Jeder Punkt 
von in der Stutzebene gehort notwendig der Begrenzung von $ an. 

Wir beweisen jetzt den folgenden Satz: 

Fur ein Polyeder Icann man stets eine endliche Amahl von Stiitzebenen 
angeben, derart, dafi durch die Bedingungen dieser Stiitzebenen der Bereich 
des Polyeders vollstdndig charalderisiert ist 

Es sei ein Polyeder mit den Eckpnnkten p 1; p, ; .. p m . Es sei 
e irgendein innerer Pnnkt von Wir konstruieren jede Verbindungs- 
strecke p £ p,. von zwei der Eckpunkte nnd jedesmal, wenn diese Strecke 
nicbt e enthalt, die Ebene durch t, p., p^. Es sei nun p ein solcher 
Punkt der Begrenzung von der in keiner dieser Ebenen ep 2 -p ? . und da- 
her gewifi auch auf keiner Strecke p 4 ft. liegt. Der Punkt p erscheint 
irgendwie in einer Form 

P = + hPs + '' * + tiPi> 

so daB ij j, . . l Werte der Reihe 1, 2, . . m unci t i9 t p t 7 samtlich 
> 0 und dabei t { + ^ + • • * + = 1 ist. Dabei konnen die Punkte nicht 
samtlich auf einer Geraden liegen, da ja p auf keiner Strecke p f p. liegt; 
ihre Anzahl ist also 3. Andererseits aber miissen alle diese Punkte in 
einer Ebene liegen, denn sonst wlirde der konvexe Bezirk (p a p,, . . p,) 

ein Polyeder und nach einer oben gemachten Bemerkung p ein innerer 
Punkt dieses Polyeders und daher urn so mehr ein innerer Punkt von ^ 
selbst sein. Also bildet der konvexe Bereich (p £; pj, . . p z ) ein Polygon , 
und ist p nach einer zweiten Bemerkung oben ein inwendiger Punkt dieses 
Polygons. 

Jetzt muB die Ebene dieses Polygons eine Stutzebene an das Poly¬ 
eder sein. Denn die Ebene enthalt gewiB nicht e ; von den Eckpunkten 
pi, p 2 , • . p m befindet sich dann notwendig wenigstens einer, etwa p (j , 
auf derselben Seite dieser Ebene wie e. Hatte nun die Ebene auch auf 
der entgegengesetzten Seite einen Eckpunkt, etwa p A liegen, so wlirden 
die beiden konvexen Bezirke (ft, p i9 p p . . ft) und (p A , p i9 p p . .p,) (die 
Pyramiden mit jenem Polygon als Basis und p (J bzw. p h als Spitze) durch 
diese Ebene getrennt sein, und p wurcle als inwendiger Punkt ihrer ge- 
meinsamen Basis ein innerer Punkt in dem aus den beiden Pyramiden 
zusammengesetzten Bereiche und urn so mehr ein innerer Punkt in 
sein, was gegen die Yoraussetzung ware. Damit sind wir zunachst zu 
folgendem Ergebnisse gekommen: 

Bestimmen wir aide Ebenen durch je drei nicht in einer Geraden ge- 
legene der Eckpunkte ft, p 2 , .. p m7 so haben wir in dieser endlichen 
Anzahl von Ebenen gewisse Stiitzebenen an Es seien 

(9) «(*)« + p(*)y + yMg < (* - 1, 2,.. - v) 
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die Bedingungen dieser verschiedenen Stiitzebenen an 5)3, so gehen diese 
Stiitzebenen jedenfalls durch jeden solchen Punkt p der Begrenzung yon 
5)3, der in keiner der Ebenen epUb liegt. Nun konnen wir aber eine 
Richtung (a* /?*, y*), die in einer jener Ebenen ep^.p,. auftritt, da die An- 
zabl der Ebenen endlich 1st, jedenfalls als eine Haufungsstelle yon solchen 
Richtungen (cc, (3, y) darstellen, die nicht diesen Ebenen angehoren, mid 
danacb ist weiter jeder solcbe Punkt p* der Begrenzung yon 5p, fur den 
ep* in eine der Ebenen ep-p ; - fallt, eine Haufungsstelle von solcben 
Punkten p der Begrenznng, fiir die ep nicht in diese Ebenen fallt, welche 
also in den Ebenen (9) liegen. Die Ebenen (9) raftssen deshalb iiber- 
hanpt jeden Punkt der Begrenzung von 5)3 anfnehmen. 

Es gelten im ganzen Bereiche 5)3 die Ungleichungen (9). Ist aber q 
ein Punkt auBerhalb 5)3, so enthalt die Strecke eq einen Punkt p der Be¬ 
grenzung von 5)3. Eiihrt durch diesen Punkt p etwa die % t0 der Stutz- 
ebenen (9), so ist der Ausdruck 

a^x + /3 My + y^e 

fiir e kleiner als d^\ fiir p gleich d^-\ fiir q daher groBer als also er- 
fiillt q nicht die Bedingungen (9). Danach ist der Bereich 5)3 genau durch 
die Ungleichungen (9) charakterisiert. 

In jeder der Ebenen (9) gehort zu 5)3 ein gewisses Polygon, das wir 
als Seitenflache yon 5)3 bezeichnen. 

§ 5. Annaherung an einen konvexen Korper durch konvexe 

Polyeder. 

Es sei wieder $ ein beliebiger konvexer Korper mit dem Nullpunkte 
o im Inneren; es sei f(oc, y, #) seine Distanzfunktion und ™ das Minimum, 

das Maximum von f(a, (3, y) auf der Kugelfiache cr + /3 2 + y 2 =*= 1. 

Es sei d eine beliebige positive GrroBe, und konstruieren wir irgend- 
ein Net# 9^ von lauter kongruenten Wiirfeln mit der Kante 8 und Seiten- 
flacben parallel den Koordinatenebenen, die nur in den Seitenflacben an- 
einanderstoBen und den ganzen Raum liickenlos llberdecken. Es seien 
U Wiirfel des Netzes vorhanden, welche iiberbaupt wenigstens einen Punkt 
des Korpers ® enthalten, und es sei U der Bereich dieser Wiirfel, 11 der 
Bereich aller anderen Wiirfel des Netzes. Der gauze abgeschlossene Be¬ 
reich U enthalt keinen Punkt von die Bereiche IT und U aber haben 
ihre Begrenzung gemeinsam. Danach ist auf der Begrenzung von U 
iiberail f(x, y, #) > 1 und enthalt U den Korper ® ganz im Inneren. 

Denken wir uns die samtlichen Punkte p 1; p 2 , .. p n aufgesucht, die 
als Eckpunkte der Wiirfel in 11 anftreten und konstruieren wir das 
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kleinste, alle diese Punkte enthaltende konyexe Polyeder 
so wird dieses Polyeder gewiB alle Wiirfel aus U, also den ganzen 
Bereick U enthalten, also ebenfalls den Korper $ ganz im Inneren ent- 
lialten. 

Andererseits gibt es in jedem Wiirfel ; der zum Bereicbe 11 beitragt, 
wenigstens einen Punkt x, y, z von also wofiir f(x, y, z) < 1 ist, und 
dann gilt gemafi § 3, (8) und (4) in dem ganzen betreffenden Wiirfel yon 

der Kante d jedesmal f(x, y, z) < 1 + d. Insbesondere gilt daher diese 
Relation fiir alle Punkte p 1; p 3 , . . ., p ;i , und werden alle diese Punkte und 

mitbin aucb das ganze Polyeder ^3 yollstandig in dem Korper 1 + ~r d 51 

entbalten sein, der dureb Dilatation des Korpers $ vom Punkte 0 aus 
1/3 

im Yerhaltnisse 1 + ~ d : 1 entstebt. Dilatieren wir dann die Korper $|3 

” 1/3 ~ 

und 1 + K-d S vom Punkte 0 aus in dem umgekebrten Yerhaltnisse 
1 : 1 + -—d, so erkennen wir, daS das Polyeder 


G 



ganz im Korper $ entbalten ist. Wir kommen damit zu dem folgenden 
wichtigen Satze: 

Ist $ ein beliebiger konvexer Korper mit dem Funlrfe 0 im Inneren , 
so kann man stets zwei einander in bemg auf den Punkt 0 homothetische 
(abnlicbe und ahnlich gelegene) Polyeder ^3 und G konstruieren , so da/3 
£ ganz in $]3, andererseits G ganz in S liegt und dabei das Dilatations- 
verhaltnis zur Erzeugung von ^3 aus G beliebig ivenig grower als 1 ist. 


§ 6. Stiitzebenen eines konyexeii Korpers. 

Wir kniipfen an das letzte Ergebnis nocb eine wiebtige Bemerbung. 
Nacb der Definition einer Stiitzebene in § 4 baben wir unter einer 
Stiitzebene an einen konvexen Korper eine solcbe Ebene zu yerstehen, 
welcbe wenigstens einen Punkt der Begrenzung des Korpers enthalt, aber 
sein Inneres ganz auf einer Seite liegen hat. Wir konnen nun den Satz 
beweisen: 

Durch jeden Punkt der Begrenzung eines konvexen Korpers geht ivemg- 
stens eine Stiitzebene an den Korper . 

Durch § 4 ist dieser Satz bereits fur Polyeder sichergestellt. Es sei 
nun ein beliebiger konvexer Korper mit 0 im Inneren, und denken wir 
uns fur ihn wie vorhin das Polyeder 5}3 konstruiert. Es sei p 0 mit den 
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Koordinaten x 0 , z Q ein beliebiger Punkt au£ der Begrenzung von ft. Der 
Strati von o durch p 0 treffe die Begrenzung des Polyeders ^ im Punkte 
p und es sei 

(10) ux + vy + wz < 1 


die Bedingung einer Stiitzebene durch p an also etwa einer Seiten- 
flache von ^ welche durch den Punkt p gelit. 

Da den Korper ft enthalt, gilt dann (10) fur jeden beliebigen 
Punkt x } y, z in ft, Da den Korper ft und dieser die Kugel vom 
Radius r mit o als Mittelpunkt ganz enthalt, andererseits $)$ in 


i + ^7 

r 


ft 


und letzterer Korper in der Kugel vom Radius 
Mittelpunkt enthalten ist ; wird 


i + K5i 

r 


R mit o als 


(ii) 


-- y'v 1 -h v~ — 


i+£7 

r 


1? 


sein. Insbesondere gilt (10) fur den Punkt p 0 ; andererseits ist das Ver- 
haltnis der Liingen op:op 0 <l + — d und — < -- d, danaeh foM 

1 1 v Y jq p =s= T 1 O 

(12) 0 < 1 - (ux 0 + vy 0 + wz 0 ) < d. 


Denken wir uns nun fiir <5 eine unendliche Reihe nach der Grrenze 
Null konvergierender positiver Werte angenommen, und bestimmeu jedes- 
mal in der bier dargelegten Weise zum Punkte p 0 ein System u, v, w, 
so werden die betreffenden unendlich vielen Systeme u,v,w nach der ersten 
Ungleichung in (11) wenigstens eine Haufimgsstelle u 07 v 0) w 0 besitzen 
miissen; dabei werden wegen der zweiten Ungleichung in (12) diese Werte 
u Qy v 0? w 0 4= 0 ; 0, 0 sein. Dann gilt wegen (10) fiir jeden Punkt x, y, z 
in Si die Ungleichung 

( 13 ) + v o 9 J + w Q z <; i ; 

und wegen (13) wird fur den Punkt x 07 y 0j z 0 in dieser Ungleichung das 
Gleiehheitszeichen gelten. Also stellt (13) in der Tat die Bedingung 
einer durch p 0 gehenden Stiitzebene an ft dar. 

Bedeutet q einen Punkt auBerhalb ft, so trifft die Strecke oq die 
Begrenzung von ft in einem Punkte p 0 , und wir konnen durch p 0 eine 
Stiitzebene an ft legen. Eine parallele Ebene dazu durch einen, von p 0 
und q verschiedenen Punkt der Strecke p 0 q hat dann q auf einer Seite ? 
den Korper ft ganz auf der anderen Seite von sxch liegen. 

Wir gehen fiir die hier entwickelten Satze noch einen anderen 
Beweis. 
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Es sei q ein Punbt auBerbalb St. Betracliten wir die Eutfernnng 
des Punktes q yon einem in SJ beliebig yariablen Punkte x, y, 2 , so be- 
sitzt diese stetige Funktion yon x, y, 2 , da eine abgescblossene Punkt- 
menge vorstellt, in ein bestimmtes Minimum. Es sei dann x ein Punkfc 
ans £, flix* den dieses Minimum eintritt, so kann die Ebene durch x 
senkreeht zur Strecbe qr keinen Punkt yon $ anf derselben Seite wie q 
liegen baben. Denn ware f ein Punkt yon St anf derselben Seite dieser 
Ebene wie q, so wlirde mit r und f die gauze Strecke zn ® geboren; 
anf dieser Strecke aber befanden sicb jedenfalls Punkte, deren Entfemnng 
yon q kleiner als die des Punktes r von q waren. Die Ebene durcb q 
senkrecbt anf qr entbalt nunmebr keinen Punkt yon 

Jetzt sei p 0 ein Punkt der Begrenzung yon Wir nebmen wieder 
an, dafi $ den Nullpunkt 0 im Inneren entbalte. Wenn t ein Wert > 0 
und < 1 ist, liegt dann der Korper t9t ganz im Inneren yon $ und also 
stets auBerbalb t$. Nacb dem soeben Ausgefiibrten laBt sicb infolge- 
dessen eine Ebene durcb p 0 legen, welcbe den Korper tSt ganz auf einer 
Seite laBt. Wir benutzen nun eine unendliche Reike yon wachsenden, 
nacb der Grenze 1 konvergierenden Werten t, und stellen jedesmal in der 
angegebenen Weise dazu eine Ebene ux + vy + wz = 1 durcb p 0 ber; 
alsdann konnen wir ahnlicb wie obeii einsehen, daB die Wertsysteme 
u, v , w in den Gleichungen dieser Ebenen eine vom Systeme 0, 0, 0 yer- 
schiedene Haufungsstelle u 0J v Q , iv 0 besitzen, die uns eine Stiitzebene durcb 
an S bestimmt. 

Die letzten Betracbtungeu flibren uns nocb zu folgendem Satze: 

Sind St und Si* zwei verschiedene Jconvexe Korper , die Icemen inneren 
Punkt miteinander gemein hdben, so Icann stets eine JEbene konstruiert 
werden, welche das Innere von S' ganz auf einer Seite, das Innere von 
gam auf der anderen Seite liegen hat. 

Nehmen wir zuerst den Fall an, daB $ und uberbaupt 
keinen Punkt gemein baben. In der Mannigfaltigkeit aller moglicben 
Wertsysteme yon seeks reellen Yariablen x, y, 2 , x*, y*, 2 * bilden die- 
jenigen dieser Systeme, bei denen x, y, 2 einen Punkt aus $ und x*, y*, 2 * 
einen Punkt aus bedeuten, offenbar eine abgescblossene Menge, weil 
S sowobl wie fur sicb abgescblossene Punktmengen sind. Infolge- 
dessen gibt es unter den samtlichen Entfernungen yon je einem Punkte 
aus nacb je einem Punkte aus St* ein bestimmtes Minimum und es 
seien z. B. t in S und x* in $* zwei Punkte, welcbe dieses Minimum 
der Entfernung zwiseben und $* darbieten. Alsdann zeigt sich, daB 
die zur Strecke rr* senkreebten Ebenen durcb die Punkte dieser Strecke 
einen Parallelstreifen bilden, der das Innere von ® ganz auf einer Seite, 
das Innere yon ganz auf der anderen Seite yon sicb liegen bat. 
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Haben jedocb und wenigstens einen Punkt ihrer Begrenzungen 
gemein, so wollen wir nns den Nullpunkt 0 im Inneren yon £ gelegen 
denken, ersetzen £ durcb f wobei < > 0 und < 1 ist, und gelangen zum 
Beweise unseres Satzes, indem wir eine Reibe nacb der Grenze 1 wacbsender 
Werte t beranzieben, 

§ 7. Tolumen ernes konvexen Korpers. Seliwerpunkt. 

Fur die Begrundung des Yolumenbegriffs ist folgende Bemerkung 
wichtig: Ein Bereicli sei so bescbaffen, daB er sich in eine endlicbe An- 
zahl von reditwinkligen Parallelepipeda mit Seitenflacben parallel den Ko- 
ordinatenebenen, also Bereichen von der Art 

x 0 <,x<x 0 + a, y 0 ^y^y 0 + 6 , + g 

zerscbneiden laBt, und enthalte einen zweiten in derselben Art zu zer- 
legenden Bereicb. Indem man alle Ebenen, in welcben Seitenflacben 
der beiden Reihen von Parallelepipeda liegen, ganz durch die beiden Be- 
reicbe hindurcbfubrt, erkennt man leicbt ; daB die Sumrne ^Sabc liber alle 
Produkte ale flir die Parallelepipeda des ersteren Bereicbs stets groBer 
ist als die entsprecben.de Summe in bezug auf den zweiten Bereicb. 

Es sei jetzt £ ein beliebiger konvexer Korper. Indem wir eine 
Parallelverschiebnng der Koordinatenacbsen zulassen, denken wir uns den 
Anfangspunkt 0 als inneren Punkt von £ und fiibren fur £ die Funktion 
f(x, y j z) und die Radien r und R wie in § 2 und § 3 ein. Es sei s 
irgendeine positive GroBe < 1, und betraebten wir irgendein den Raum 
erfiillendes Netz St von Wlirfeln mit einer Xante d und gleicbzeitig ein 
zweites solches Netz -Ji' von Wiirfeln mit einer Xante 8' f wobei S wie S' 

beide <-—£ seien. Es bedeute U die Anzahl aller der Wttrfel des 
]/3 

Netzes SJt, welcbe iibertaupt wenigstens einen Punkt von $ enthalten, 
und A die Anzabl aller solchen Wlirfel aus welcbe mit alien ibren 
Punkten ganz ins Innere von £ fallen, ferner bedeute XI den Bereicb 
jener U Wurfel und falls A > 0 ist, SI den Bereicb dieser A Wiirfel. 
Endlicb mogen U\ IT, SI' die entspreebenden Anzablen und Bereicbe 
in bezug auf das zweite Netz ST vorstellen wie U, A, 11, St in bezug 
auf St. 

Weil £ und daber aucb St ganz in dem Wurfel |y|<jR, 

M -K liegt^ bat man nacb der am Eingange dieses Paragrapben ge- 
maebten Bemerkunq* 

o 

(14) 


Ad s < 8B 3 . 
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Weil $ und dalier anch U/ den Wiirfel |a;)<-4_ r 
i . —y 3 

i*|<.— r ganz enthalt, so gilt andererseits 

1 1 = y s ° 

(15) 



Da U' den Korper $ and $ den Bereicli §1 ganz enthalt, gilt 
(16) U'd’* - Ad*^Q. 

1st $(x, y, z) ein Punkt im Korper (1 — f)$, so gilt dafiir 

V 3 

f(Xj y ? r d; alsdann folgt fiir jeden solchen Punkt, wel- 

cker mit p sich in einem und dem namlichen Wiirfel von 91 befindet, 
wenigstens (s. § 6) f(x, y, z) < 1. Danaeb muB jedenfalls der Korper 
(1 — £ )$ mit alien seinen Punkten in den Bereieh 2[ aufgenomraen werden, 
und ist gewiB A > 0. 

Jeder Wiirfel von IV andererseits enthalt wenigstens einen Punkt, 
wofiir fix , y, z) 1 ist, nnd gilt dann in dem ganzen Wiirfel fiir alle 

l/~3 / 

Punkte f(x, y, z) 1 + < 1 + s. Also liegt IP ganz im Korper 

( 1 + 

Dilatiert man mm den Bereicli 81, weleker (l—£)$ enthalt, vom 
Nullpunkte 0 aus in alien Richtungen im Yerhaltnisse 1 -4- £ : 1 — e, so 
entstekt ein Bereiek, der den Korper (l+f)$ und daker auck den Be- 
reick IT ganz in sick enthalt. Danack ist auf Grund der am Anfange 
gemachten Bemerkung 

(rzH) 3 ^ dS ^ u ' d ' 3 - 


Hieraus und aus (16) und (14) entnekmen wir nunmekr 

(17) 0<; U'd' s -A8 s £SIi 3 {(\^) 3 - l). 

In dieser Relation konnen wir noch U'd' 5 mit US 3 und andererseits ^i<5 3 
mit A'd'* Yertauscken. 

Diese Beziekung (17) zeigt uns, daB mit abnekmender Kante d eines 
Wiirfelnetzes SJi die daraus in bezug auf den Korper $ abgeleiteten GroBen 
Ad* und Ud z nack einem bestiramten und beide naek dem namlichen 
Grenzwerte V konyergieren; die Ungleickung (15) laBt nock erkennen, 
daB dieser Grenzwert V stets > 0 ist. Dieser Grenzwert keiBt das Volumes 
des Korpers 

Wir stellen sogleick nock die Existenz des ScJnverjowiktes eines kon- 
yexen Korpers fest. Bilden wir das Raumintegral 

fj'fx dx dydz, 
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zunachst erstreckt uber die Bereiehe XT und 81, so finden wir bestiminte 
Werte, die wir gleicli 

(18) U'd' s x xv bzw. Ad*x % 

setzen. Nun entbalfc der Integrationsbereicli XV ganz den Bereicb SI, i n 
XV gilt iiberdies stets | ^ | ^ (1 H- e)-K. Danack ist der Betrag der Diffe- 
renz dieser zwei Werte 

| U'd'*^ - Ad*x*\£ (1 + £)E(V'd^~ J_d 3 ). 

Mit Riicksicht auf (17) gelit darans bervor, daB mit abnebmender Xante 
der Wiirfelnetze die GrroBen in (18) rtacb einer bestimmten Greuze kon- 

vergieren, die wir als das Raumintegral j'jjxclxdydz liber St bezeicbnen 
und = Vx® scbreiben ; worm V das Volumen von St bedeute. Durch 
analoge Bebandlung der y- und #-Koordinaten in St gelangen wir zu zwei 
entsprecbenden Grenzwerten y^ und z^. Der Punkt ; dessen Koordinaten 
Xg , , z^ sind, erweist sicb sodann als unveranderlicb bei Einfulirung 

anderer Parallelkoordinaten an Stelle von x, y , dieser Pnnkt beiBt der 
SchwerpunJit des Korpers St. 

Der Schicerpunkt ernes Iconvexen Korpers ist stets ein innerer PunM 
des Korpers. 

Denn ist p irgendein Punkt auBerbalb oder auf der Begrenzung von 
so konnen wir nacb § 6 eine Ebene durcli p legen, welcbe auf einer 
Seite keinen Punkt von S liegen bat. Ist Z = 0 die Gleicbung dieser 
Ebene und haben wir in $ stets Z^> 0, so gilt in SI stets Z > 0 und 

ist das Integral J j j Zdx dy dz liber 81 positiv und gewiB nicbt grofier 
als das entsprecbende Integral liber Dadurcb stellt sicb der Wert Z 
fur den Scbwerpunkt von als > 0 beraus, es kami niitbin dieser Punkt 
niemals mit p identiscb sein. 


II. Kapitel. 

Die konvexen Korper als Ebenengebilde. 

§ 8, Die Stiitzebenenfunktion eines konvexen Korpers mit dem 
Nullpunkte im Inneren. 

Es sei zunacbst S' wieder ein solcber konvexer Korper, welcber den 
Nullpunkt o als inneren Pnnkt entbalt. Sind u, v 7 w irgendwelcbe feste 
Werte, die nicbt samtlicb Null sind, und denkt man sicb x , y , z als Ko¬ 
ordinaten eines Punktes in $ variabel, so besitzt der Ausdruck 
(19) 

ux + vy + %vz, 

da $ eine abgescblossene und ganz im Endlicben gelegene Punktmenge 
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vorstellt, in $ einen bestimmten groBten Wert. Wir bezeicbnen dieses 
Maximum von (19) in $ mit H(u,v,tv). Alsdann gilt fur alle Punbte 
x, y, z in stets 

(20) ux + vy wjs H (a, v, tv), 

imd zugleicb gibt es stets wenigstens einen solcben Punkt in fiir den 
in dieser Ungleichung das Gleicbheitszeicben statthat, so daB (20) die 
Bedingung einer Stiitzebene an $ vorstellt. Da der Nullpunkt o als 
innerer Pnnkt von $ nicht in dieser Ebene liegen kann, ist dann jedes- 
mal H(u, v, w)> 0. — Fiir das System u, v, tv = 0,0,0 verscbwindet 
der Ausdruck (19) identisch und setzen wir demgemaB 0,0,0) = 0. 

Die biermit definierte Funktion H(u,v, w) nennen wir die Stiitz- 
ebenenfanktion des Korpers Diese Funktion ergibt in einfacher Weise 
die samtlicben Stiitzebenen an den Korper Wir wollen eine nicbt 
durcb den Nullpunkt gebende Ebene, deren Gleicbung 

ux + vy + u)% = 1 

mit irgendwelcben Konstanten u, v, tv 0,0,0 lautet, kurz als die Ebene 
(u, v, w) bezeicbnen. Zufolge (20) wird nun eine solcbe Ebene (u, v, w) 
den Korper $ nicht treffen und ihn ganz auf der Seite des Nullpunktes 
liegen baben, oder aber eine Stiitzebene an S sein oder aucb einen Teil 
von $ auf der dem Nullpunkte entgegengesetzten Seite liegen baben, je 
nachdem 

H(tt, v, tv) < 1 oder = 1 oder > 1 

ist. Die Gesamtbeit aller Ebenen ( u, v, w), welcbe den Korper $ nicbt 
zerschneiden, wird danacb durcb die Bedingung H(ti, v, w) 1 und die 
Gesamtheit aller Stiitzebenen an 3? wird durcb die Bedingung H(u, v, w) = 1 
definiert. 

Der Korper % ist genau der Bereich aller derjenigen Punkte x, y, z, 
fur welche bet jedem beliebigen Systeme u, v, w stets 

(20) ux -f vy + wz ^ H(u, v, tv) 
gtltm 

Denn fiir jeden Pnnkt x, y, z aus $ besteben diese samtlicben TTn- 
gleicbungen. Ist aber p(x,y, z) ein Punkt auBerbalb so gibt es auf 

der Strecke vom Nullpunkte o nacb p einen Punkt p 0 der Begrenzung 
von Ist sodann (ti 0 , v Q , w 0 ) eine Stiitzebene durcb p 0 an so gilt 
dabei H(u 0 , v 0 , w 0 ) » 1 und wird fiir p: 

(21) u 0 x + v 0 y + w 0 z > 1 = S(u 0 , v 0 , w 0 ); 

es besteben also fur p nicbt slimtliche Ungleicbungen (20). 

Danach ist ein konvexer Korper $ mit dem Nullpunkte im Inneren 
durch Angabe seiner Stiitzebenenfunktion H(u, v, w) jedesmal vollig bestimmt . 

Minkowski, Gesammelte Abkandltmgen. II. 10 
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Die Funktion H(u,v,w) besitzt die folgenden Eigenschaften: 

1 . Wenn u, v, w + 0 , 0 ; 0 ist ; gilt stets H(ii, v, w) > 0 . Ferner ist 
J5T(0,0,0)-0. 

2. Aus der Definition dieser Funktion ergibt sicb unmittelbar: 

(22) H(tu, tv, tiv) = tH(u , v, w), wenn t > 0 ist, 

3. Fur beliebige zwei Systeme u 19 v lf w 1 5 u 2 , v 2 , w 2 gilt allgemein 

(23) H(u 19 v t , w t ) + H(u 2 »v 2 , iv 2 ) ^ S(u ± + u*, v t + v 2 , w x + w 2 ). 

Denn nacb (20) gilt fur jeden Punkt x, y, 2 in $ 

u x x + v x y + w t z <; H(ii 17 v u w t ), u 2 x + v 2 y + w 2 z <£ H(u 2 , v 2 , tv 2 ), 
also aucb 

(^1 + ^2)^ + (^1 + v %)y + (% + ^2)^ ^ v u w i ) + pz ( m 2 , v 2 , w 2 ). 

Es gibt aber andererseits wenigstens einen solcben Punkt x, y, 2 in 
fiir den die linke Seite der vorstebenden Ungleiebung genau 
= -S r (%+ u 2 , v x + v 2 , tv 1 + w 2 ) 

ausfallt, und dadurch folgt alsdann die Ungleiebung (23). 

Denken wir uns jetzt zu jeder Ebene (u,v,w), welcbe den Korper S 
niebt zersebneidet, den Punkt nut den Koordinaten u, v, tv, also den Pol 
der Ebene in bezug auf die Kugelflacbe (5: 

x 2 + y 2 + z 2 = 1 

konstruiert. Aus den Satzen in § 3 erkennen wir alsdann nacb diesen 
Eigenscbaften von H(u , v, tv), daB die Gesamtbeit aller dieser Pole u, v, w , 
unter Hinzunabme nocb des Nullpunktes, also aller Punkte u,v,w mit 
der Bedingung R{u , v, w) 1 einen gewissen konvexen Korper <p rnit 
dem Nullpunkt im Inneren erfiillt. Dieser Korper § moge der polare 
Korper zu $ beiBen. 

Fur einen beliebigen Punkt x, y, 2 aus S und einen beliebigen Punkt 
u, v, w aus § gilt nach ( 20 ) stets 

(24) ux + vy + wz < 1. 

Der Korper § ist dem Obigen zufolge genau der Bereicb alder der- 
jenigen einzelnen Systeme u, v, w, fur welcbe bei jedem Punkte x, y, z aus 
® stets diese Ungleiebung (24) gilt, und wird eben durcb diese Eigen- 
sebaft aus ® abgeleitet. 

Andererseits ist nun $ genau der Bereicb aller einzelnen Punkte 
welcbe- bei jedem Systeme u,v,w aus !q die Ungleiebung (24) 
bestebt. Denn, wie wir bei ( 21 ) saben, gibt es, wenn x,y,z ein Punkt 
aufierhalb $ ist, stets ein solcbes System u , v, w, wofiir H(u, v,w) = 1 
ist und (24) nicht gilt. Danacb erkennen wir, daB die Beziehung der 
beiden konvexen Korper $ und § bier eine reziproke ist. Der Korper $! 
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ist wieder der polare Korper m Zugleieh leuchtet jetzt aus den Satzen 

in § B ein, daB eine jede Funktion H(u,v,w), welche die Bedingungen 

1 2., 3. erftillt, stets die Stutzebenenfunktion eines bestimmten konvexen 

Korpers B mit dem Nullpunkte ini Inneren ist. 

Wir fugen nock folgende Bemerkungen iiber diesen Begriff des 

polaren Korpers hinzu. Bezeichnet § den polaren Korper zu B und ist 

t ein positiver Wert, so ist der polare Korper zu t$t der Korper — fi. 

t 

Entbalt ffi einen anderen konvexen Korper mit 0 im Inneren, so ent- 
halt umgekebrt der polare Korper zu den polaren Korper § zu S. 
Endlicb zeigen wir, dafi der polare Korper zu einem Polyeder mit o im 
Inneren stets wieder ein Polyeder ist. 

Bedeutet ein Polyeder, so laJBt sicli nacb dem Satze in § 4 der 
Bereicli der Punkte x, y, z in ® bereits vollstandig durch eine endlicbe 
Anzabl von XJngleichungen 

(25) + v^y + tv^h <1 (% = 1, 2, . . ., v) 

cliarakterisieren. Sowie eine Ungleichung au + fiv + yw < d , wobei 
a 2 + (P + y 2 = 1 und d > 0 ist, fur alle v Systeme u , v 7 tv = v^\ w <*> 

gilt, ist jedesmai -j, ein Punkt in Es bedeute ty*) den Punkt 

mit den Koordinaten u^\ w W fur % = 1, 2,. . ., v. Zudem ist noch 

fi als Polyeder ganz im Endlichen gelegen, d. h. in einer gewissen Kugel 
x* + y 2 z 2 <. B 2 entlialten. Danaeh kann es nun keine Ebene mit einer* 
Distanz < ~ von o geben, welche alle die v Punkte JjM ganz auf einer 
Seite von sich liegen bat, d. b. der kleinste, alle diese Punkte entbaltende 
konvexe Bezirk = (fp), fy v) ) entbalt notwendig den Nullpunkt 

im Inneren und ist also ein Polyeder. Bedeutet jetzt § den polaren 
Korper zu so enthalt § jeden der Punkte und also das ganze 
Polyeder §* Ist dann S* der zu §* polare Korper, so erfiillt jeder 
Punkt x,y, z dieses Korpers alle v Ungleicbungen (25), also ist ganz 
in S entbalten und entbalt daber umgekebrt den Korper Danacb 

ist der polare Korper zu ® identiscb mit dem Polyeder ljW). 

§ 9. Kugeln^ die in einem konvexen Korper enthalten sind. 

Homothetische Korper. 

Zu jeder Richtung (a, /3, y) baben wir in 

(26) ux + py + yg<H(u, /?, y) 

eine Stiitzebene an $ mit dieser Ricbtung als (auBerer) Normale, so daB 
also auf der Seite dieser Ebene, naeb der jene Ricbtung weist, kein Punkt 
von S liegt. Der senkrechte Abstand dieser Stiitzebene vom JSTuUpunkte 
ist K(a } /3, y). 


10 
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Bilden mr gema8 § 2 die Distanzfunktion f(x, y, s) des Korpers St 
und wenden die Ungleiehung (26) auf den Punkt 'der Begrenzung von 
an, der in der Richtung (a, /3, y) von o aus liegt, so folgt 

Es sei ein zweiter konvexer Korper mit o im Inneren und 
H*(u 7 v 7 w) die Stiitzebenenfunktion von St*. 1st der Korper &* ganz in 
St enthalten, so gilt fur jede Richtung (a, /J, y) stets 

(27) H*(a 7 p, y) < H(a, p 7 y) 7 

und wegen der Regel 2. in § 8 dann iiberhaupt allgemein H*(u,v f iv ) 
<H(u,v,w). Umgekehrtj wenn allgemein die Ungleichungen (27) stait- 
haben, so ist nach (20) der Korper St* ganz im Korper ® enthalten. 

1st insbesondere ® ein Polyeder und gilt die Ungleiehung (27) fur 
diejenigen Richtungen (a, /3, y) 7 welche die auBeren Normalen der Seiten- 
flachen von ® abgeben ; so ist nach § 4 bereits St* in St enthalten und 
gilt also jene Ungleiehung bereits fur jede mogliche Richtung. 

Fur die Kugel x 2 + y 2 -f- # 2 < t 2 (t> 0) ist H*(a, ft, y) konstant gleich 
dem Radius t Es sei wie in § 3 r das Minimum, R das Maximum von 

/(“~V~y) aU ^ ^° r a ^ so r ^ er ^ a( ^ us der groBten in ^ ent- 

haltenen, B der Radius der kleinsten, ® enthaltenden Kugel mit dem Null- 
punkte als Mittelpunkt. Alsdann gilt nach (27) fur 5?) stets r < H(cc, p,y) 
und H(a, fi 7 y) <; R y aber, wenn t ein Wert >r und <12 ist, weder stets 
t < H(a 7 Pj y) noch stets if (a, p ? y) < t. Also bedeuten zugleich r das 
Minimum und B das Maximum von if (a, p 7 y) auf der ganzen Kugel- 
flache a? + /3 2 + y 2 = 1. 

Sind a, b 7 c irgendwelche feste Werte, so stellt der Ausdruck 

(28) H(a, p } y) — acc — bp — cy 

den Abstand des Punktes a, b, c von der Stutzebene an ® mit der Nor- 
male a 7 P, y vor, und zwar, falls die Stutzebene den Korper und den 
Punkt voneinander trennt, diesen Abstand noch mit negativem Yorzeichen 
versehen. Der Ausdruck (28) besitzt auf der Kugelfliiche © ein be- 
stimmtes Minimum, das wir mit r(a 7 b, c) bezeiehnen. Dieses Minimum 
ist immer dann und nur dann noch positiv, wenn a 7 b, c ein innerer 
Punkt von $ ist, und in solchem Falle bedeutet r (a, b 7 c) den Radius der 
groBten Kugel mit a 7 b 7 c als Mittelpunkt, welche noch ganz im Korper $ 
enthalten ist. Weiter stellt der Wert r(a, b 7 c ) offenbar eine stetige 
Funktion der Argumente a , b 7 c vor und besitzt deshalb in dem ab- 
geschlossenen Bereiche der Punkte des Korpers ® ein bestimmtes Maxi¬ 
mum, das r max heiBe und alsdann zugleich das Maximum unter den Radien 
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aller ganz in $ enthaltenen Kugeln bedeutet. Insbesondere ist daher 
r (0, 0, 0) < r max . — Wir werden in der Folge (§ 23) beweisen, daB, wenn 
a \ c speziell die Koordinaten des Schwerpuriktes des Korpers bedeuten, 
jedenfalls b, c) ^ ^max ist. 

Die zu einer Richtung (cc, /J, y) entgegengesetzte Richtung bat als 
Kosinus ibrer Neigungswinkel gegen die Achsen — a, —/3, — y. Die 
Stiitzebene an mit dieser Richtung (— a, — j3, — y) als (auBerer) Nor- 
male bat Yom Nullpunkte den Abstand H(— a, — (5, — y) und $ befindet 
sicb sodann ganz in dem von diesen zwei parallelen Stiitzebenen begrenzten 
Streifen 

(29) — H(—a, — (5, — y) < ax + fiy + yz < H(a,p,y). 

Der gegenseitige Abstand dieser zwei parallelen Stiitzebenen ist H(ci,fi,y) 
+ jET(— #,—|3,— y). Diese GroBe beiBe die Breite des Korpers ® in der 
Ricbtung a, /3, y (oder — a,— /3, —y); sie ist jedenfalls stets 2r max . 

Wir entwickeln bier nocb ein in der Folge niitzlicbes Kriterinm zur 
Entscheidung, ob zwei gegebene konvexe Korper $ und Jiomofhetisch 
sind (auseinander durch Translation und Dilatation beryorgehen) oder 
nicbt. Wir konnen jeden der Korper durcb eine bestimmte Translation 
so verschieben, daB sein Scbwerpunkt in den Nullpunkt zu liegen kommt. 
Denken wir uns der Einfacbbeit wegen ; daB solebes fiir beide Korper yon 
yornberein der Fall ist-, sind die Korper bomotbetisch, so muB dann der 
eine Korper aus dem anderen durcb eine Dilatation yon dem gemein- 
samen Scbwerpunkte abzuleiten sein. Es seien nun H(u, v, tv) und 
H'{u,v,w) die Stiitzebenenfunktionen, ferner V und V' die Yolumina yon 

® und ®'. Der Korper = y bat dann dasselbe Yolumen F wie 

und muB daber, wenn und §t r bomotbetiscb sind, sicb mit $ decken. 
Fallen jedocb und $ nicht zusammen, so kann aucb nicbt ganz 
in ® entbalten sein, da sonst ein kleineres Yolumen wie $ besaBe. 
Also muB es dann nacb (27) wenigstens eine Ricbtung (a,/3 ,y) geben, wofur 

ist. 

Betracbten wir nun die Funktion 


/am f/£ 

^ ,y)’ 

deren Nenner niemals yerschwindet, so bat diese Funktion auf der Kugel- 
fiacbe (£ ein bestimmtes Maximum , das Q beiBe. Alsdann gilt Q = 1 
oder 1, je nacbdem $ und bomotbetiscb sind oder nicht. 

Die GroBe Q bedeutet zugleicb den kleinsten Wert, wofiir nocb alle 

Ungleicbungen 3 _ 

y^H'Uj,y)<QS(a,p >y ) 
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bestehen und also der Korper noch im Korper entkalten ist. Fur 
den Fall, da6 $ ein Polyeder vorstellt, gilt nacb einer oben gemachten 
Bemerkung diese Ungleiebung filr jede Richtung (a, /3, y), sowie sie fur 
die (auBeren) Normalen der Seitenflachen yon ^ erfiillt ist, und wird daher 
der Maximumwert Q von (30) bereits bei einer dieser letzteren Rich- 
tungen, die in endlicher Anzahl vorhanden sind, zum Vorsckein kornmen. 

Andererseits besitzt die Funktion (30) auf der Kugeloberflache (S ein 
bestimmtes, noch positives Minimum , das q lieiBe, und wird dann q = 1 
oder q < 1 sein, je nachdem & und komothetisch sind oder nicht. Die 
GroBen Q — 1 und 1 — q sind also beide gleickzeitig *= 0 oder > 0. 

§ 10. Kouvexe Korper in beliebiger Lage zum Nullpunkte. 

Wir definieren jetzt die Stlltzebenenfunktion filr einen konvexen 
Korper ohne Riicksicht auf dessen Lage zum Nullpunkte. Es sei S ein be- 
liebiger konvexer Korper und e rn.it den Koordinaten x = a, y = b, z = c 
ein beliebig angenommener Punkt im Inneren von S. Durch die Translation 
des Korpers S vom Punkte a 7 6, c nack dem Nullpunkte o erkalten wir 
einen konvexen Korper mit o im Inneren; dieser besteht in der Menge 
der Punkte x — a, y ~b, z — c, w'ahrend x, y, z sick in S? bewegt. Es sei 
v } w ) die Sttitzebenenfunktion von so bedeutet , v , tv) 

das Maximum von 

u(x — a) + v{y — b) + w (z — c) 

fur die Punkte x , y, z in Das Maximum von ax + vy + wz in ® 
wird dann durck den Ausdruck 

(31) H(u,v,w) = H*(u,v,iv) + au + bv + civ 

dargestellt sein; dieses Maximum M(ii 7 v, w) bezeiclmen wir wieder als 
die Stiitzebenenfimhtion von Dabei erweist sick wieder genau als 
der Bereich derjenigen Punkte x, y, z, welcke samtlichen Ungleickungen 

(32) ux + vy + wz < H(uj v 7 tv) 

ftir alle moglicken Werte u, v, w genugen, so daB die Sttitzebenenfunktion 
jedenfalls wieder den konvexen Korper S vollstandig bestimmt. 

Nack der Regel 1. in § 8 war stets H*(u, v, w) > 0, wenn 
u } v, w 4= 0, 0, 0 ist. Diese Ungleichung brauckt nun nicht mekr stets 
fiir 3(u,v 7 w) zu gelten; wir finden jedock aus (31): 

H(u, v, to) + H(— — Vy — w) =» H*(u, Vy w) + — — tv) 

und konnen danack folgende Eigensckaften bekaupten: 
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1. Fur die Funktion H(u,v,w) gilt stets 

(33) H(u,v,w) + H(— — — w) > 0 , wenn u, v, w =f 0, 0, 0 

ist. AuBerdem ist JT(0,0,0) == 0. 

Aus den Regeln 2. und 3. fur H*(u, v, tv) gemaB § 8, finden wir 
genau wie friiber: 

2. H(tu,tv,tw) = tE(u,v,tv), wenn £>0 ist. 

3. S(u 1) v 17 w i ) + H(ii 2 , Vz,w 2 ) H(u x + w 3 , v t + v 2 , w 1 + tv 2 ). 

Wir beweisen jetzt umgekelirt den folgenden Satz: 

Geniigt eine Funktion H(u, v y w) den vorstebenden Bedingungen 1., 
2., 3., so ist sie jedesmal die Stiitzebenenfunktion ejnes bestimmten kon- 
vexen Korpers. 

Wir baben zunaebst festzustellen ; daB unter der gemacbten Voraus- 
setzung stets drei Konstanten a, b 9 c auf solcbe Weise bestimmt werden 
konnen, daB die Funktion 

H(ii,v,w) — (aa + bv + civ ) = H*(n, v, w ) 

fur alle von 0, 0, 0 verscbiedenen Systeme u } v 7 to stets > 0 ausfallt. 
Alsdann wird nacb den Resultaten in § 8 diese Funktion H*(u y v } iv) die 
Stiitzebenenfunktion eines gewissen konvexen Korpers mit dem Null- 
punkte im Inneren bilden, und H(u y v, w) wird die Stiitzebenenfunktion 
desjenigen konvexen Korpers $ sein, der aus durcb die Translation 
vom Nullpunkte nacb dem Punkte a, b, c entstebt ; dabei also den letzteren 
Punkt als inneren aufweist. 

Gilt stets H(u , v, w) > 0 ; wenn u, v, iv = 4 = 0 ; 0, 0 sind, so braucben 
wir nur a = 0, b — 0, c == 0 zu nelimen. 

Wir setzen jetzt voraus, es sei nicbt fur jedes System u, v } iv =4= 0, 0, 0 
stets E(u, v, w) > 0, wir nebmen aber zunaebst an, daB wenigstens stets 
H(u, v, 0) > 0 gelte, so oft u,v 4 s 0, 0 sind. Urn den Gang des alsdann 
zu fiibrenden Beweises vorauszusehen, bedenken wir, daB, wenn tatsacblicb 
der durcb die Ungleicbungen (32) definierte Bereicb ein konvexer Korper 
ist, die letzte Annabme darauf binauskommen wird, daB die ortbogonale 
Projektion dieses Korpers auf die a^-Ebene den Nullpunkt x — 0, y =* 0 
als inwendigen Punkt entbalt. Alsdann stebt zu erwarten, daB die 5-Acbse 
den Korper in einer Strecke c'c" durcbsetzt und jeder von den End- 
punkten verscbiedene Punkt dieser Strecke ein innerer Punkt des Korpers 
wird. Wir baben nun allein aus den Bedingungen 1., 2., 3. fur die 
Funktion H(u,v,tv) abzuleiten, daB auf der #-Aebse innere Punkte des 
Bereicbs (32) vorbanden sind. 

Wir setzen hiernach a = 0, b = 0 und baben alsdann eine Konstante c 
derart zu sueben, daB stets H(u y v } w) —• cw > 0 ist, wenn w 4= 0 ist. Er- 
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setzen wir, wenn w 4= 0 ist, u, v durch uw, vw und beachten die Regel 1 
so sollen also nach Voraussetzung nicht alle Ungleichungen H(u ) v 7 1) > q 
u, — v, — 1) > 0 gelten, es existiere etwa ein System — u^\ — <y( 0 ) _ ^ 
wofur E(— — 1) = — < 0 ist. Yerlangt wird, die Konstante c 

derart zu bestimmen, daB stets 

(34) H(u, v, 1) — c > 0, E(— u, — v, — 1) 4- c > 0 
ist. 

Pur die Function E(u, v, 0) der zwei Argumente u, v haben wir 
E(u, v, 0) > 0, wenn u,v 4= 0, 0 sind, 11(0, 0,0) = 0, ferner entnehmen 
wir aus 2. und 3.: 

H(tu,tv,Q) = tH(u, v, 0), wenn £>0 ist, 

H(u 1) v 1 ,0) + II(u,,v 2 ,0) ^ E(u, + u 2 , Vl + 1 \,,()). 

Durch entsprechende Uberlegungen, wie sie in § 3 fur die Funktion 
f(x,y,z ) angestellt wurden, erkennen wir hieraus, daB E(u,v, 0) eine 
stetige Funktion yon u, v ist, und schlieBen wir auf die Existenz zweier 
positiver GrroBen s und S derart, daB stets 

(35) 1 V¥+V* > E(u, V, 0) ^ Vu*~+v 2 

ist. Die Beziebungen 

- E(- « 2 , - » 2 ,0) < 11(11, + m 2 , v, + v 2 , 1) - H(u 1} v t , 1) < E(u 2 , V 3 , 0) 
und die erste Ungleichung in (35) zeigen uns, daB ll(u,v, 1) eine stetige 

Funktion der Argumente u, v ist, und analog erkennen wir II (— u, — v, _1) 

als stetige Funktion von u, v. 

Aus 

(36) E{u,v, 1) + E(- uW-oC) -1) ;> E(n-u(°\ «-»(") 0) 

folgt, wenn u,v 4= ®(°> ist, E(u,v, 1) > Fiir das System u = «(•), 

geht aus E(uM,v<-°\l) + jff(—««>, — e«°), —1) > 0 nach Kegel 1. 
die entsprechende Ungleichung kervor, so daB allgemein fur jedes mogliche 
System u, v stets 

(37) H(u, v, 1) > c<°) 

gilt. Aus (36) unter Berucksichtigung der zweiten Ungleichung in (35) 
ergibt sieh ferner, daB gewiB nur dann, wenn 

( 38 ) V(u-u {0) y + 0 - vwy <: S(HtuW,vW, 1) + - D) 

gilt, der Wert U(zi ? v } l) sich < 1) erweisen kann. In dem 

durch diese Ungleichung (38) definierten abgeschlossenen Bereiche nun 
besitzt JS(u } v ? 1) ein bestimmtes Minimum, dessen Wert c rr sei und das 
etwa fur u = u , v «= v eintrete. Fiir jedes beliebige System u , v gilt dann 

( 39 ) E(u,v,l )^c". 

Aus (37) folgt fur u v ~ v" insbesondere c" > d Q \ 
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Betrachten wir ferner die Funktion — 1 ); diese besitzt 

unter anderem den Wert — d°\ der < 0 ist. Wegen 

+ H(uWy°\ 1 ) ^ H(-u + uW,-v + vW 0 ) 

kann sie Werte, die < H(— 1 ) sind, jedenfalls nur wieder in 

dem durch (38) clefinierten Bereiche yon Systemen u, v annehmen. In 
diesem abgeschlossenen Bereicbe wird sie ein bestimmtes Minimum — d 
besitzen, wobei c c (0) 0 ist, und es sei u = u', v = v' ein solches 

System, far das H(— u, — v 7 — 1) **= — c ist. Fiir jedes mogliche System 
u f v gilt dann 

(40) H(— u, — v, — 1) — d. 

Wir konnten nun an Stelle des Systems itP\ v(°) oben auch das System 
u, v yerwenden, und genau wie c" > c yorbin linden wir dann c" > c. 
Ist jetzt c irgendeine Konstante > c' und < c", so baben wir nacb (39) 
und (40) 

1 ) > c und H(— u, — v, — 1 ) > — c 

und diese Konstante c entspricht daher den oben gestellten Anforde- 
rungen. — 

Wir nebmen jetzt zweitens an, daB aucb niebt durchweg H(u } v, 0) > 0 
sei, wenn u y v= j= 0, 0 sind, daB aber wenigstens stets H(u, 0, 0) > 0 fur 
ein u 4= 0 gelte, d. h. also daB JT(1,0,0) und i?(— 1,0,0) beide > 0 seien. 
Alsdann konnen wir a = 0 setzen und durcb eine entspreckende Uber- 
legung fiir die Funktion H{u, v 7 0) yon zwei Argumenten, wie wir sie so- 
eben in bezug auf Jff(u y v f tv) anstellten, ermitteln wir eine Konstante b 
derart, daB H(u 7 v, 0) — bv stets >0 ist, wenn v + 0 ist. Damit be- 
kommt die letztere Differenz den Cbarakter, den wir yorbin fiir H(u } v, w) 
yoraussetzten und wir konnen weiter c so wahlen, daB .nocb 

(H(u, v,w) — bv) — cw 
stets > 0 ist, wenn w + 0 ist. 

Sind endlick auch niebt jBT(1, 0, 0) und 1, 0, 0) beide positiv, 

so konnen wir a so wahlen, daB a < jET(1, 0, 0) und > — 1, 0, 0) 

ist. Damit wird H(u, 0 , 0 ) — au > 0 fiir jedes u 4 = 0 , und wir konnen 
darauf wie soeben b und c nacheinander so bestimmen, daB 

H(u, 0) — au — bv > 0 

ist, sowie #*=(=0 ist, und endlicli v P w) — au — bv — cw > 0 , sowie 
w 4 = 0 ist. 

§ 11. Ovale. Konvexe Bezirke. 

Eine Punktmenge, welcbe ganz in einer Ebene gelegen ist und welebe 
dabei 1 ° mit einer beliebigen Geraden der Ebene sei es eine Streeke, sei 
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es einen Punkt, sei es keinen Punkt gemein hat, 2° wenigstens drei niciit 
in einer Geraden gelegene Punkte aufweist, soli ein Oval heiBen.*) 

Wir kdnnen die Betrachtnngen in §§ 1—10 liber gewisse raumliche 
Gebilde sinngemafl auf die ebenen Ovale ubertragen. Insbesondere zeigt 
sick (s. § 3), daB ein Oval stets ganz im Endlichen liegt, d. k. fur die 
Kooxdinaten der samtlicken Punkte in ihm obere und untere Grenzen 
existieren, stets abgesclilossen ist, ferner daB in der Ebene des Ovals 
dmeh jeden Punkt seiner Berandung (Begrenzung in der Mannigfaltigkeib 
der Ebene) wenigstens eine Gerade gelit, welcbe nicbt zu beiden Seiten 
von sick Punkte des Ovals liegen hat und die wir danack als eine Stitts- 
gerade an das Oval bezeicknen (s. § 6). 

Eine Punktmenge, von welcker allein die Eigensckaft 1° der kon- 
vexen Korper feststekt, daB sie mit einer jeden Geraden sei es eine Strecke, 
sei es einen Punkt, sei es keinen Punkt gemein hat, bezeicknen wir 
scklecktkin als einen konvexen Bezirh. Ein beliebiger konvexer Bezirk 
bedeutet entweder einen konvexen Korper oder ein Oval in einer Ebene 
oder eine geradlinige Strecke oder einen einzelnen Punkt. Jene Grund- 
eigen schaft 1° der konvexen Bezirke ist nack § 3 gleiclibedeutend mit 
dem Inbegriff der drei Eigenschaften: 

la) die Menge entkalt mit irgend zwei Punkten stets auck die ganze 
dieselben verbindende Strecke; 

lb) die Menge ist ganz im Endlicken gelegen; 

lc) die Menge ist abgescklossen. 

Wir konnen jedem konvexen Bezirke St eine StiUzebenenfunMion 
j E(uj VjW) zuweisen; dabei definieren wir H(u, tv) bei beliebigen Argu- 
menten u, v, w als das Maximum des Ausdrucks ux + vy + tvz in der 
Menge der Punkte x, y , z des Bezirks St, Dieser Bezirk St ist sodann 
jedesmal durck die samtlicken Ungleickungen 

(41) ux + vy + wz Il(ii } Vy tv) 

vollig ekarakterisiert. Bei einem beliebigen konvexen Bereick St kaben 
wir fur die Stiitzebenenfunktion jE T(u, v, iv) im allgemeinen die Regeln 1., 
2., 3. wie in § 10 filr einen konvexen Korper, nur mlissen wir in der 
unter (33) aufgefiikrten Ungleickung nock das Zeicken ===== zulassen, wir 
konnen also nur die Bedingung 

(42) H(u 7 v 7 tv) + jH r (— u, 0, 

auck wenn u } v, w =j= 0, 0, 0 sind, bekaupten. Diese Ungleickung (42) 
gekt daraus kervor, daB das Minimum von ux + vy + tvz in $ gleich 
— H(— u, — v ? — tv) ist. Andererseits gilt nun der Satz: 

*) Diese Bezeichnung ist dem Aufsatze von Herrn Brunn „tTber Ovale und 
Eiflachen 14 (Inaugural-Dissertation, Mimchen, 1887) entnommen. 
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Eine beliebige Funktion H(u,v,w), welebe allgemein die Be- 
dingungen 

1. H(u,v,w) + H( r -u,--v,--tv)^> 0, iT(0, 0, 0) = 0, 

2. U(tu, tv, tw) = tH(ii, v, tv), wenti t > 0 ist, 

3. H(it 1} v lf w ± ) + H(u 2 , v. 2 , w 2 ) > Ufa + u 2 , v ± + v 9 , w 1 + tv 2 ) 

erfullt, ist jedesmal die Stutzebenenfunktion eines bestimmteu konvexen 
Bezirks. 

In der Tat, gilt dabei in (42) stets das Zeicben >, wenn u,v,iv 4= 0,0,0 
sind, so ist nacb § 10 dann H(u, v, tv) die Stutzebenenfunktion eines be- 
stimmten konvexen Korpers. Finden wir jedocb irgendein von 0, 0, 0 
verschiedenes System u* } v*, w*, wofiir die Oleicbung 

H(u* v*, w*) + H(— u*, — v * — tv*) = 0 
bestebt, so zeigen die unter den Cngleicbungen (41) entbaltenen zwei 
Bedingungen 

— -ET(— u*, — v*, — tv*) <; u*x + v*y -f iv*z < H(ti*, v*, tv*), 
daB der durcb diese Ungleicbmigen (41) definierte Bereich jedenfalls ganz 
in der Ebene 

u*x + v*y + tv* z = H(u*, v*, tv*) 

liegen mnB. Wir denken uns nun eine solcbe Transformation der ortbo- 
gonalen Koordinaten vorgenommen, daB in den neuen Ivoordinaten, fur 
die wir wieder die alten Zeiehen verwenden, diese Ebene die xy- Ebene 
wird, oder also, wir setzen H(0, 0, 1) — — H(0, 0, — 1) = 0 voraus. Als- 
dann baben wir 

0 = - H(0, 0, - w) < H(u, v , tv) - H(ii, v, 0) < H(0, 0, tv) = 0, 

mitbin wird allgemein H(ti, v, tv) = H(it, v, 0) und das System der Un- 
gleicbnngen (41) kommt auf das System der Bedingungen 
(43) 2 = 0, ux + vy H(ti, v, 0) 

binans. Ist sodann stets H(u, v, 0) + JT(— u, — v, 0) > 0, wenn u, v + 0, 0 
sind, so zeigen entsprecbende Uberlegungen wie in § 10, daB der bier- 
dnrcb definierte Bereicb ein Oval in der Ebene 2 = 0 mit der Stutzebenen¬ 
funktion H(u, v, tv) = H(u, v, 0) ist. 

Finden wir weiter noeb ein System u, v + 0, 0, wofiir die eben er- 
wabnte Summe * 0 ist, so erkennen wir dagegen, daB der Bereicb (43) 
ganz in einer Geraden der #y-Ebene liegt. Unter Zulassung einer Ko- 
ordinatentransformation in der xy- Ebene nebmen wir an, es sei 
H(0, 1,0) = - 0, -1, 0) - 0. 

Dann folgt allgemein ZE(u,v,0) = H(u,0,0) und muB der, durcb (43) 
definierte Bereicb in die #-Acbse fallen. Er stellt eine Stxecke auf der 
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#~Achse vor, wenn H(l, 0, 0) + jST( — 1, 0, 0) > 0 isi Wenn endlich auch 

die letztere Summe =0 ist, gilt durchgehends H(u,v,w) + 

und reduziert sick der Bereich (43) auf einen einzigen Punkt. 

Aus der Bedeutung der Stutzebenenfunktion eines konvexen Bezirks 
entnehmen wir sofort die Tatsache: 

Sind 8 und 8 * zwei honvexe Bczirlce mil den Stuteebenenfunictimen H 
und I!*, so ist damn und nur dann 8 in 8* entholten , wenn fur jedes 
Wertsystem u } v, w stets 

(44) w) <C 3*(u y v, tv) 
gilt. 

Wir erwahnen hier nock eine Methode, die dazu dient, mittels 
mehrerer konvexer Bezirke einen bestimmten weiteren solchen Bezirk zu 
definieren. 

Sind 8 1? 8 2 , • • •; e ^ ne endliche Reihe von konvexen Bezirken mit 
den Stiitzebenenfunktionen H 2 , . . H m und bedeutet H(ii 7 v } tv) bei 
beliebigen Argamenten u, v, w jedesmal das Maximum unter den Werten 

(45) E x {u, v,w), H 3 (u, v, tv), 1-I m (u,v,w), 

so bildet H(u, v, to) stets wieder die Stutzebenenfunktion eines gewissen 
konvexen Bezirks. Dieser neue Bezirk, den wir mit ( 8 1? 8 2 , ..8 r J be- 
zeicbnen wollen, enthalt jeden der Bezirke 8 1; 8 2 , . . 8 m ganz in sick 
und ist selbst stets in jedem anderen konvexen Bezirke enthalten, der 
8 1? ® 2 > • • v samtlieh in sicb aufnimmt. 

In der Tat, aus den Regeln 1. und 2. fur die m einzelnen Funktioneu 
S ly H 2 , . . H m geben die entsprecbenden Regeln fill* die Funktion 
&(u,v,w) bervor. Bedeuten ferner u x , v t , w x und u 2 , v 2 , w 2 zwei be- 
liebige Wertsystem e und ist j dann ein soldier Index aus der Reihe 
1, 2, . . m, wobei H )(w x + u 2 , v i + w i + w» 2 ) mogliehst gro6 ausfallt, 
so baben wir 

H («! + Mj, + V 2 , u\ + w 2 ) = + U 2 , v t + v 2 , w 1 + w„) 

< % w\) + v 2 , tv s ) < B(u 1} v t , wf) -f E(u 2 , v 2 , w 2 ), 

also gilt auch die Regel 3. fur B(u, v, w) und diese Funktion ist die 
Stutzebenenfunktion eines bestimmten konvexen Bezirks 8 . Da nun fur 
i =1,2, .. m stets H(u, v , w) 2> .£f f (w, v 7 w) ist, so enthalt dieser 
Bezirk 8 jeden der Bezirke 8 *.. Ist andererseits 8 * ein beliebiger kon- 
vexer Bezirk, der alle m Bezirke 8- enthalt, und H* die Stutzebenen¬ 
funktion yon 8*, so mufi bei jedem System u, v, w stets B^(ti 7 v i w)'^H i {u ) v 7 w) 
fiir alle Indizes i = 1, 2 ,..m und also H*(u, v 9 tv) Bill, v, w) gelten. 
Danacb enthalt dann jedesmal den Bezirk 8 = (8 X , 8 2 ,8J. 

Ein duales Analogon zu der eben dargelegten Tatsache baben wir in 
folgendem Satze: 
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Sind @ m eine Reihe von konvexen Korpern, von denen 

ein jeder den Nullpunkt im Inneren enthalt, mit den Distanzfunktionen 
ft, ■■■> fm und bedeutet f(x, y, s) fur ein beliebiges System x, y, z 
jedesmal das Maximum unter den m Werten 

fi(?,y,z), ftf n (x,y,d), 

so ist f{x, y, £) wieder die Distanzfunktion eines bestimmten konvexen 
Korpers mit dem Nullpunkte im Inneren, und dieser neue konvexe 
Korper bestebt genau aus alien denjenigen Punkten, die alien m Korpern 
• • •> gemeinsam sind. 

§ 12. Die extremen Punkte eines konvexen Bezirks. 

Es sei $ mit der Stutzebenenfunktion H ein beliebiger konvexer 
Bezirk (also ein konvexer Korper oder ein Oval oder eine Strecke oder 
ein Punkt). Wir bezeicbnen einen Punkt p in ^ als einen extremen Punkt 
von wenn p auf keine Weise als inwendiger Punkt einer ganz in $ 
entbaltenen Strecke erscbeint, d. h. also wenn man nickt in $ zwei ver- 
scbiedene Punkte p 1? p 2 und dazu einen Wert t > 0 und < 1 linden kann, 
so daB p = (1 —+ tp 2 gilt. 

Wir erkennen sofort: Ein innerer Punkt eines konvexen Korpers, 
ein inwendiger Punkt eines Ovals in der Ebene des Ovals, weiter ein 
Punkt einer Strecke, der von ibren Endpunkten verschieden ist, bildet 
niemals einen extremen Punkt des betreffenden konvexen Bezirks. 

Denken wir uns nun p als einen extremen Punkt von Besitzt S 
innere Punkte, d. b. ist $ ein konvexer Korper, so ist p jedenfalls kein 
innerer Punkt von Yon welcber Art also auch der konvexe Bezirk £' 
sein mag, so gebort p jedenfalls der Begrenzung von S an und konnen 
wir daber wenigstens eine Stiitzebene durcb p an $ konstruieren. Wir 
bezeicbnen diese Stiitzebene mit {^} nnd es sei (a , /3, y) ibre (auBere) 
Norm ale. 

Sodann bedeute $ die gesamte Menge von Pnnkten, welcbe $ in 
dieser Ebene {$} liegen bat und wozu insbesondere der Punkt p gebort. 
Die Eigenscbaft eines konvexen Bezirks iibertragt sicb von $ auf diesen 
ebenen Bezirk und wird $ entweder ein Oval oder eine Strecke oder 
einen einzelnen Punkt in der Ebene bedeuten. 

Ist § eiu Oval, so kann p kein inwendiger Punkt dieses Ovals sein, 
sondem muB notwendig seiner Berandung angeboren. Yon welcber Art 
nun ancb der Bereich g ist, so konnen wir daber in jedem Falle in der 
Ebene {g} wenigstens eine Sttitzgerade durcb p an § konstruieren. Wir 
bezeicbnen diese Sttitzgerade mit {£} und es sei ( a , /T, y) ibre (auBere) 
Normale in der Ebene {$/• 



158 


Zur Geometric. 


Weiter bedeute £ die Menge der Punkte, welelie g in dieser Ge- 
raden {£} liegen hat tmd wozu insbesondere der Punkt p gehort. Die 
Eigenschaft eines konvexen Bezirks ubertragt sich von g weiter anf g 
und wird daher £ entweder eine Strecke oder ein Punkt sein. Im ersteren 
Falle muB p ein Endpunkt jener Strecke sein, im letzteren £ sick auf p 
reduzieren. Es sei endlich (a'\ j3 ", y") von den beiden Richtungen in 
der Geraden {£} im ersteren Falle diejenige, welche vom Punkte p aus 
von der Strecke {£} fortfiihrt, im zweiten Falle eine beliebige dieser zwei 
Richtungen. Die drei Richtungen (a, (3, y), ( a , ($', /), (a", /3", y") stehen 
anfeinander senkreeht, so daB zu jedem extremen Punkte von JU in der 
hier dargelegten Weise wenigstens eine orthogonal© Substitution gehort. 

Andererseits leucbtet ein, daB zu einer jeden beliebigen linearen 
Substitution, insbesondere zu einer orthogonalen Substitution 

(S) % = + P'y + y's, rj = ax + (i'y + y s, £ = ax + (iy + yz 

stets ein bestimmter Punkt in $ gehort, der unter alien Punkten von $ 
zunaehst einen moglichst groBen Wert von £, nachsfcdem einen moglichst 
groBen Wert von rj und nachstdem einen moglichst groBen Wert von | 
besitzt. Dieser Punkt p ist dann jedesmal ein extremer Punkt von 
Denn gehorte p einer Strecke p t p 2 an, wobei p x und p 3 zwei von p ver- 
schiedene Punkte aus St waren, so kann zunaehst £ weder fur p 1; noch 
fur p 2 groBer wie fur p sein und milBte daher fur beide Punkte denselben 
Wert wie fur p haben, weiter milBte 7] und endlich auch | fur p t und p 2 
denselben Wert wie fur p haben, was unmoglich ist. Wir bezeiebnen 
den in Frage kommenden Punkt p als den zur Substitution (S) gehorenden 
extremen Punkt von Sehen wir nun zu, wie dieser zu (S) gehorende 
extreme Punkt von sich mittels der Stutzebenenfunktion JS(u 7 v 7 w) 
des Bezirks ® charakterisieren laBt. 

Indem wir uns von vornherein die orthogonale Koordinatentrans- 
formation (S) vorgenommen denken, konnen wir der Einfachheit wegen 
annehmen, es handle sich speziell um den extremen Punkt, der zu den 
urspriinglicben Koordinaten, d. h. der Substitution 

(46) l = y — y, § — e 

gehort. Alsdann ist zunaehst fur (a, (3, y) die Richtung der positiven 
#-Achse einzufiihren und also unter {%} die Stiitzebene **.#(0,0,1) 
an ® zu verstehen. Ermitteln wir nun den Bereich ^ der Punkte von k 
in dieser Ebene. 

Nach den Ausfuhrungen in § 8 und § 11 werden in dieser Ebene 
zu S? alle diejenigen Punkte x, y , z gehoren, fur deren Koordinaten x, y 
bei beliebigen Werten u, v y w stets 

ux + vy S(u } v , w) — wH(Q y 0, 1) 
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gilt. Wir setzen zur Abkiirzung 

(47) H(u, v, w) - wH(0, 0, 1) = H'(u, v,w)i 

diese Funktion H r geniigt claim ebenso wie H den Bedingungen 1., 23. 
in § 11. Dabei wird II (0, 0, 1) = 0, R (0, 0 , — 1) 0, also allgemein 

H'(0, 0, t) = 0, 
wenn t > 0 ist. Aus 

H'(u, v, w 0 ) + H'(0, 0 ,w — w 0 ) R\u, v, w) 

gekt nunmebr, wenn w > w 0 ist, stets H'(ii, v, tv 0 ) > R'(u , w) bervor. 
Danacb nimmt die Funktion H'(ii } v 7 w) mit wachsendem w bei festen 
u 7 v menials zu. Andererseits ist stets 

H'(u, v, w) + H'(— u, — v, 0) R'(0, 0, w) 0, 

H'(u, v,w)'I> — —v, 0), 

so daB H'(ii 7 v,w) bei festen Werten u , v nicht unter eine bestimmte Grenze 
sinken kann. Mithin wird die Funktion H'(u 7 v,w) bei festen Werten 
u, v fur ein unbegrenzt wacbsendes w, obne jemals zuzunebmen, nach 
einer endlicben unteren Grenze konvergieren (die sie auch schon yon 
einem endlicben Werte w an erreicben kann); diese Grenze H f (u,v, +oo) 
wollen wir scblecbtbin mit H'(ii 7 v) bezeichnen. Aus den Eigenscbaften 
der Funktion H'(ti,v,tv) geben folgende Umstancle filr die Funktion 
H'(u, v) bervor: 

1. H'(u, v) + R'(—u y —v) ^ 0, . JT(0, 0) = 0; 

2. H'(tu, tv) = tH r (u, v), wenn t > 0 ist; 

3. H'(u 1; i? x ) + H'{av 2 ) R\u x + u 2 , v i + v s)- 

Die Punkte x, y, 8 des Bezirks % sind nun vollig cbarakterisiert durcb 
# =* H( 0, 0, 1) und die Ungleicbungen 

(48) ux + vy < R\u } v) 

fur alle moglicben Wertsysteme u 7 v. 

Weiter ist fiir (ct, ($', y) die Ricbtung der positiven j/-Acbse ein- 
zufubren und unter {&} die Stiitzgerade 2 /= !?'((), 1) an in der 
Ebene {Qf} zu versteben. Durcb analoge Betrachtungen, wie sie soeben 
angestellt wurden, erkennen wir, daB die Funktion 

(49) H'(u, v) - ^'(O, 1) - H"(u, v) 

bei festem Werte u fur ein unbegrenzt wacbsendes v, obne jemals zu- 
zunebmen, nacb einer endlicben unteren Grenze H''(u, + oo) konvergiert, 
die wir einfacb mit H"(u) bezeicbnen. Alsdann gilt 

.ff"(0) - 0; R"(tu) « wenn t > 0 ist; £T(1) + 1) ^ 0} 



160 


Zur G-eomefcrie. 


und finden wir den Bereich Q der Punkte von % in der Geraden {g} 
durcb 

(50) * ~ j 0T(O, 0,1), y — JBT(0,1), - R'\- 1) < a: < H"(l) 
bestimmt. 

Endlieli soli nock (a \ /3", y") die Ricbtung der positiven #-Achse 
bedeuten und ist der zur Substitution (46) geborende extreme Punkt p 
von $ vollig cbarakterisiert durcb die Koordinatenwerte 

(51) 0 = H( 0,0,1), y~2r(0,l), *-jBT(1). 

Zu jedem konvexen Bezirk ® gehdren in der bier dargelegten Weise 
gewisse Bezirke $ und £ in Ebenen und Geraden und gewisse extreme 
Punkte p. Der Bezirk $ besteht alsdann l) aus seinen inneren Punkten, 
falls S ein konvexer Korper ist ; 2) aus den inwendigen Punkten der Be¬ 
zirke soweit diese Ovale sind, 3) aus den inwendigen Punkten der 
Bezirke £, soweit cliese Strecken sind, endlieli 4) aus den extremen 
Punkten p. 

Ist $ ein konvexer Korper, p ein beliebiger extremer Punkt von 
so finden wir die inneren Punkte von ® auf den Strecken von p nach 
den anderen Punkten der Begrenzung von 1st gelegen. Ist g ein Oval, 
p ein beliebiger extremer Punkt von g, so liegen die inwendigen Punkte 
von 2? auf den Strecken von p nach den anderen Punkten der Berandung 
von 1st £ eine Strecke, so sind die Endpunkte ibre extremen Punkte. 

Uberblicken wir diese Tatsaclien, so erkennen wir, daB in einem 
konvexen Bezirk S ein beliebiger Punkt stets entweder selbst ein extremer 
Punkt von S ist oder einer Strecke oder einem Dreieck oder einem 
Tetraeder angehort, deren zwei, drei, vier Eckpunkte lauter extreme Punkte 
von ® sind. 

Ein konvexer Bezirk ® ist auf diese Weise durcb die Gesamtheit 
seiner extremen Punkte vollig bestimmt als der kleinste konvexe Bezirk, 
der alle diese Punkte aufnimmt. Ein konvexer Bezirk mit einer endlichen 
AnzaJil von extremen JPunkten stellt danacb gernafi den Definitionen in § 4 
stets entweder ein Polyeder oder ein Polygon oder eine Strecke oder 
einen Punkt vor. Umgekehrt sind bei den eben genannten Bereieben nacb 
einer Bemerkung in § 4 allein die Eckpunkte extreme Punkte und also die 
extremen Punkte in der Tat jedesmal nur in endlicber Anzabl vorbanden. 

Wir beweisen nocb den folgenden Satz: 

Ist ein konvexer Korper mit dem Nullpunkte 0 im Inneren und £ 
eine beliebige positive GrofSe, so konnen wir stets ein Polyeder D be- 
stimmen, dessen Ecken samtlicb extreme Punkte von $ sind, welcbes 
daber ganz in $ entbalten ist, und so daJB andererseits das Polyeder (1 + s)0 
den Korper S ganz entbalt. 
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In der Tat, wir bestimmen zunaebst nacli § 5 ein Polyeder 0* 
irgendwie so, daB O* in ® and S in (1 + *)D* enthalten ist. Jeden 
einzelnen Eckpunkt q* von Q* konnen wir, wenn er nicht selbst ein 
estremer Punkt ist, als Punkt einer Strecke oder eines Dreiecks oder 
eines Tetraeders darstellen, deren zwei, drei, vier Eckpunkte extreme 
Punkte von S sind. Es bedeute sodann Q den kleinsten konvexen Bezirk, 
welcber samtliche versebiedenen bierbei berangezogenen extremen Punkte 
von $ in sicb aufnimmt, so stellt dieser Bezirk 0, der natiirlicb nicbt 
ganz in eine Ebene failt, ein Polyeder mit diesen extremen Punkten von $ 
als Eckpunkten vor. Dabei entbalt nnn 0 jeden Eckpunkt von 0* und 
also das ganze Polyeder 0* und wird daber (l + £)0 das Polyeder 
(1 + £)Q* und somit den Korper $ entbalten. Das Polyeder 0 entspricbt 
danacb alien in dem obigen Satze gestellten Anforderungen. 


§ 13. Projektionsraum eines konvexen Korpers von einem Pirnkte 
seiner Begrenzung. Extreme Stiitzebenen. 

Wir haben jetzt einige Bemerkungen liber das Verbalten eines kon¬ 
vexen Korpers in der Umgebung eines Punktes seiner Begrenzung an- 
zuschliefien. Es sei S ein konvexer Korper mit der Stutzebenenfunktion 
JS(UjV } w) und p mit den Koordinaten # 0 , y Q , g Q ein beliebiger Punkt 
seiner Begrenzung. Wir denken uns jeden Strabl von p aus konstruiert, 
der durcb innere Punkte von $ gebt. Die gesamte Menge der Punkte 
auf alien diesen Strahlen, mit AusscbluB des Punktes p selbst, werde 
mit 81' bezeicbnet. Da um jeden inneren Punkt von $ eine Kugel, aus 
lauter inneren Punkten von $ bestebend, konstruiert werden kann, besitzt 
die Menge 31' offenbar nur innere Punkte und enthalt also keinen Punkt 
ibrer Begrenzung, Es sei sodann 81 diejenige abgescblossene Menge, 
welche aus 81' und der ganzen Begrenzung von 81' bestebt; diese Menge 91 
nennen wir den Projektionsraum des Korpers S von p aus. Wir denken 
uns ferner um p als Mittelpunkt eine Kugel vom Radius 1 konstruiert, 
und das Grebiet P, welches 91 mit dieser Kugel gemein bat, heiBe der 
Projektionssektor des Korpers $ von p aus. 

Sind xj und xj zwei Punkte aus 81' auf zwei versebiedenen Strahlen 
von p aus, so konnen wir auf diesen Strahlen irgend zwei innere Punkte 
q t und q 2 von angeben. Jeder Pnnkt der Streeke q t q 2 ist dann eben- 
falls ein innerer Punkt von $ und gebort dadurcb jeder Punkt der 
Strecke xj r 2 ' wieder zu 81'. Die Menge 81' besitzt also die Eigenscbaft la) 
eines konvexen Bezirks. 

Zu jedem Punkte r von 81 gibt es, wenn er nicbt zu 81' gebort, in 
beliebig kleiner Entfernung von ihm Punkte r' aus 81'. Sind r t , r 2 zwei 

Minkowski, Gesammelte Afthandlungen. II. 11 
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Punkte aus 5ft, so wird man daher zwei Punkte r/, r 2 ' aus 5R' angeben 
konnen, so daB die Entfernungen r a r x % r 2 r 2 ' unterlialb einer beliebig 
kleinen GroBe liegen, und da die Strecke r/r/ ganz zu 5ft' gehort, existiert 
also auch. zu jedem Punkte der Strecke r ±1% in beliebiger Umgebung ein 
Punkt von 5ft', ist also jeder Punkt dieser Strecke ein Punkt von 5ft' oder 
dock eine Haufungsstelle von 5ft', mithin stets in 5R enthalten. Es besitzt 
also aucb die Menge 5ft die Eigensebaft la) eines konvexen Bezirks; dabei 
besteht 5ft aus lauter Strahlen von p aus. Der Raum 5R besitzt whiter 
die Eigenschaft 1c) eines konvexen Bezirks, abgesclilossen zu sein, und 
enthalt den ganzen Korper $, da jeder Punkt der Begrenzung von $ eine 
Haufungsstelle von inneren Punkten von K) ist. 

Die Menge 5ft' besteht nun genau aus alien inneren Punkten von 5ft. 
Denn ist r irgendein innerer Punkt von 5R, so konnen wir vier nicht 
in einer Ebene gelegene Punkte r 17 r 2 , r 3 , r 4 aus 5ft so wahlen, daB r im 
Inneren des Tetraeders (r 1; r 2 , r 3 , r 4 ) liegt. Weiter konnen wir in be¬ 
liebiger Nahe von jedem dieser Punkte einen Punkt aus 5ft' finden und 
daher auch vier Punkte r/, r 2 ', r 3 ', r 4 ' aus 5ft' wahlen, so daB r dem Be- 
zirke (r/, r 2 ' ? r 3 ', r 4 ') angehort; alsdann aber gehort nach dem vorhin Aus- 
einandergesetzten r selbst zu 5ft'. Andererseits kann 5ft', wie wir bereits 
gesehen haben, keinen Punkt der Begrenzung von 91 enthalten. 

Die Eigenschaften la), lc), 2) eines konvexen Korpers iibertragen 
sich von dem Projektionsraume 5R sofort auf den Projektionssektor P; 
dieser besitzt schlieBlich noch die Eigenschaft lb) eines konvexen Bezirks, 
ganz im Endlichen zu liegen, und stellt somit in der Tat einen konvexen 
Korper vor. Nach § 8 ist nun ein konvexer Korper vollig bestimmt 
durch die Bedingungen seiner Stiitzebenen, und zwar geht aus den Aus- 
fuhrungen bei (21) dort hervor, daB zur Charakterisierung des Korpers 
nicht durchaus seine samtlichen Stlitzebenen erforderlich sind, sondern 
daB dazu bereits die Bedingungen jeder solchen Menge unter den Stiitz- 
ebenen vollig hinreichen, welche fiir sich schon die Eigenschaft hat, jeden 
einzelnen Punkt der Begrenzung von ® aufzunehmen. Nun baut sich der 
Projektionssektor P aus lauter Radien der Kugel 

(52) 0 - ® 0 ) 2 + (y— Vof + 0—O 2 < i 

auf. Durch jeden Endpunkt eines solchen Radius geht eine Tangential- 
ebene dieser Kugel, welche zugleich eine Stiitzebene an P bildet. 1st 
aber r ein Zwischenpunkt eines solchen Radius und gehort der Begrenzung 
von P an, so kann eine Stiitzebene durch r an P nicht Punkte dieses 
Radius trennen und muB also durch p gehen, ist somit eine Stiitzebene 
durch p an P und dann weiter auch an 5ft und endlich an ® selbst. 
Andererseits hat jede Stiitzebene durch p an $ den Raum 5ft' ganz auf 
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einer Seite liegen und ist daher zugleich auch Stiitzebene durch p an 9ft 
nnd an P. 

Hiernacb wird nun der Projektionssektor P bereits vollig charak- 
terisiert sein dureh die Ungleichnng (52), welebe die Bedingungen aller 
Stiitzebenen an diese Kugel zusammenfaBt, und zudem dnreb die Be¬ 
dingungen aller Stiitzebenen 

(53) *x + Py + yz£H(cc,p, r ) 
an St, welebe durcb p gehen, also die Beziehung 

(54) ax Q + py 0 + y # 0 = S(a 9 p, y) 

erfiillen. Nach der Art, wie der Projektionsraum 9ft und der Projektions¬ 
sektor P sicb gegenseitig bestimmen, wird dann der Projektionsraum 9ft 
sebon allein dureh die letzteren Bedingungen (53), (54), also durch die 
Bedingungen der samtlichen vorhandenen Stiitzebenen durch p an & 
charakterisiert sein. Die Menge 9fT endlich bildet, wie wir sahen, das 
ganze Inn ere des Raumes 31. — 

Wir nennen zwei Richtungen unabhangig, wenn sie weder identiscb 
noch einander entgegengesetzt sind, drei Richtungen unabhangig, wenn 
sie nicht samtlich einer einzigen Ebene angehoren. Wir bezeichnen einen 
Punkt p der Begrenzung yon $ als einen FlacJienpunkt yon $, wenn 
durch p nur eine einzige Stiitzebene an S geht, als einen Kantenpurikt 
von S', wenn durch p mehrere Stiitzebenen an $ gehen, aber deren Normalen- 
richtungen samtlich einer Ebene angehoren, als einen JE'ckpunkt yon 
wenn durch p sick drei solche Stiitzebenen an $ legen lassen, deren 
Normalen nicht samtlich einer einzigen Ebene angehoren. 

Gilt in $ durchweg 0 , wobei <50 — 6 die Gleichung einer Ebene, aber 
nicht durchaus einer Stiitzebene an $ vorstellt, so wollen wir den durch 
g) 0 bestimmten Bereich als einen Halbraum um S bezeichnen. Sind 
in diesem Sinne <^<^0, <p 2 <^0 zwei Halbraume um $ und sind c t , c 2 
zwei positive Konstante, so gilt in $ auch stets <p = c 1 g) 1 + Q und 

stellt also diese Bedingung <p 0 jedesmal wieder einen Halbraum um 
® dar. Wir bezeichnen nun einen Halbraum 9 ? 0 um ^ als einen 

extremen Halbraum um $, wenn es nicht moglich ist, zwei verschiedene 
Halbraume 9 ^<10, <p 2 <| 0 um $ und zwei positive Konstanten c 17 c 2 so 
zu wahlen, daB <p = c 1 q> 1 + c 2 <p 2 ist. 

Wir denken uns jetzt der Einfachheit wegen den Anfangspunkt o 
der Koordinaten im Inneren von S gelegen, um gemaB § 8 den polaren 
Korper tg von ® einzufuhren. Es gilt dann stets H(u , v , w) > 0, wenn 
u, v, w 4 = 0, 0, 0 sind. Die Bedingung eines jeden den Hullpunkt im 
Inneren einschlieBenden Halbraumes konnen wir in die Form 

(55) = ux + xy + — 1 0 
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setzen, und ein solcher „Halbraum (u, v, w) a enthiilt den ganzen Korper 
jedesmal dann, wenn H(u, v,w)<^ 1 ist. Andererseits besteht der 
polare Korper § aus alien Punkten mit Koordinaten u, v, w, wobei 
H(u, v 7 w)<L 1 ist, und entspreelien jetzt die extremen Halbraume (u, v, iv) 
um $ offenbar genan den extremen Punkten (u, v, w) des Korpers §. 
Da letztere Punkte notwendig der Begrenzung von § angehoren, also fiir 
sie stets K(u, v,w) = 1 ist, sehen wir zuniichst, daB die Bedingung eines 
extremen Halbraumes um $ jedenfalls zugleich die Bedingung einer Stilts- 
ebene an $ vorstellt; die beziiglichen Stiitzebenen bezeichnen wir als 
extreme Stiitzebenen an 

Dem Punkte p(% 0 , y Q , ss Q ) auf der Begrenzung von St entspricht dua- 
listisch die Stiitzebene 

(56) x 0 u + y 0 v + z 0 iv — 1 < 0 

an Die Menge der Punkte you § in dieser Ebene wollen wir mit 
25 (p) bezeichnen; jeder Sttitzebene durcb p an St mit einer Bedingung 
u Q x + v 0 y + w 0 # — l <iQ entspricht in 35 (p) ein Punkt (;i< 07 v 0 , w Q ). Je 
nachdem nun p ein Flachen-, Kan ten-, Eckpunkt von £ ist, wird 35 (p) 
einen einzelnen Punkt oder eine Strecke oder ein Oval vorstellen. Auf 
Grund der oben abgeleiteten Kesultate erkennen wir nun die folgenden 
Umstande. 

Ist zunachst p ein FlachenpunM yon 5? und ?/> <C 0 die Bedingung 
der einzigen alsdann yorhandenen Stiitzebene durck p an 5?, so wird der 
Projektionsraum 9ft des Korpers S yon p aus der gauze Hdlbraum 4><,0. 

Ist zweitens p ein KantenpunM von so gibt es zwei extreme Stiitz¬ 
ebenen durch p an $, deren Bedingungen < 0 , <ijj 2 <C 0 seien, und diese 
haben dann die Bedingung jeder anderen dureli p an St vorhandenen Stiitz- 
•ebene in einer Form (1 — t)ty x + <0, 0 < t < 1 zur Folge. Der 

Projektionsraum 9ft des Korpers $ von p aus wird bier der durch die 
beiden Ungleiehungen ^ <£ 0 , <; 0 dargestellte Keil 

Wir schalten jetzt eine Bemerkung in bezug auf die ebenen Figuren 
ein. Wir konnen die hier fiir den Baum und konyexe Korper eingefiihrten 
Begriffe sinngemafi auf die Ebene und Ovale ubertragen. Ist © ein ebenes 
Oval, f ein Punkt seiner Berandung, so nennen wir f einen LinienpunM 
oder einen Eclzpunld von @, je nachdem in der Ebene yon © durcb f 
nur eine oder mehrere Stiitzgeraden an © gehen. Wir bilden sodaim 
in der gehorigen Weise die Begriffe der extremen Halbebene um @ 
und der extremen Stiitzgeraden an @ und erkennen: Im Falle eines 
Linienpunktes f ist die einzige Stiitzgerade durch f an © eine extreme 
Stiitzgerade an ©, im Falle eines Eckpunktes f gibt es zwei verschiedene 
extreme Stiitzgeraden durch f an ©, aus welchen dann die Bedingungen 
aller iibrigen Stiitzgeraden der „Eckstutzgexaden“ durch j an © folgern 
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Jetzt nehmen wir drittens p als emeu EchpunU von $ an, wobei 
dann ®(p) ein Oval vorstellt. Diejenigen Stiitzebenen durcb p an 
welche den inwendigen Punkten dieses Ovals entsprecben, bezeiehnen wir 
als. Eckstutzebenen durcb p an Zu jedem inwendigen Punkte b von 
®(p) konnen wir drei nicbt in gerader Linie gelegene Punkte b t , b 2 , b 3 
in 5D(p) derart annehmen, daB b im Inneren des Dreiecks (b 1? b 2 , b 8 ) liegt. 
Die cbarakteristiscbe Eigenscbaft einer Eckstiitzebene durcb p an ® ist 
danacb die, daB man ibre Bedingung in eine Form 

(57) (p = c 1 <p l + c it <p 3 + c 3 q> 3 £0 

setzen kann, so daB cp x 0, <p 2 <[ 0, 0 die Bedingungen dreier Stiitz- 

ebenen durcb p an ® mit undbhdngigen Normalenricbtungen und c ly c 2 , c 3 
positive Konstanten sind. 

Es bedeute in dieser Weise (57) eine Eckstiitzebene durcb p an 
Alsdann sind cp x , <p%, <p 2 drei unabbangige bomogene lineare Ausdriieke in 
x — # 0 , y — y 0 > # ~ #o> s0 daB umgekebrt letztere Differenzen durcb <p 19 
<p 2 ,g) 3 ausgedriickt werden konnen. Im Projektionsraume SI des Korpers 
S' von p aus gilt jedenfalls 

(58) 9l^0, <? 3 <^0. 

Fordern wir gleicbzeitig cp ~ 0, so muB wegen (57) notwendig cp 1 = 0, 
cp 2 — 0, cp 3 = 0 gelten. Die Ebene <p == 0 entbalt also vom Raume 91 
allein den Punkt p, wahrend im iibrigen in 91 stets cp < 0 ist. Bezeiehnen 
wir den Scbnitt von 91 mit der Ebene cp = — 1 mit ©, so gilt wegen 
(57) und (58) in @: 

(59) -f<g> 2 <0, -f^%< 0, 

c 1 o s 

und danacb besteben aucb fiir die Betrage von x — x 07 y — y 03 2 — z 0 
bei den Punkten in © obere Grenzen. Der Bereicb © ist also ganz im 
Endbcben gelegen; der Raum 91 ist dann der Kegel alter Strablen von 
p durcb die Punkte von ©, und enthalt gewiB drei nicbt in gerader Linie 
gelegene Punkte. Yon 91 ubernimmt @ ferner die Eigenscbaften la) und 1c) 
eines konvexen Bezirks und stellt nun'© ein Oval in der Ebene <p==— 1 vor. 

Als Stiitzebenen durcb p an 91 oder an ® baben wir dann auBer der 
Ebene cp = 0 jede Ebene durcb p, welcbe die Ebene cp = — 1 in einer 
solcben Geraden schneidet, die das Oval © iiberhaupt nicbt trifft oder 
eine Stiitzgerade an © ist. Aus den entsprechenden Tatsacben uber die 
Stiitzgeraden eines Ovals entnebmen wir, daB eine Stiitzebene durcb p an 
® dann und nur dann eine extreme Stiitzebene an $ ist, wenn sie durcb 
eine extreme Stiitzgerade an © in cp = — 1 fiihrt. Ferner erkennen wir 
als die Eckstiitzebenen durcb p an $ diejenigen Ebenen durcb p , welcbe 
© iiberhaupt nicbt treffen. Ist q ein von p versebiedener Punkt, der 
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weder in 9? nock in dem zu 9t in bezug auf p symmetrischen Kegel liegt, 
so gehen durch die Gerade pq offenbar noch unendlich viele dieser Eck- 
stiitzebenen. 

Der Projektionssektor P wird nun im Falle eines Flachenpunktes 
eine Halbkugel, im Falle eines Kantenpunfetes ein Keilsektor, im Falle 
eines Eckpunktes ein Kegelsektor. 

Nach dem am Sehlusse yon § 12 bewiesenen Satze konnen wir, wenn 
8 eine beliebige positiye GroBe bedeutet, stets zum Korper § ein Poly- 
eder 5(3 bestimmen, dessen Ecken lauter extreme Punkte von § sind und 
so daB (1 + s) 5)3 den Korper § ganz enthalt. Dabei ist der Nullpunkt 
0 ein innerer Punkt von (1 + s)5J3 nnd also auch von 5)3. Es bedeute Q 
den zu 5(3 polaren Korper, so ist nunmehr Q ein Polyeder, bei welcbem 
die Ebenen der einzelnen Seitenflachen lauter extreme Stiitzebenen an S 
sind, und enthalt Q den Korper Andererseits wird der zu (1 + $)5)3 

polare Korper das Polyeder --j- Q sein und ganz in $ enthalten sein. 

1 T" 8 

Wir gelangen damit zu folgendem Satze: 

Ist ® ein konvexer Korper mit dem Nullpunkte im Inneren und a eine 
beliebige positive Grofie, so konnen wir stets ein Polyeder Q bestimmen } bei 
welchem die Ebenen der Seitenflachen lauter extreme Stiitzebenen an ® sind 
und so da/3 andererseits Cl ganz in (1 + a)® enthalten ist. 

§ 14. Tangentialebenen. 

Es sei ® ein konvexer Korper und 
(60) = ax + py + y# — H(cc 7 /3, y) < 0 

die Bedingung der Sttitzebene an $ mit der beliebigen Richtung (a, (3, y) 
als (auBerer) Normale. So lange d positiv ist und eine gewisse GroBe 
(J9T(a, ft, y) + — a, — /3, — y)) nicht erreieht, trifft die parallele Ebene 

= — d den Korper ohne an ihn Sttitzebene zu sein, geht also durch 
innere Punkte yon ® und hat mit ® einen ebenen Bereich gemein, der 
von die Eigenschaft eines konvexen Bezirks ubernimmt und gewiB drei 
nicht in gerader Linie gelegene Punkte aufweist, also ein Oval vorstellt. 
Es sei $(d) das Maximum unter den Radien der ganz in diesem Oval 
enthaltenen Kreise. Wir bezeichnen die Sttitzebene < 0 an $ als eine 

Tangentialebene an wenn der Quotient fur ein nach Null abnehmen- 

des d iiber jede Grenze hinauswachst. Wir konnen nun die folgende Tat- 
sache beweisen: 

Die extremen Stiitzebenen an $ und allein diese Stiitzebenen sind Tan- 
gentialebenen an 

Fassen wir einen beliebigen Punkt p der Begrenzung von $ ins Auge. 
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1st zunacbst p ein FlacJienpunld von so ist die alsdann vorbandene 
einzige Stiitzebene durcb p an $ nacb § 13 eine extreme Stiitzebene an 
$ und wie wir jetzt zeigen wollen, zugleicb Tangentialebene an $ in 
dem eben festgelegten Sinne. Bedeutet (60) die Bedingung dieser Stiitz¬ 
ebene, so ist der Projektionsraum 3t des Korpers $ yon p aus bier der 
ganze Halbraum ip 0. Die Parallelebene ^ — 1 falit daher vollstandig 

ins Innere dieses Raumes 9t nnd konnen wir drei innere Pnnkte r 1? r 2 , 
T s von in dieser Ebene ip = — 1 so annehmen, daB das Dreieck (t x , 
r 2 , r 3 ) einen Kreis yon beliebig groBem Radius p 0 entbalt. Alsdann konnen 
wir auf den Strecken px t , pr 2 , pr 3 irgendwelebe inneren Punkte q x , q 2 , q 3 
yon ® finden; ist fur diese Punkte ip = — d lf — d 2 , — d B , so geboren bei 
jedem positiyen Werte d, der < d lf < d 2 , < d B ist, alle drei Punkte 

(1 — d^p dx (1 — d^)p dx 27 (1 — d^p dx B 

in der Ebene ip = — d und daber aucb das ganze Dreieck mit letzteren 
Punkten als Eckpunkten dem Inneren yon $ an. Dieses dem Dreieck 
(ti, r 2 , r 3 ) in bezug auf p homothetische Dreieck entbalt einen Kreis yom 

Radius d$ 0 und ist also dabei —Danacb muB in der Tat der 

Quotient fiir ein nacb Null abnebmendes d fiber jede Grrenze binaus- 

u 

wachsen. 

Ist zweitens p ein Kantenpurikt von so ist der Projektionsraum 3ft 
des Korpers S' von p aus nach § 13 ein yon zwei extremen Stutzebenen 
ip t < 0, < 0 an ® gebildeter Keil. Alsclann sind diese beiden extremen 

Stutzebenen Tangentialebenen an Denn betracbten wir eine dieser 
Ebenen, ip t = 0. Der Keil 3ft scbneidet aus der zu ibr parallelen Ebene 
^ 1= = — 1 eine Halbebene beraus. Wir konnen drei innere Punkte r 1? r 2 , 
r 3 yon 3ft in dieser Halbebene so annebmen, daB das Dreieck (r 1? r 2 ,r 3 ) 
einen Kreis yon beliebig groBem Radius entbalt, und die weiteren Scbliisse 
genau wie yorbin einricbten, um fiir ^ = 0 den Cbarakter einer Tangential¬ 
ebene an $ einzuseben. — DaB die iibrigen Stutzebenen durcb p an $, 
welcbe mit dem Keile 3ft nur die Kante ip t = 0, ip 2 = 0 gemein baben, 
nicht Tangentialebenen an vorstellen, leucbtet ebenso einfacb ein. 

Analoge Bemerkungen wie hier zu den Flaeben- und Kantenpunkten 
eines konvexen Korpers konnen wir zu den Linien- und Eckpunkten eines 
ebenen Ovals macben, und wir kommen dadurcb zu folgendem Satze: Es 
sei © ein ebenes Oval, f ein Punkt seiner Berandung, ft eine Sttitzgerade 
an © und bezeichnen wir die Lange der zu ft parallelen Sebne von @ 
in einem senkreehten Abstande d r yon ft mit Q (d') y so wacbst fur ein 

nacb Null abnebmendes d r der Quotient ~~^p~ fiber jede Grrenze oder kon- 
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vergiert nach einer endlicken Grrenze, je nachdem die Stiitzgerade ft an 
© eine extreme ist oder nicht. 

Es sei endlieli p ein EckpunTd von S. Wir bezeiehnen wieder mit 
3? den Projektionsraum des Korpers ® von p aus, sodann sei 9 ? < 0 die 
Bedingung irgendeiner Eekstiitzebene durck p an ft 
mid © (Fig. 1 ) das Oval, welches 9 i ans der Ebene 
(p = — 1 aussckneidet, f ein beliebiger Punkt der 
Berandung von ©, endlich ft in qp = — 1 eine extreme 
Stiitzgerade durck f an @. Die Ebene durck p und 
ft ist dann eine extreme Stxitzebene und, wie wir 
nun zeigen, eine Tangentialebene an Es sei ip < 0 
die Bedingung dieser Stutzebene in der Form (60). 
Bezeicknen wir die Lange einer zu ft parallelen Sekne 
von © in einem senkreckten Abstande d' von ft (so lange es eine solcke 

Sekne von © gibt), mit Q'(d r ), so wachst —mit nack Null abnehmen- 

dem d' liber jede Grrenze. Jene Sekne besitzt von der Ebene ip = 0 den 
senkreckten Abstand sd' , wenn s den Sinus des Neigungswinkels der 
beiden Ebenen go = 0 und ip = 0 bedeutet, und wird sie daher von p 
aus auf die Ebene ip «= — 1 im Abstande 1 von ip = 0 in eine Strecke 

von der Lange ■ projiziert. Der vom Kegel aus ip = — 1 keraus- 

gescknittene Bereick enthalt danack zu ft parallele Strecken von beliebig 
groBer Lange. Zweitens aber hat dieser Bereich die Eigensckaft, wenn r 
ein beliebiger Punkt darin ist, den ganzen unendlicken, von r parallel zur 
Richtung von p nack f verlaufenden Strakl zu enthalten, und infolge dieser 
beiden TJmstande wird es offenbar moglich sein, in diesem Bereicke drei 
innere Punkte r 1? t 2 , r 3 von so zu wahlen, daB das Dreieek (t^, r 2 ,r 8 ) 
einen Kreis von beliebig groBem Radius entkalt. Daraus geht dann wie 
oben kervor, daB ip = 0 eine Tangentialebene an ist. — DaB jede Eck- 
stiitzebene durck p an sowie jede Ebene durck p, welche durck einen 
Eckpunkt f von © und eine Eckstiitzgerade ft an @ lauft, niemals eine 
Tangentialebene an $ ist, erkennen wir durck ahnliche Uberlegungen. 

§ 15. Normalensektor zu einem Eekpunkte. 

Wir wollen die Kugel x 2 + y 2 + # 2 < 1 mit 0 als Mittelpunkt vom 
Radius 1 stets mit ©, ikre begrenzende Flache mit © bezeichnen. 

Es sei jetzt $ ein beliebiger konvexer Bezirk und es sei p mit den 
Koordinaten x 0) y 0 , £ 0 ein Eckpunkt von Wir kaben den Begriff des 
Eckpunktes in § 14 fur konvexe Korper und fur Ovale festgelegt; bei 
einer Strecke bezeicknen wir die Endpunkte der Strecke auck als ikre 
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Eckpunkte und, handelt es sich am einen Bezirk, der einen einzelnen 
Punkt bedeutet, diesen Punkt auck als Eckpunkt des Bezirks. In alien 
Fallen ist dann ein Eckpunkt Jp eines konvexen Bezirks dadurch eharak- 
terisiert, daB durch ikn drei Sttitzebenen an mit unabhangigen Nor- 
malenrichtungen geken. Als Eckstiitzebenen dnrck p an $ bezeichnen wir 
jede solcke Stiitzebene dnrck p an $, deren Bedingnng sick auf irgend- 
eine Weise in eine Form c t (p 1 + <p 2 + c z <p 3 < 0 bringen laBt, so daB 
9k < 0, (p 2 <C 0, <p 3 < 0 die Bedingungen dreier Stiitzebenen an S mit un¬ 
abkangigen Normalenricktungen nnd c l9 c 2 , c 3 positive Konstanten sind. 
Fiir diese Eckstiitzebenen ist dann auck folgende Eigensckaft charakteristisck: 
Ist (a 09 (3 0 , y 0 ) Normale einer Eckstiitzebene durch p an S, so ist eine 
jede Richtung (a, (3, y), wobei die Betrage | a — a 0 |, | (3 — j3 0 |, | y — y 0 1 
nnter einer gewissen positiven GroBe bleiben, ebenfalls stets Normale 
einer Stiitzebene durch p an 

Wir denken uns zn jeder Bedingung 

u(oc — x 0 ) + v{y — y 0 ) + w(* — £ 0 ) < 0 

einer Stiitzebene durck p an $ den Punkt mit den Koordinaten u 9 v, iv 
bestimmt und nekmen dazu nock den Nnllpunkt u = 0, v — 0, iv = 0 
kinzu. Die dadurck hervorgehende, aus lauter Straklen von o aus be- 
stekende Punktmenge ist dann abgeschlossen, kat die Eigensckaft la) eines 
konvexen Bezirks und enthalt den Nullpunkt o sowie drei nickt mit ihm 
in einer Ebene gelegene Punkte. Diese Eigensckaften le), la), 2) eines 
konvexen Korpers iibertragen sick auck auf denjenigen Bereich, welcken 
diese Punktmenge mit der Kugel © gemein kat und den wir mit N(p) 
bezeichnen. Dieser Bereick N(p) ist zudem ganz im Endlicken gelegen 
und wird nun tatsacklick einen konvexen Korper vorstellen. Dieser Korper 
N(p) kestekt aus alien Radien der Kugel © von o nack den Punkten 
{a, (3, y) auf welcke zugleick auBere Kormalen von Stiitzebenen durck 
p an bedeuten, und wir wollen deskalb N(p) den Normalenseldor zum 
Eckpunkte p von $ nennen. 

Enthalt N(p) den Punkt o als inneren Punkt, so muB N(p) mit der 
ganzen Kugel © zusammenfallen und also jede Stiitzebene an ® durck p 
laufen. Dieser Fall tritt nur ein, wenn der Bezirk ® den einen Punkt p 
bedeutet. In jedem anderen Falle ist o notwendig ein Punkt der Be- 
grenzung von N(p) und der Korper N (p) zugleick sein eigener Projektions- 
sektor von o aus. 

Ist S ein konvexer Korper und ( a } (3, y) (auBere) Normale einer 
Stiitzebene durck p an so gekt die Stiitzebene an $ mit der (auBeren) 
Normale (— cc } — /J, — y) jedenfalls nickt durck p. Der Sektor N(p) kann 
also kier nickt zwei Radien von o aus in entgegengesetzten Ricktungen 
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enthalten. Der Punkt o ist daher in diesem Falle ein Eckpunkt in N(p) 
und N(p) ein Kegelsektor. Bedeutet alsdann (—a*, —/?*, — 7 *) die Nor- 
male einer Eckstiitzebene durcb 0 an N(p), so gilt fiir jede Normale 
(a, / 3 , y) einer Stiitzebene durcb p an St stets die Beziehung 

(61) ace* + /3/3 :!: + yy* > 0. 

Ist ® ein Oval, so ist die Ebene des Ovals und nur diese eine Ebene 
Stiitzebene an St zugleich mit zwei einander entgegengesetzten (auBeren) 
Normalen. Alsdann enthalt N(p) einen einzigen Durchmesser der Kugel 
der Punkt 0 ist ein Kantenpunkt von N(p) und N(p) ein Keilsektor 
der Kugel 05. 

Wenn endlieb $ eine Strecke bedeutet, so entbalt N(p) gewiB zwei 
verschiedene Durcbmesser von 05, und ist 0 ein Flachenpunkt von N(p) 
und daher N(p) eine Halbkugel von 05. 

Die inneren Badien von N(p), d. b. diejenigen, welche von 0 aus ins 
Innere von N(p) eintreten, entspreeben den Normalen (a, ji, y) der Eck- 
stiitzebenen dureh p an Da eine solcbe Eckstiitzebene von ® iiberhanpt 
nur den einen Punkt p entbalt, kann sie niemals durch einen zweiten 
Eckpunkt von St geben. Besitzt der konvexe Bezirk $ verschiedene Eck- 
punkte, so miissen danacb die Normalensektoren zu diesen Eckpunkten 
untereinander in ibren inneren Punkten durchweg versebieden sein. Nun 

sind sie samtlich Teile der Kugel 05, deren Volumen endlieb == ist. 
Aucb in dem Falle, daB die Zabl der Eckpunkte von S? eine unendliebe 
ist, kann es daher unter diesen Eckpunkten jedesmal nur eine endliebe 
Anzabl geben, bei welcben das Volumen des zugehorigen Normalensektors 
eine beliebig angenommene positive GroBe iibersteigt. Wir sind danacb 
stets imstande, die samtlicben Eckpunkte eines konvexen Bezirks nach dem 
Volumen ihrer Normalensektoren in eine abzahlbare Reihe zu ordnen. 

Ist ® ein konvexer Bezirk mit einer endlichen Anzabl von extremen 
Punkten, also ein Polyeder, Polygon, eine Strecke oder ein Punkt, so sind 
alle extremen Punkte von $ zugleich Eckpunkte von St Es geht daher 
jede Stiitzebene an £ durcb wenigstens einen Eckpunkt von S?, und ge- 
hort infolgedessen jeder Radius von 05 dem Normalensektor zu wenigstens 
einem Eckpunkte von $ an. Die Normalensektoren der samtlicben Eck¬ 
punkte von $ erfiillen dann also die ganze Kugel 05 und die Summe ibrer 
Volumina ist genau = ^ • 
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§ 16. Normalensektor zu einem auBeren Punkte eines konvexen 
Korpers. Kappenkorper. 

Es sei jetzt $ ein konvexer Korper und p mit den Koordinaten 
x Q} Vg> ein beliebiger Punkt auBerkalb S'. Es bedeute H(u, v, w) die 
Stutzebenenfunktion von S ? diejenige des Punktes p ist 
(62) H 0 (u, v , w) = ux 0 + vy Q + wz 0 . 

Bezeicknen wir das Maximum unter den zwei Werten H(u, v, iv) und 
H 0 (u, v, w) jedesmal mit H*(u, v, w) 9 so ist H*(u, v, w) nacb § 11 die 
Stutzebenenfunktion des kleinsten, den Korper S und den Punkt p zu- 
sammen enthaltenden konvexen Korpers (p ; S). Die Menge alter der- 
jenigen Punkte, welche dieser Korper (p, S) auBer den Punkten von S 
entkalt, moge die Kappe von p an S heiBen. 

Wir wollen die Punktmenge alter Strecken pf von p nacb den ver- 
scbiedenen Punkten f des Korpers S mit S* bezeichnen. Wir stellen nun 
vor allem fest, daB der Korper (p, S) sick genau mit dieser Punktmenge 
S* deckt. In der Tat, zunackst enthalt ( p, S) als konvexer Bezirk jede 
von jenen Strecken pt und also die gauze Menge 

Diese Menge aber bildet bereits ftir sick einen konvexen Bezirk. 
Sie besitzt offenbar die Eigensckaft la) eines konvexen Bezirks deskalb, 
weil diese Eigensckaft dem Korper $ zukommt; zweitens ist sie wie $ 
und p ganz im Endlicken gelegen. Drittens ist sie nun auck eine ab- 
geseklossene Punktmenge. Denn erscheint irgendein Punkt r im Raume 
als Haufungsstelle von unendlicli vielen Punkten der Form (1 — £)p + £t, 
wobei jedesmal ! einen Punkt von $ und t einen Wert 0 und <! 1 
bedeutet, so konnen wir aus diesen Punkten eine unendlicke Reike solcker 
kerausnekmen, die nack dem Punkte r konvergieren, d. h. deren Abstande 
von x nack Null abnekmen. Da ganz in einer Kugel von endlickem 
Radius liegt, unendlich viele Punkte ! aus $ also stets wenigstens eine 
Haufungsstelle besitzen miissen, konnen wir dann weiter aus jener ersten 
Reike von Punkten eine zweite unendlicke Reike 

(1 — (l — 4)*> + 4*2, • • • 

aussondern, fur die auck nock die darin vorkommende Punktreike ! 1? f 2 , ... 
nack einem Grrenzpunkte konvergiert. Da $ eine abgescklossene Punkt¬ 
menge vorstellt, ist dieser Grenzpunkt wieder irgendein Punkt f aus 
und gleickzeitig muB auck die Reike der Werte t x , t 2 , . . . nack einem 
Grenzwerte t^> 0 und < 1 konvergieren, mit dem dann r=^(l — £)p+£f 
gilt. Danack liegt die Haufungsstelle r der Menge selbst auf einer 
Strecke von p nack einem Punkte von gehorfc somit selbst zu d. k. 
eben ist eine abgescklossene Punktmenge*, besitzt also in der Tat 
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alle Eigenschaften eines konvexen Bezirks. Da nun cler Korper (p, 
in jedem, p nnd $ enthaltenden konyexen Bezirk enthalten ist, muB da- 
nach umgekehrt (p, in S* enthalten sein und deckt sick also genau 
mit der Menge S*. 

Betrachten wir weiter alle Punkte der Form p + t(t — p), wobei f 
einen Punkt yon $ und t jetzt einen beliebigen Wert ^0 bedeute, so 
ist die Menge 91 dieser Punkte ebenso wie ® abgescklossen und stellt 
den Projektionsraum des Korpers (p, ffi) von p aus vor. Durch p konnen 
wir jedenfalls eine solche Ebene legen, welche $ nicht trifft, und diese 
enthalt dann voni Raurne 91 einzig den Punkt p, danacli ist p ein EcJc- 
punkt im Korper (p, $). 

Als (auBere) Normalen der Stiltzebenen (lurch p an (p, S') haben wir 
diejenigen Richtungen (a, ft y), bei welchen 

(63) H*(a, ft y) = aa? 0 + py 0 + yz 0 = ft ?) 
oder also, was damit gleichbedeutend ist, 

(64) H(a, ft y) < ax 0 + py 0 + yz 0 

gilt. Die Radien cler Kugel ($, die yon o aus in diesen Richtungen 
fiihren, bilden den Normalensektor zur Ecke p im Korper (p, S), den wir 
jetzt den Normalensektor mm aufieren Punkte p von S nennen und wieder 
mit N(p) bezeichnen. Die inneren Radien yon N(p) bestimmen uns die 
Normalen ( a , ft y) der Eclcstutzebenen (lurch p an (p, $); fiir diese Rich¬ 
tungen gilt 

(65) H(a, ft y) < ax 0 + py 0 + ys 0 > 

sie bedeuten also gleichzeitig die Normalen derjenigen Stiltzebenen an ff, 
welche p von $ trennen, cl. k. p auf entgegengesetzter Seite wie das 
Innere yon liegen haben. 

Es sei sodann N(p) cler zu N(p) komplenientiire abgeschlossene Sektor 
in der Kugel, d. h. die Punktmenge aller Radien von o nach solcben 
Punkten (cc, ft y) auf @, fur welche 

(66) H(a, ft y) ^ + py 0 + yz 0 

oder also 

(67) fl*(«, ft y) = H(a, ft y) 

ist. Die beiden Sektoren N (p) und N (p) bestimmen einander gegenseitig, 
indem sie zusammen die ganze Kugel © ausfiillen, in ihren inneren Punkten 
durchweg yerschieden sind, ihre begrenzenclen Radien dagegen vollig ge- 
meinsam haben. 

Entsprechend seiner Stiitzebenenfunktion S* (u, w) hat der Korper 

~ (p, St) jede solche Stiitzebene, deren Normale der Bedingung (67), 
also einem Radius yon N(p) entspricht, mit dem Korper $ gemein; es 
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erfiillt also (p, ®) die Bedingungen 
(68) + fiy + yz H(a } ft y) 

fur alle Richtungen (a, ft y) 7 die den Radien von M(p) entsprecben. Yon 
den beziiglichen Stiitzebenen (68) geben diejenigen, welche den begrenzen- 
den Radien von IM(p) entsprecben ; durcb den Punkt p. Da N(p) und die 
inneren Radien von N(p) die ganze Kugel © zusainmensetzen, besitzt der 
Korper (p, ®) an weiteren Stiitzebenen nur die Ecbsttitzebeneii durcb p, 
welcbe von diesem Korper einzig den Punkt p entbalten. Hiernacb 
nebmen bereits die zuerst genannten Stiitzebenen die ganze Begrenzung 
von (p, ®) in sicb auf, und ist daher der Korper (p, J£) durcb die Ge- 
samtbeit der Bedingungen (68), (66) scbon vollkommen charakterisiert. 
Auf diese Weise ist durcb $ und den in der Kugel © konstruierten Sektor 
N(p) bzw. den Sektor N(p) der Korper (p, jj) und sodann der Punkt p als 
der einzige, nicht zu $ geborende Eckpunkt von (p, $) genau bestimmt. 

Es seien jetzt p und q zwei verscbiedene Punkte auflerhalb ft so 
konnen wir das Yerbalten der durcb p und q gelegten Geraden zum 
Korper ® mit Hilfe der zu p und q gehorigen Normalensektoren N(p) 
und N(q) in einfacker Weise beurteilen. Wir baben folgende Moglicb- 
keiten zu erwagen: 

1. Die Gerade pq treffe den Korper S nicbt auf der Strecke pq, 
aber auf deren Yerlangerung iiber q binaus. Alsdann ist q ein Punkt 
der Kappe von p an S und daher der Korper (q, ft ganz in (p, ft und 
weiter die Kappe von q an $ ganz in der Kappe von p an S entbalten. 
Andererseits sind dann diejenigen Stiitzebenen an ft welcbe gleicbzeitig 
Stiitzebenen an (p, ft vorstellen* notwendig aucb Stiitzebenen an (q, ft 
und ist daber der Sektor N(p) ganz in dem Sektor N(q) entbalten, also 
enthalt endlicb der komplementare Sektor N(p) ganz den komplementaren 
Sektor N(q). 

Umgekebrt erkennen wir, daB, wenn der Sektor N(p) den Sektor N(q) 
entbalt, notwendig fiir die Gerade pq der bier angenommene Fall vorliegt. 
Denn es ist dann andererseits der komplementare Sektor N(p) ganz in 
dem komplementaren Sektor N (q) entbalten, und geniigt daber der Korper 
(q, ft alien den TJngleicbungen (68), welcbe in ibrer Gesamtbeit genau 
den Bereicb des Korpers (p, ft cbarakterisieren. Mitbin ist q selbst in 
(p, ft entbalten, also ein Punkt der Kappe von p an 

2. Die Gerade pq treffe den Korper $ nicbt auf der Strecke pq, aber 
auf deren Yerlangerung iiber p binaus. Fiir diesen Fall ist cbarakteristiscb, 
daB der Sektor N(p) ganz in dem Sektor N(q) entbalten ist. 

3. Die Gerade pq treffe den Korper ® iiberhaupt nicbt. Der Punkt 
q gehort dann weder dem Projektionsraume des Korpers (p, ft von p 
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aus noch dem dazu in bezug auf p symmetrischen Kegelraume an, und 
gibt es daber nach § 14 Ebenen durch pq, welche mit 3ft nnr den Punkt 
p gemein haben, also keinen Punkt von ® enthalten, mithin gleichzeitig 
Eckstiitzebenen durch. p an (p, St) und durch q an (q, St) sind. In diesem 
Falle haben daber die Normalensektoren N(p) und N(q) innere Punkte 
gemein, es ist aber nach dem bei 1. und 2. Ausgefuhrten keiner dieser 
Sektoren vollstandig in dem anderen enthalten. 

4. Endlich enthalte die Strecke pq selbst wenigstens einen Punkt f 
von Alsdann gibt es keine Stiitzebene an welche p und q beide 
auf der entgegengesetzten Seite wie das Innere von $ liegen hat. In 
diesem Falle haben daber die Normalensektoren N (p) und N(q) keinen 
inneren Punkt gemein, und umgekehrt erkennen wir letzteren Umstand 
als cbarakteristiscb fur die bier angenommene Lage der Punkte p und q 
zu wenn wir damit die Ergebnisse in den zuerst untersuchten Fallen 
vergleicken. Ist dann p* ein Punkt der Kappe von p an q* ein Punkt 
der Kappe von q an S, so ist der Normalensektor N(p*) im Sektor N(p) 
und der Normalensektor N(q*) im Sektor N(q) enthalten und haben daber 
aucb N(p*) und N(q*) keinen inneren Punkt gemein. Somit kann me¬ 
nials p* mit q* identiscb sein, und zudem enthalt die Strecke p*q* stets 
wenigstens einen Punkt f* von St und lafit sich dann in zwei Strecken 
p*f* und f*q* zerlegen, von denen die eine ganz dem Korper (p, $), die 
andere ganz dem Korper (q, !&) angebort. 

Auf Grund der letzten Bemerkung leiten wir noch folgenden Satz her: 

Es sei S ein konvexer Korper und es seien p*, p 2 , . . . eine endliche 
oder unendliche Reibe von Punkten auBerhalb & derart, daB von ibren 
Normalensektoren N(p x ), N(p 2 ), ... in bezug auf $ keine zwei unterein- 
ander einen inneren Punkt gemein haben. Alsdann bildet die Vereinigung 
der samtlichen Korper (p 1; $), (p 2 , St), ... (d. i. also der Korper St unter 
Hinzunabme der Kappen von alien einzelnen Punkten p 1? p 2 , . .. an ffi) 
stets wieder einen konvexen Korper. 

Wir bezeicbnen den in dieser Art gebildeten Bereicb mit 

= (p 1? p 2 , .. ,, $). 

Aus der zuletzt gemacbten Bemerkung erhellt, daB dieser Bereich jeden- 
falls die Eigenscbaft 1 a) eines konvexen Bezirks bat, mit irgend zwei 
Punkten p*, q* stets die ganze Strecke p^q* zu enthalten. Ist die vor- 
ausgesetzte Punktreibe p 1? p 2 , ... eine endliche, so verstebt sich ferner, 
daB ebenso wie jeder einzelne der Korper (p 1; $), (p 2 , B ),.. . aucb dieser 
ganze Bereicb eine abgeschlossene Punktmenge und ganz im Endlicben 
gelegen ist. In diesem Falle bedeutet dann M* einfacb den kleinsten, $ 
und die samtlichen Punkte p %} p 2 , .. . aufnehmenden konvexen Bezirk. 
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Stellt ft ein Polyeder vor, so ist der soeben angenommene Fall, da£ 
die Reihe p 19 p 2? ... eine endliche ist, iiberhaupt allein moglich. Denn 
ist dann p ein Punkt aufierhalb ft, so muB es unter den Ebenen der 
Seitenflacben des Polyeders ft wenigstens eine geben, welcbe p auf ent- 
gegengesetzter Seite liegen bat wie das Innere von ft. Der Radius der 
Kugel ® in Ricbtung der Normale ( a , /3, y) dieser Seitenflacbe tritt dann 
als ein innerer Radius in dem zu p gehorenden Normalensektor N(p) auf. 
Danacb kann die vorausgesetzte Reibe von Punkten p 1; p 2 , . . . auBerbalb 
ft mit Normalensektoren N (p ± ), N (p 2 ), . .., die im Inneren durcbweg ver- 
scbieden sind, gewiB nicbt mebr Punkte aufweisen, als das Polyeder ft 
Seitenflacben besitzt. 

Es sei jetzt der konvexe Korper ft kein Polyeder und die voraus¬ 
gesetzte Reibe der Punkte p 1; p 2 , . .. eine unendlicbe. Wir wollen uns 
der Einfacbbeit wegen den Nullpunkt o im Inneren von ft gelegen denken. 
Ist s eine beliebige positive GroBe, so konnen wir damn nacb § 5 zu 
stets ein Polyeder Q bestimmen, welches den Korper ft enthalt und selbst 
in (1 + e)ft entbalten ist. Ist p ein Punkt auBerhalb so ist jede 
Stiitzebene durcb p an den Korper (p, D) zugleicb eine Stiitzebene durcb 
p an (p, ft) und ist daber der Normalensektor zum Eckpunkte p von 
(p, Q) ganz im Normalensektor N(p) zum Eckpunkte p von (p, ft) ent¬ 
balten. Haben wir verscliiedene Punkte p auBerbalb D, deren Nonnalen- 
sektoren in bezug auf ft in ibren inneren Punkten verschieden sind, so 
werden daher aucb gewiB deren Normalensektoren in bezug auf O in 
ibren inneren Punkten verschieden sein. Da D ein Polyeder ist, kann 
es nacb dem vorbin Bemerkten infolgedessen in der Reibe p 1; p 2 , ... 
jedesmal nur eine endlicbe Anzabl von Punkten geben, die auBerbalb D, 
und um so mebr nur eine endlicbe Anzabl geben, die auBerbalb (1 + s)ft 
liegen. Daraus entnebmen wir weiter, daB jede irgend vorbandene Hau- 
fungsstelle der Reibe p 17 p 2 , . . . notwendig ein Punkt auf der Begrenzung 
von 51 ist, und daB aucb in diesem Falle, wo es sicb um unendlicb viele 
Punkte p 1; p 2 , ... bandelt, die Korper (p u ft), (p a , ft), . . . zusammen in 
einer Kugel von endlicbem Radius entbalten sind und ihre Vereinigung 
ft* eine abgescblossene Punktmenge vorstellt, somit in der Tat ft* wieder 
alle Eigenscbaften eines konvexen Korpers besitzt. 

Der Korper ft* ist in jedem Falle voUstandig cbarakterisiert als der 
kleinste konvexe Korper, der ft und die. samtlichen Punkte p t , p 2 , 
aufnimmt; wir bezeicbnen desbalb ft* aucb mit (p l7 p 2 , ..ft) und wir 
wollen jeden in dieser Art aus ft abgeleiteten konvexen Korper einen 
Kappenkorper von ft nennen. Die Punkte p A sind samtlich Eckpunkte in 
ft*, da ft* ganz im Projektionsraume des Korpers (p A , ft) von p A aus 
liegt. Jede Stiitzebene an ft* ist notwendig Stiitzebene an wenigstens 
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einen der Korper (p, 4 , ft), also entweder Stiitzebene an ft oder Ecks’tiitz- 
ebene an ft* durch einen Eckpunkt p h . Umgekebrt gilt folgende Tatsache: 

Sind far einen konvexen Korper ft* alle Stiitzebenen mit Ausnahme 
der Eekstutzebenen durch. gewisse Eckpunkte p 17 p 2 , ... zugleicb Stiitz¬ 
ebenen an den konvexen Korper ft, so ist ft* ein Kappenkorper yon ft. 

Denn da in einem Eckpunkte p h von ft* die Bedingungen der Eek- 
stiitzebenen aus den Bedingungen der anderen Stiitzebenen durch p /t an 
ft* folgen, so erfiillt ft jedenfalls die Bedingungen aller Stiitzebenen an 
ft*, es ist also ft in ft* entkalten und liegen p 1? p 2 , ... auBerhalb ft. 
Sodann sind die Normalensektoren zu den Eckpunkten p 1? p 2 , . .. yon ft* 
untereinander im Inneren verschieden, und gilt daber das Namliebe von* 
den Normalensektoren zu p 1} p 2 , ... in bezug auf ft, so daB wir den 
Kappenkorper (p 1? p 2 , . . ft) von ft herstellen konnen. Jede Stiitzebene 
an ft* ist dann zugleicb Stiitzebene an diesen Kappenkorper und ist da¬ 
ber ft* mit letzterem Korper identiscb. 

Nelimen wir fur den Korper ft speziell die Kugel & mit o als Mittel- 
punkt vom Radius 1 und ist p ein Punkt auBorbalb ©, so ergiinzen die 
Kappe von p an © und der Normalensektor N(p) dieser Ivappe sich 
genau zu dem Doppelkegel, der durch Rotation ernes Dreiecks otp, wobei 
die Lange ot = 1 nnd der Winkel otp ein recbter ist, um op entstebt. 
Der allgemeinste Kappenkorper der Kugel ® wird sodann erbalten, indem 
man auf der Oberflacke dieser Kugel eine endliche oder unendlicbe Reilie 
von Kalotten bezeicbnet, von denen eine jede kleiner als eine Halbkugel 
ist und die untereinander in ibren inwendigen Punkten durcbweg ver- 
schieden sind, nnd auf jede Kalotte den Rotationskegel aufsetzt, der die 
Kalotte als Basis bat und dessen Spitze in soldier Distanz von o liegt, 
daB die Strecken auf dem Mantel die Kugel beriihren. 


Ill Kapitel. 

Scharen konvexer Korper. 

§ 17. Scliar konvexer Bezirke. 

Bedeuten p u p 2 ,. . p m irgendwelcbe Punkte und sind x £ , y £) z { die 
Werte der Koordinaten x, y, s von p. (fur i»1,2,..., m), sind ferner 
s lf $ 2 , irgend m Konstanten, so soil nacb einer in §4 getroffenen 

Festsetzung unter 

(®9) P = + S 2$2 +-b 

derjenige Punkt verstanden werden, dessen Koordinaten durcb 

( 70 ) x — 2 s i x o y * =2 s i s i (i =- 1, 2,.. m) 
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bestimmt sind. Die Bedeutung dieses Punktes p ist sfcets damn vollig 
unabhangig von dem zugrunde gelegten Systeme von Parallelkoordinaten 
os, y, wenn + 5 2 + * • * + 1 ist, dagegen, wenn nicbt die letztere 

Beziebung stattbat, noch wesentlicb abbangig von dem als Anfangspunkt 
der Koordinaten angenommenen Punkte o, wie die Darstellung desselben 
Punktes in der Form 

(71) p = s t pi + s 2 p 2 + • * * + s m p m + (1 — s x — s 2 -• — s m ) o 

zum Ausdrucke bringt. 

Es seien ® 1? * * *? e ^ ne endlicbe Reibe von konvexen Bezirken, 

von denen also ein jeder einen konvexen Korper oder ein ebenes Oval 
oder eine Strecke oder einen Punkt bedeuten kann, und 

(72) S 1 (u, v, w), H 3 (u, v, w),. . HJu, v, w ) 

ihre Stiitzebenenfunktionen. Jede dieser Funktionen geniigt den Be- 
dingungen 1., 2., 3. in § 11. Sind nun s 1; s 2 , . . $ m beliebige solehe 
konstante Werte, die samtlicb 0 sind, so konnen wir aus jenen Be- 
dingungen fur diese einzelnen Funktionen sofort die entsprecbenden Be- 
ziebungen fur die Funktion 

(73) H(u, v, w ) = s 1 H l (u, v, w ) + s 3 H. 2 {u, v, w) -\ -f- s m H m (u, v, tv) 

berleiten, und wird daber nacb einem Satze in § 11 diese lineare Yer- 
bindung H = ^Ss i H i jedesmal wieder die Sttitzebenenfunktion eines ge- 
wissen konvexen Bezirks $ vorstellen. Fur diesen Bezirk $ konnen wir 
sodann die folgende zweite Entstebungsweise aus den Bezirken S x , $ 2 ,..., 
feststellen: 

Der honveoce Bezirk $ mit der Stiitzebenenfunktion 

(i = 1 , 2 ,..., m) 

ist identisch mit der Menge alter derjenigen Punkte p, welche sich auf 
irgendeine Weise in die Form 

P = (i = l,2, 

setzen lassen, so da/5 dabei jedesmal p s ein Punkt aus dem konvexen Be - 
zirke ist. 

In der Tat, bezeicbnen wir vorlaufig die Menge aller Punkte p } welcbe 
irgendwie in der eben erwabnten Form darzustellen sind, mit 

so leucbtet zunacbst ein, dafi der konvexe Bezirk $ mit der Stiitzebenen- 
funktion H = 'Ss i H i jedenfalls diese Punktmenge §i* ganz entbalt. Denn 
sind u, v, w irgendwelebe Werte, so gilt fur einen Punkt mit den 
Koordinaten x i7 y i7 z t aus jedesmal 

(74) ux { + vy { + H t {u, v, w), 

Minkowski, G-esammelte AlDliandlungen. II. 
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und infolgedessen fur die Koordinaten des Punktes & — ^s.b ; zu- 

folge (70) und (73) dann 

(75) ux + vy + j H(u, v, w), 

so daB ein beliebiger derartiger Punkt p aus notwendig stets zum Be- 
zirke & mit der Stiitzebenenfunktion H — .5s : -gebort. 

Ferner konnen wir zeigen, daB die Punktmenge fur sick bereits 
emeu konvexen Bezirk yorstellt. Haben wir fur zwei verscbiedene Punkte 
p' und £>" aus Darstellungen 

(76) P"=ysA" (i = 1 , 2 ,..., rn), 

wo £>/ und p” Punkte aus sind, und ist t ein Wert > 0 und < 1 so 
folgt 

(77) (1 -W+tp" =2V( 1 - t) p.' + tpf), 


und ist daraus nach der Eigensehaft la) ftir die Bezirke ft. sofort er- 
sichtlich, daB auch jeder Punkt der Strecke p'p" als P unk t der Menge ft* 
auffcritt, somit dieser Menge ft* ekenfalls die Eigenschaft la) eines kon- 
yexen Bezirks znkommi Weiter bestelien fur die Koordinaten der Punkte 
in ft* untere uud obere Grenzen und erscblieBen wir daraus mit Buck- 
si cht auf (70) sogleicb eine untere und obere Greuze fiir die Koordinaten 
der Punkte in ft* so daB ft* die Eigenschaft lb) eines konvexen Bezirks 
hat. Endlich ist ft* auch eine abgeschlossene Punktmenge. Denn ist 
irgendein Punkt q eine HaufungssteUe yon ft* so konnen wir in ft* eine 
unendliche Reihe von Punkten 
(78) pW p< 5 >, p< 8 >, .. . 

angeben, welche nach q konyergieren, d. h. deren Abstande yon q mit 
wacksendem Index nach Kull ahnehmen. Jeden dieser Punkte p(*> konnen 
wir auf irgendeine Art in die Form 


[79) 


S 1 p 1 W + s s p 2 (* 


(*). 


S t) (*) 
°mrm 


setzen : so daB dabei pW ein Punkt aus ^ ist. jNfun konnen wir ? da 
ganz im Endlichen liegt, zunaehst aus der Reihe p 1 <% p 1 C 2 ) ? p^ 8 ),. . . eine 
solcbe unendliche Reihe p^' J , pf*°, pf°, . . . aussondern, die nach einem 
hestimmten Grenzpunkte konyergiert, der p.^ heiBe, sodann konnen wir, 
da ft, ganz im Endlichen liegt, aus der Reihe p^, p(* 2 '( . .. eine 

solche unendliche Reihe p^ 1 ( p^* \ p( /j \ . . . aussondem, die nach einem 
hestimmten Grenzpunkte p, konvergiert, usw. Zuletzt kommen wir dann 
zn einer unendliehen Reihe yon Indizes vj m \ ... aus der Reihe 
1, 2, 3,.. . derart, daB zu gleicher Zeit fur jeden Index i = 1, 2, . . ., m 
die Reihe 


(80) 




pr J ,p; 


(Xr ^ 1 


J 

7 rs > 
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je nach einem bestimmten Grrenzpunkte p. konvergiert. Dabei entspringt 
fur q als Grrenzpunkt der Reibe (78) notwendig die Darstellung 

(81) 9 “ S 1 Pi + S 2p2 H-i" S mPm * 

Nun gebort jedesmal der Grrenzpunkt p. zu ^ selbst, da diese Menge ab- 
gescblossen ist. Durcb den letzten Ausdruck erscbeint daber die Haufungs- 
stelle q von selbst stets als ein Punkt dieser Menge &*. Hiernaeb 
besitzt aucb die dritte, fiir einen konvexen Bezirk zu fordernde Eigen- 
scbaft, abgescblossen zu sein. 

Es sei jetzt B*(u, v, w) die Stiitzebenenfunktion von so gilt 
einerseits stets v, w) ^ B(u, v, w), weil in $ entbalten ist. 

Wir konnen aber, wenn u ; v, w feste Werte sind, dazu fur p i jedesmal 
einen solcben Punkt x i7 y i7 z i aus ^ wablen, da8 fiir ibn genau 

UX.+ vy { + tvz^ H t (u, v , w) 

ist, und dann wird fiir die Koordinaten x, y, z von p =Ss i p i genau 
nx + vy + ivz = H(ii, v, w) 

sein. Also ist das Maximum von ux + vy + ivz im Bezirke naxnlicb 
B*(u, v, tv), andererseits B(u, v, «?); es folgt danacb allgemein 
B*(u, v, w) = B(u, v, tv), was zu beweisen war. 

Im Hinblick auf den eben bewiesenen Satz bezeicbnen wir den kon¬ 
vexen Bezirk mit der Stiitzebenenfunktion H = )S s, H i aucb scblecbtbin 
durcb Die Gresamtbeit der konvexen Bezirke 'Ss i fiir a lie 

moglicben Parameterwerte s 19 s 2 , . . s m , die samtlicb ^ 0 sind, nennen 
wir die Schar konvexer Bezirke mit den GrundbezirJcen $ 2 , . . ., & m . 
Diejenigen Bezirke der Scbar, welcbe mit lauter Parameterwerten s v s 2 ,.. • } s m , 
die > 0 sind, konstruiert werden, sollen inivendige Bezirke der Scbar, die 
anderen Bezirke, fiir welcbe ein Teil der Parameter oder 

diese samtlicb = 0 sind, Bandbezirke der Scbar beiBen. Es ist dabei 
nicbt ausgescblossen, daB ein und derselbe konvexe Bezirk in der Scbar 
mittels verscbiedener Wertsysteme der Parameter und insbesondere sowobl 
als ein inwendiger wie als ein Randbezirk auftritt. 

Sind ® 19 $ 2 , . . speziell m ebene Bezirke (Ovale, Strecken, Punkte) 
in m parallelen Ebenen, welcbe die Ricbtung (<%, p, y) als gemeinsame 
Normale baben, so gilt bei jedem Index i = 1, 2,.. m stets B { (a, p, y) 
+ B ,- cc, — p, — y) ~ Q und daber aucb fiir jeden Bezirk $ — Ss { 
stets B(cc , p, y) + B(~~ a, — p, — y) = 0. Es ist dann also jeder einzelne 
Bezirk der betreffenden, aus $ x , ® 2 , . . ., entspringenden Scbar ganz in 
einer Ebene mit der Norm ale (a, P, y) gelegen. 

Gribt es keine Ricbtung (a, p, y ), wofiir alle m Grleicbungen 

(82) H&, P, y) + JHiC— «, -p, - r) = 0 (* — I? 2,.. .j m) 

12 * 
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au£ einmal gelten, sind also $ 1? ^ 27 ..nieht m ebene Bezirke in m 
parallelen Ebenen, so wird fur einen inwendigen Bezirk $ der aus ibnen 
entspringenden Schar notwendig bei jeder beliebigen Richtung ( a } y) 
immer 

(83) H(u, y) + H{— a, — /3, — y) > 0 

sein. In diesern Falle sind daber die imi'endigen Bezirke der Schar durcbweg 
konvexe Korper und soli die Scbar als Schar konvexer Korper bezeicbnet 
warden; dabei wird zugelassen, daB als Randbezirke der Scbar aucb Ovale, 
Strecken ; Punkte auftreten. 

§ 18. Die Begrenzungen in den Bezirken einer Schar. 

Fiir die soeben festgestellte Bildungsweise der Bezirke in einer Scbar 
aus den Grundbezirken geben wir jetzt nocb eine zweite Ableitung, durcb 
welcbe wir zugleicb wicbtige Aufscbliisse uber die Begrenzung eines be¬ 
liebigen Bezirks der Scbar erbalten. 

Es seien irgend m konvexe Bezirke mit den Stiitz- 

ebenenfunktionen H 17 i? 2 ,.. H m und £ der Bezirk mit der Stiitzebenen- 
funktion H = 2 s A = 1, 2, m), wobei wir jetzt die W erte s 19 $ sr .. 9 $ m 
samtlicb > 0 yoraussetzen. 

Betrachten wir einen beliebigen extremen Punkt p von es sei£: 
I = ax + /3 "y + y"e 9 rj = ax + py + yz 7 % — ax + fry + yz 

eine orfcbogonale Substitution, zu der dieser extreme Punkt von $ gebort. 
Wir bezeicbnen wie in § 12 mit {§} die Stiitzebene an S mit der Nor- 
male (a, y), mit Q die Menge der Punkte von ££ in dieser Ebene ; weiter 

in der Ebene {§} mit {2} die Stiitzgerade an Q mit der Normale ( a 9 ft' 9 y), 
mit 8 die Menge der Punkte von ^ i R dieser Geraden. Der Punkt p ist 
dann endlicb derjenige Punkt von 8, von dem aus in der Ricbtung 
(a", y r ) kein weiterer Punkt von 8 liegt. 

In analoger Weise wie die Bereicbe {$}? {£}> 8, p fiir S mogen 

in bezug auf genau dieselbe ortbogonale Substitution S fiir jeden Bezirk 
Si (i =* 1, 2,..., m) die Bereicbe {g f }, 8*, p £ definiert sein, so 

daB also insbesondere p { der zu S gehorende extreme Punkt von wird. 
Fragen wir nun, wie fiir den Punkt p eine Darstellung 

( 84 ) + - 

moglicb ist, wobei q. jedesmal ein Punkt aus sein soli. 

Indem wir eine ortbogonale Koordinatentransformation zulassen, 
konnen wir ohne Beeintracbtigung der Allgemeinbeit annebmen, die 
Ricbtungen ( a \ /3", 7"), (a 9 0', /), (a 7 y) seien die der positiven 
Acbse. Die Ebene {%}, welcbe p enthalt, ist dann durcb (0,0,1) 
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bestimmt; fur einen Punkt q { (x if y i9 * t ) aus St 4 gilt jedenfalls 0 .^ -5.(0,0,1). 
Nun haben wir insbesondere 

(85) -5(0, 0, 1) = 8^(0, 0, 1) + s 2 H 2 (0y 0, 1) + * * * + s in S m (0 } 0, 1). 

Eine Relation, wie wir sie in (84) fordern, kann danaeb gewiB nnr in 
der Weise statthaben, daB dabei fur jeden Punkt q £ stets i? £ (0, 0, 1) 

ist, d. h. daB q £ in der Ebene {0r f }, als Punkt von ® £ also in liegt. 

Nacb §12 besitzt die Funktion H(u 9 v 9 w) — wH(p,0,l) und ent- 
sprecbend besitzen die Ausdriicke H^u, v, w) — wH^O, 0, 1) bei fest- 
<?ehaltenen Werten u, v fur ein unbegrenzt wacbsendes w jedesmal einen 
bestimmten Grenzwert; wir bezeichnen diese Grenzwerte mit H'(u , v), 
B!(u, v). Aus H(u , v, tv) = SsjHjtu, v, tv) und der daraus entnoxnmenen 
speziellen Gleichung (85) folgt dann H'(u , v) 2s i H!(u , F). 

Die Gerade {S} der Ebene {$} wird durcb = IZ'(0, 1) bestimmt und 
bat daber fur p weiter dieser Wert von y statt. Fiir einen Punkt q £ aus 
g gilt jedenfalls J3/(0, 1). Nun ist insbesondere 

(86) J3'(0, 1) = *^'(0, 1) + s 2 #'(0, !) + •••+ *A'(0, 1). 

Danaeb kann eine Relation, wie wir sie in (84) fordern, jedenfalls nur so 
statthaben, daB dabei fiir q. jedesmal y. = .5/(0, 1) ist, d. b. daB q £ auf der 
Geraden {S £ }, also als Punkt von g. notwendig in S £ liegt. 

Weiter besitzen naeb § 12 die Ausdriicke H'(iijV) — vH\ 0,1), 
5/(w, v) — vH-(§ 7 1) bei festem u fiir ein unbegrenzt wacbsendes v be- 
stimmte Grenzwerte, die wir S"(u), H”(u) nennen wollen. Aus H'(ii , v) 
-2BiH!{Uy v) und der daraus abgeleiteten speziellen Gleichung (86) folgt 
dann H"(u) =^.5/». 

Fiir den Punkt p in 2 ist nun endlicb x = 5"(1). Fiir einen Punkt q £ 
aus £. gilt jedenfalls x { <L 5/'(l)« Nun baben wir insbesondere 

(87) 5"(1) = Sl H'\ 1) + s 2 5 2 "(l) + • • • + 1). 

Danaeb kann endlicb die Relation (84) nur nocb so statthaben, daB dabei 
fur q £ jedesmal x.= 5/'(l) ist, d. b. daB q. mit dem zur Substitution S 
gehorenden extremen Punkte p- von identiscb wird, Mit den Punkten 
q i = p. aber bestebt nacb den Gleicbungen (85), (86), (87) in der Tat die 
Formel (84). 

Auf diese Weise sind wir zu dem folgenden Resultate gekommen: 
Ein beliebiger extremer Punkt p des Bezirks ^ mit der Stiitzebenen- 
funktion H = 'Ss i H ir wobei die Werte s- samtlicb > 0 sind, laBt sicb stets 
auf eine und nur eine Weise in die Form p = 2 s iPi se tzen, so daB dabei 
jedesmal p £ ein Punkt von ist. Gehort p als extremer Punkt von ^ 
insbesondere zu einer ortbogonalen Substitution S, so muB dabei p. der 
zu derselben Substitution 8 geborende extreme Punkt von werden. 
Wir saben bereits in § 17 ((76) und (77)), daB, wenn fur zwei Punkte 
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p nnd p* Darstellungen der tier verlangten Form (84) bestehen, daraus 
sogleich entsprechende Darstellungen fur jeden Punkt der p und p* Y er- 
bindenden Strecke folgen. Von dem soeben abgeleiteten Satze aus ge- 
langen wir, auf diese Bemerkung gestiitzt, nacbeinander zu den weiteren 
Beziebnngen: 

(88) £ -2s&, % St O' = 1 , 2 ,...,»), 

deren Sinn sein soli, daB fur jeden beliebigen Punkt q aus 2, bzw. aus §, 
bzw. aus $ stets eine Darstellung q = - ^s £ q i moglicb ist, so daB dabei q. 
jedesmal einen Punkt aus Q i} bzw. aus bzw. aus §t. bedeutet. 

Sind die Grundbezirke 5t TO speziell m Punkte, oder sind 

sie ganz in m parallelen Geraden oder sind sie ganz in m parallelen Ebenen 
gelegen, so ist jeder Bezirk der aus ibnen entspringenden Scbar ein 
Punkt, oder in einer zu den m Geraden parallelen Geraden oder in einer 
zu den m Ebenen parallelen Ebene gelegen. 


§ 19. Polyederscliaren. 

Wir wollen jetzt die Annabme verfolgen, daB S 1? S 2 , . . speziell 

lauter konvexe Bezirke je mit einer endlichen Anzabl von extremen 
Punkten, also Polyeder, Polygone, Strecken, Punkte seien. Alsdann gilt 
der Satz: 

Jeder beliebige Bezirk $ = der Scbar mit den Grundbezirken 

weist notwendig nur eine endlicbe Anzabl von extremen Punkten auf, 
kann also gleicbfalls nur ein Polyeder, Polygon, eine Strecke oder ein 
Punkt sein. 

Dieser Satz ist unmittelbar daraus einleucbtend, daB jeder extreme 
Punkt von $ nacb § 18 in der Form .Sg.-p : - auftreten muB, wobei p. 
jedesmal einen extremen Punkt von vorstellt. Wir konnen weiter 
feststellen: 

Alle inwendigen Bezirke der Scbar besitzen untereinander die gleicbe 
Anzabl von Ecken mit den gleicben zugeborigen Normalensektoren in der 
Kugel © (a; 2 -rf f £ < 1). 

In der Tat, setzen wir jetzt in £ = die samtlicben m Para¬ 

meter $. > 0 voraus. Es sei p eine beliebige Ecke, also ein extremer 
Punkt von so ist die Relation p = ^Ss i p { mit Punkten p. aus den Be- 
zirken nacb § 18 auf eine einzige Weise berzustellen, wobei dann 
jedesmal p z - wieder einen extremen Punkt, also unter den gegenwartigen 
Umstanden eine gewisse Ecke von bedeutet. Ist dann ( a 7 /?, y) Nor- 

male einer Stiitzebene durcb p an so muB die Stiitzebene an mit 

dieser Normale ( cc f y) jedesmal durcb den Punkt p i geben. Bezeicbnen 
wir mit N(p) den (in der Kugel © konstruierteu) Normalensektor der 
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Eeke p von St, mit N i (p { ) den Normalensektor der Ecke p* toil S ;; so 
muB danach. der gauze Sektor N (p) stets in jedem einzelnen Sektor N/p*) 
enthalten sein, es mtissen somit die tier miteinander in Verkindnng 
tretenden Ecken p x von & 1 , p 2 von St 2 , .. p OT von jedenfalls derart 
besckaffen sein, daB ihre zugekorigen Normalensektoren N^pJ, N 2 (p 2 ), 

N ('n'l gewisse innere Punkte aide gemeinsam kaben. 

Umgekehrt bedeute p i fur jedesmal eine Ecke Ton 

und es mogen dabei die m zugekorigen Normalensektoren M 2 .(ft 2 ) samt- 
lick gewisse innere Punkte gemeinsam haben. Alsdann ist das iknen 
alien gemeinsame Gebiet (s. den SckluB von § 11) wieder ein gewisser 
konvexer Korper N, der ebenfalls aus lauter Radien der Kugel © von o 
aus besteken wird. Ist ( a , /3, y) die Ricktung irgendeines solcken Radius 
von N ; der von 0 aus ins Innere von N und also damit zugleick ins 
Innere eines jeden der Sektoren N a .(^) eintritt, so ist die Stiitzebene an S 2 - 
mit der Normale ( a, y) jedesmal eine Eckstiitzebene durck p i an 

entkalt also von ^ allein den Punkt ft t -. Die Stiitzebene mit der Nor- 
male (a,fi,y) an $ kann alsdann von $ allein den Punkt ft = ^s i p i 
entkalten; also ist dieser Punkt ft notwendig ein extremer Punkt, somit 
eine Ecke von $ und N stellt den Normalensektor dieser Ecke ft von 
vor. 

Wir bemerken nun nock ? daB nack dem Satze am Schlusse von § 15 
die Normalensektoren zu den samtlicken Ecken des Bezirks £ oder eines 
der Bezirke ffl* jedesmal die Kugel © vollstandig erfullen mtissen ? und 
konnen alsdann die Normalensektoren der samtlicken Ecken von & offen- 
kar in folgender Weise aus den Grundbezirken ermitteln. Es inoge 
ft t . nacheinander die samtlicken Ecken von durcklaufen. Die zugekorigen 
Normalensektoren N^ft^) erfullen jedesmal zusammengenommen die ganze 
Kugel @ ; und ersckeint danack die Kugel ©, den Werten i = 1, 2 ? ..m 
entspreckend, auf m Weisen in Sektoren zerlegt. Jeder soleke Radius 
von welcker bei keiner einzigen dieser m Zerlegungen als begrenzender 
Radius eines Sektors N 2 .(ft 2 >) auftritt, ist dann ein innerer Radius eines 
ganz bestimmten Sektors N^fti), eines ganz bestimmten Sektors N 2 (ft 2 ) 7 
eines ganz bestimmten Sektors so daB die betreffenden 

m Sektoren dann notwendig gewisse innere Punkte gemein kaben. Da¬ 
nack erhalten wir genau die Zerschneidung der Kugel © in die gesuckten 
Normalensektoren N(ft) der samtlicken Ecken ft des Bezirks indern 
wir alle Begrenzungen, welcke bei jenen m einzelnen Zerlegungen von @ 
auftreten, gleickzeitig zu einer einzigen Zerlegung der Kugel © verwenden. 
Diese Sektoren N(ft) fallen auf diese Weise in der Tat identisck aus fur 
alle inwendigen Bezirke $ der Schar. 

Wenn ® l7 ® 27 . . nickt m ebene Bezirke (Polygone, Strecken, 



184 


Zur Geometrie. 


Punkte) in m parallelen Ebenen sind, ist jeder inwendige Bezirk ft der 
aus iknen entspringenden Scbar ein Polyeder und wollen wir von der 
Scbar als einer Polijederschar sprecben. Die Randbezirke der Scbar, spe- 
ziell die Grundbezirke selbst ; konnen dabei aucb Polygone, Strecken 
Punkte sein; sie lassen sieb dann in der Regel als Grenzfalle der inwen- 
digen Bezirke auffassen. 

Wir setzen jetzt die Scbar der Bezirke 
als Polyedersebar voraus. Aus dein zuletzt bewiesenen Safcze konnen wir 
dann weiter ableiten, da6 die inwendigen Polyeder der Scbar aucb in 
bezug auf die Normalen und Anordnungen der Seitenflacben und Eanten 
samtlicb iibereinstimmen. 

In der Tat, betracbten wir einen beliebigen inwendigen Bezirk ft 
der Scbar. Es sei ft ein Polyeder mit v Seitenflacben, die wir in irgend- 
einer Weise numeriert . . ., nennen. Es sei (d T \ yW) 

die Normale von fur % *= 1, 2,. . ., v. Sodann sei ein Polygon 
mit y t Seiten, die wir in irgendeiner Weise numeriert mit 2 (rl \ 2 (r2 > 
bezeicbnen. Es sei (c£ t(T \ ft tG \ y^0) die Normale der Seite 
2 (t<7) in g (r) fur <? = 1, 2, ..., Endlicb bezeicbnen wir die Endpunkte 
der Strecke 2^ mit und und es sei {a^ a 0, y( t(J 0') f£ r 

p*l,2 diejenige Ricbtung in dieser Strecke, welcbe von p( ta 0 aus ibr 
berausfiibrt. Wir setzen ferner jedesmal 

g( 7C7 ?) = c£ ta 0x + fr to 0y + y^ a 0z } 

(89) V ror ) = d ta )x + 

£(*) = a (t) x J_ .p yW#, 

und bezeicbnen die durcb diese drei Gleicbungen bestimmte ortbogonale 
Substitution mit 


Die Punkte werden die Ecken von ft. Eine jede Ecke ft ta 0 

gebort in auBer der Kante stets nocb einer zweiten Kante 2^ 



zu und gibt es also unter jenen Indexsystemen 
zu dem Systeme t, <?, q stets ein bestimmtes 
zweites System t, <?', q (<?' 4 s <?), wobei die 
Ecke p(™Y) = i s t. Die Beziebung der 

zwei Systeme t, <?, p und r, </, p' zueinander 
ist offenbar eine gegenseitige. Die zugeborigen 
ortbogonalen Substitutionen S^ a 0 und S( ta> 0 
stimmen in ihrer Form uberein, wabrend 
in der Ebene — 0 das System der 
und der einerseits und das System 


der und der ij^^-Acbse andererseits nicbt kongruent sind, so daB die 

Determinanten dieser zwei Substitutionen stets entgegengesetzt gleicb sind. 
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Ferner wird eine jede Xante $tt 7a ) von gW aus der Ebene you gto 
stets durcb die Ebene einer bestimmten anderen Seitenflacbe g( r ") yon $ 
beransgescbnitten und gebort dann auch dieser Seitenflacbe als Xante zu; 
danacb gibt es nnter jenen Indexsystemen zu jedem Systeme %, 6, q ein 
bestimmtes anderes System c", q" (%" =}= %), wobei === 

p(t”o"Q") — und daber ancb ist. Die Beziebung 

solcber zwei Systeme t, 6, q und <?" p" zueinander ist eine gegen- 
seitige. Die zugehorigen Substitutionen S& a ® und S^" 0 "®') sti mm en in 
ibrer g-Form iiberein, dagegen sind in der gemeinsamen Ebene 

das System der ? 2 (ra b und der |^-Acbse einerseits und das 
System der und der £( T ")-Acbse andererseits nicbt kongruent, so da8 

dieDeterminanten dieser zwei Substitutionen stets entgegengesetzt gleicb sind. 

Nebmen wir jetzt ein beliebiges anderes inwendiges Polyeder der 
Scbar, so muB es in nacb dem yorbin bewiesenen Satze eine Ecbe p* 
geben mit dem gleicben Normalensektor in der Xugel (§5 wie die Ecbe 
p( ta ® von Alsdann mu8 der Projebtionsraum des Polyeders $ yon 

p( ta ® aus durcb die Translation yon p( 7a ® nacb p* unmittelbar in den 
Projebtionsraum des Polyeders S* yon p* aus iibergeben. Danacb muB 
fi* eine Seitenflacbe g* mit der Normale ( cft\ ft 7 ), ftft und in dieser 
eine Xante 2* mit der Normale ft 70 ), ft 7 ft und dabei endlicb p* als 
einen solcben Endpunbt yon 2* besitzen, daB in der Richtung {a^°® ? 
ft 70 ®, ft to Q)) yon p* bein weiterer Punbt yon 2* liegt; ferner muB in p* 
eine zweite Xante you g* mit der Normale (cc^ tCJ '\ ft ta '\ y {ta '>) enden und 
muB 2* einer zweiten Seitenflacbe yon mit der Normale (ft 7 " } , ft 7 "), ft 7 "') 
zugeboren. Da in derselben Weise die bei yorbommenden Normalen 
der Seitenflacben und Xanten sicb aucb samtlicli bei vorfinden miissen, 
erbennen wir, daB die mit Hilfe irgendeines inwendigen Polyeders K der 
Scbar eingefubrten Zablen v, 4 u 1; p 2 , . . [i v , Ricbtungen 

aft ft 7 ) ; ft 7 ); a^ a ), ft 7 ®, ft 70 )] a^ 7 °®, ft ta ® y ft 7a ® 

(t =» 1, 2 ; .. v] 6 = 1 ? 2,.. ji t ] q = 1, 2) 

und Zuordnungen t,<j, q; t, tf', p'; , tf", q" eine unyeranderlicbe Bedeu- 

tung fur alle inwendigen Polyeder der Scbar besitzen. 

Wir wollen nocb zuseben, wie die bier genannten GrroBen aus den 
Grundbezirken $ 2 , .. selbst bergeleitet werden bonnen. Wir 

versteben fiir jeden Bezirb S 4 (i= 1, 2 ; .. m) unter {g/^} die Sttitzebene 
an mit der Normale {ft 7 ), ft 7 ), ft 7 )), unter die Menge der Punkte 
yon in {g/ r >}, sodann in dieser Ebene {g/^} unter {2/ r<T) } die Stiitz- 
gerade an mit der Normale {aPft ft 70 ), ft* ft, unter Qft°) die Menge 
der Punbte von in {2/*^} ? endlicb unter pft°® denjenigen Punbt in 
S>ft°), Yon dem aus in der Ricbtung {d 7 °®, ft 70 ®, ft 70 ft kein weiterer 
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Punkt von £/ ro) liegt. Alsdann gelten fur einen beliebigen inwendigen 
Bezirk & = der Sohar nacb § 18 stets die Beziebungen: 

(90) £(-) = ^£<^ ; |,(-e)= 

Nuu soil fur $ jeder Bereicb (r — 1, 2, . . ., y) wirklich ein Po¬ 
lygon sein und konnen nach der ersten Relation liier clalier nicbt 
g (*),. . ., lauter Strecken oder Punkte in m parallelen Geraden Yor- 
stellen, wir miissen also unter diesen m Bereichen entweder wenigstens 
ein Polygon oder wenigstens zwei einander nickt parallele Strecken Yor- 
finden. Die samtlichen Ricbtungen ft r \ yW), die als auBere Normalen 
von Seitenflachen in ffl auftreteu, entstehen danaeb auf zweierlei Arten: 
Erstens kaben wir darunter jede Ricbtung, welche bei irgendeinem der 
Grundbezirke $ i als auBere Normale einer Seitenflacke Yorkommt. So oft 
wir meitens bei irgend -zweien der Grundbezirke $t i7 Stj (i + j) zwei nickt 
parallele Xanten S { , 2 y Yorfinden, derart, daB die Ebene durcb S f parallel 
zu 2 j Stiitzebene an $ £ und die Ebene durck 2 j parallel zu Q. Stiitz- 
ebene an $j ist, and zwar diese beiden Stiitzebenen als solcke mit gleicker 
(nickt mit entgegengesetzter) Normale auftreten, kommt die betreffende 
Normale stets ebenfalls unter den Ricbtungen (a^\ yW) Yor. 

Hierbei haben wir in bezug auf diejenigen Bezirke ® £ , welcke Poly- 
gone oder Strecken bedeuten, nocb folgendes zu beacbten. Bei einem 
Polygon ist die Ebene des Polygons gleickzeitig Stiitzebene an dasselbe 
mit zwei einander entgegengesetzten Normalen und baben wir den Bereick 
des Polygons wie zwei Seitenflacken fur das Polygon mit den betreffen- 
den zwei Normalen aufzufassen, ferner die Seiten des Polygons als Kanten 
dieser Seitenflacben in Betrackt zu zieben. Bei einem Bezirk, der eine 
Strecke bedeutet, kaben wir eine Xante eben in der Strecke selbst in Be¬ 
trackt zu zieken. 

Jeder Bereick 2^ G ) fur das Polyeder soil wirklick eine Strecke 
sein, und muB wegen der zweiten Gleickung in (90) dann unter den m Be- 
reicken 2^ tG \ 2S ra \ . . ., 2J^0 jedesmal wenigstens eine Strecke Yorkanden 
sein. Danack kaben wir unter den Ricbtungen (a^ a \ {3( ra \ y(* a )) zu einem 
bestimmten Index t eine jede solcke, in g( r )=0 Yorkommende Ricbtung, 
welcke als auBere Normale einer Xante bei einem Bereicke in einer 
Ebene {} auftritt, und nur diese Ricbtungen. 

§ 20. Tollmen und Sckwerpunkt in einer Polyedersclxar. 

Betrackten wir wieder eine Polyedersckar mit m Grundbezirken 

$27 • • *? sucken jetzt das Yolumen und femer die Xoordi- 

naten des Sckwerpunkts fiir einen beliebigen Bezirk $ = der Sckar 

als Punktion der Parameter $• darzustellen. Zu dem Ende werden wir 
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zunacbst zeigen, wie ein solcber Bereich ft sicb in gewisser Weise aus 
lauter Tetraedern aufbaut. 

Wir halten an alien im vorigen Paragrapben eingefiibrten Bezeicb- 
nungen fest, und wir wollen nns zunacbst die s £ samtlicb > 0 , also ft als 
inwendigen Bezirk der Scbar denken. Wir nebmen einen Punkt f im 
Raume beliebig an, es seien a, b, e die<Koordinaten von f und wir fallen 
von f Lote auf die Ebenen der einzelnen Seifenflacben gto von ft 

(fur t = 1, 2, . . v). Wir bezeicbnen mit C® die Lange des Lotes von ! 

anf die Ebene’ {§ (7) } und zwar nocb mit negativem Yorzeichen verseben, 
falls diese Ebene den Punkt f und das Innere von 9 auf verscbiedenen 
Seiten von sicb liegen bat, so dab also in jedem Falle das Maximum 
von a®(x — a) + — 6 ) + 3^(0 — c) fiir die Punkte x, y, z in 9 be- 

deutet. Wir wollen bei einer beliebigen reellen GroBe C miter sgn C das 
Vorzeicben + 1 von G versteben, wenn C 4= 0 ist, oder den Wert Null, 
wenn G = 0 ist. Das ganze Polyeder ft setzt sieb nun in gewisser Weise 
mit Hilfe der einzelnen Pyramiden zusammen, welcbe f als Spitze und 
die einzelnen Flachen als Grundflacben haben. Liegt f im Inneren 
von ft, so sind alle GroBen G w > 0 und tiberdecken jene Pyramiden zu¬ 
sammen genau den Bereicb voii ft, wobei sie untereinander nur in den 
Begrenzungen gemeinsame Punkte baben. Entspreebendes gilt, wenn ! 
auf der Begrenzung von $ liegt, nur daB alsdann eine oder mebrere GroBen 
C® gleicb Null sind. Liegt ! auBerbalb ft, so tiberdecken diejenigen jener Pyra¬ 
miden welcbe Werten > 0 entsprecben, das kleinste, ! und ft 

zugleieb entbaltende Polyeder (f, ft) (s. § 16), wabrend sie untereinander 
nur in, den Begrenzungen gemeinsame Punkte baben, und andererseits 
bilden diejenigen Pyramiden welcbe Werten C^ < 0 entsprecben, 

(wenn wir die Punkte aus den Flaclien selbst fortlassen), genau die 
j Kappe von f an ft, wobei diese Pyramiden ebenfalls nur in den Be¬ 
grenzungen zusammenstoBen. So oft endlicb eine GroBe = 0 ist, redu- 
ziert sicb die betreffencle Pyramide ! ^^ auf eine Polygonflacbe, erlangt 
also ein Yolumen = 0. 

Wir konnen biernaeb in jedem Falle fur den Bereicb des Polyeders 
ft eine Relation 

(91) . [fl]-^8gnC»-pf5W] (r = l,2,...,v) 

in folgendem Sinne bebaupten: Bringen wir jeden Punkt des Raumes, der 
irgendwie in die Bereicbe zu liegen komint, bei jedem Bereicb 
dem er angebort, mit dem Gewicbt sgn CW in Recbnnng, so resultiert 
bieraus (von den Punkten in einer endlicben Anzabl von Polygonflachen 
abgeseben) fiir jeden Punkt in ft ein Gesamtgewicbt = 1, fiir jeden Punkt 
auBerbalb ft ein Gesamtgewicbt = 0. Betracbten wir nun irgendeine 
Funktion <t> der Kooxdinaten x 7 y, & und bezeicbnen den Wert des Raum- 
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integrals fff<S>dxdyds fiber einen Raum 91, (wenn diesem Integrale eine 
Bedeutung zukommt), mit J (91), so bestebt alsdann zwiscben den Werten 
J(S) und fur das Polyeder $ und fttr die einzelnen Pyramiden 

fgto notwendig der folgende Zusammenbang: 

(92) J(St) = ^sgn C« • J(tm (r = 1,2 ,.. v) . 

Wir nebmen weiter in einer jeden Ebene {} einen Punbt p> beliebig 
an und fallen von ibm die Lote auf alle Geraden {2 (ra >} der Kanten 
von (fur 5 = 1,2, ..., a t ). Es sei die Lange des Lotes von fW 

auf {8 (ro) } und zwar nocb mit negativem Vorzeicben verseben, wenn diese 
Gerade den Punkt fW und das Inwendige von g (r) auf verscbiedenen Seiten 
von sicb liegen bat. Alsdann setzt sicb das Polygon aus den einzelnen 
Dreieeken mit fW als Spitze und den Kanten als Grundlinien 

dergestalt additiv und subtraktiv zusammen, dab wir fur die Bereicbe 
dieser ebenen Flacben die Relation 

(98) [g (r) ] =J>sgnB (ta '> ■ (<J = 1,2,..., u r ) 


in einem ganz entspreebenden Sinne liinsclireiben konnen, wie yorbin die 
Formel (91) anfgestellt wurde. Dieser Zusammensetzung des Polygons 
entspricbf dann ein gewisser Aufbau der Pyramide ans den einzelnen 
Tetraedern ff^S (r<7) mit ! als Spitze und den Dreieeken als Grund- 

fiacben, und konnen wir dadurcb die Formel (92) weiter zu der Gleicbung 


(94) 

entwiekeln. 


J(St) =^sgn () * J(ffW>) 



Endlicb nebmen wir nocb in jeder Geraden (2^)} einen Punkt 
beliebig an; dabei treffen wir die Bestimmung, dafi bei je zwei Index- 
systemen und z" <?" 3 wofiir gemaB § 19 sich £( r "0 = 2 (*°) erweist, stets 
aucb # r " a ") mit identisch gewahlt werde. Es sei sodann die 

Lange der Entfernung yon nacb der Ecke yon 2^ (fur p = 1,2) 

und zwar nocb mit negatiyem Yorzeicben yerseben, wenn auf ent- 
gegengesetzter Seite der Ecke liegt als der zweite Endpunkt der 

Strecke 2 {ra \ Die Strecke 2 (ra) setzt sich aus den zwei Stricken 
(p = 1 , 2) dergestalt zusammen ; daB wir fur diese in der Geraden {2 rff } 
gelegenen Bereicbe die Relation 


(95) [2<™>] = J5?sgn A( ta $ • [I(™>p(™<?)] (p = 1,2) 

in einem entspreehenden Sinne baben, wie die Formel (93) einen Zu¬ 
sammenbang zwiseben ebenen Rereicben darstellte. Aus dieser Zerlegung 
(95) folgt eine entspreebende Zerlegung des Dreiecks in zwei 

Dreieeke f^ii ra )p( t(7 Q) 7 und resultiert daraus weiter ein Aufbau yon 
aus den Dreieeken 
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(96) [gM] =^sgn (AWBW) • [p>l^>p(™?>] (* 

und scblieBlicb folgt ein Aufbau des Polyeders aus den Tetraedem 

(97) [S] = J^sgn (J.(**« jB<**)C<‘>) • [Ip) fl**)<y * 1, 2,.. ^ 

V P — 1,2 

Diese letzte Zerlegung von liefert uns endlicli fur das Integral JT($t) 
die Beziehung 

(98) J*(t) =^sgn (^(™?>£(™) <?(*>) • J^pi<™>p^)). 

Wir wollen das Yolumen von S' mit V, den Flacheninbalt von 
mit F^\ die Lange von 2 (t(T ) mit ZY 0- ) bezeichnen. Die Lange der Strecke 
ist der Betrag von A^ at '\ der Flacbeninbalt des Di*eiecks 
s \(?){(’ to ))p(' ta Q) das Produkt dieser Lange in den Betrag von das Vo- 

Inmen des Tetraeders Ip) p* das Produkt dieses Flacbeninbalts in den 

Betrag von — Q?\ Danacb entstebt aus (98), wenn wir d> = 1 nebmen, 
insbesondere 

(99) V = A(r aQ)Bil a) C(r) 

wabrend wir ans (96) und (95) analog erhalten: 

(100) F& = 1-^ JL<™> = A( Tal > + A(* aS K 

a,y 

Wir nebmen zweitens <t> = x an und wir wollen das Integral 
jjjxdxdydz fiber das Polyeder $ durcb 26 bezeicbnen. Nennen wir die 
#-Koordinate fiir f, p), i^ a \ p^ to 9) bzw, a, a^, a( to \ al ta< ?\ so ist der Wert 
des entspreebenden Raumintegrals fiber den Bereicb des Tetraeders 
lp)l(*<0p(*<*e) gleicb dem Produkt aus dem Volumen dieses Tetraeders in 

- (a + a&+ aM + a?*#), 

und gebt daher aus (98) fur O = x die Relation 

( 101 ) £ = u 2 (° + ® (r) + a{ra) + « (<<re) ) A^BM 

. 

nervor. 

Uber die Hilfspunkte I,p), fl**) treffen wir nun die folgende Yerffigung. 
Wir nehmen zunacbst fiir jeden Index i = 1, 2 ,..m und alle in Betraebt 
kommenden r, 6 einen Punkt f. beliebig an, weiter einen Punkt fY) be- 
liebig in der Stiitzebene {§p)} an $£ i9 einen Punkt Ip 0 ! beliebig in der 
Stiitzgeraden {£Y a )} an ; fiir je zwei gemaB § 19 zugeordnete System© 
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x, 6 und x", e", wobei {ist, wablen wir aber stets 
= tS ra) . HernacbL fubren wir fur jeden beliebigen Bezirk S' =^s i §t i der 
Scbar die Punkte !, fW, l {ro) durch die Formeln 

(102) f V ta) = 2sW° ) (*-1,2,..., »») 

ein. Naeb § 18 wird dann in der Tat, wie wir es fordern, jedesmal f< T > 
in der Stutzebene {% {z) ) an £ und I (To) in der Stiitzgeraden {2^°)} an gW 
liegen. Wir merken noeh an, daB fur die Ecken von ® die Formeln 

gelten: 

(103) p(«?)=^ s .p. ( -e) (i = 1 , 2 ,..., m). 

Fubren wir die Substitution gemafi (89) ein, so bedeutet, C W 

die Differenz derWerte von Q T) fur und !, sodann B^ tn) die Differenz 
der Werte von rf ta) fur und f w , endlicb A ( ? a Q'> die Differenz der Werte 
von fur und I (ro b Bezeiehnen wir fiir die Differenz der 

gW-Werte von f.W und !, mit C/ r) , der -Werte von 1/ T<J) und f £ W mit 

J3 ; (ra> , der g( ra e>-Werte von und mit so gelten zufolge 

(102) und (103) die Beziebungen: 

(104) C'A^y Si CV } BM-JSs&M, Al* a $—^is t Af a *'>. 

Auf Grand dieser Gleiehungen erbalten wir aus (100): 

(105) L™-2LWS,, JW -2F# s g s h (g, h = 1, 2,..., m), 
wenn 

(106) Z)-)= A)- 1 ) + A^ aS \ F$>- 

a,a 

gesetzt wird. Aus (99) erlialten wir 

(107) y —VgkjSgShSj lj2,...,W), 

wenu wir 

(108) 7 pi , = 

einfuhren. Das Yolumen V des Polyeders $ stellt sich danach als eine 
homo gene Funktion dritten Grades der Parameter s 19 s 2 , . $ m dar. 

Im speziellen konnen wir, wovon bisweilen Gebrauch zu machen sein 
wird, jeden Punkt f. im Bezirke S 2 - selbst, jeden Punkt im Bezirke 
selbst, jeden Punkt 1Y 0 ) im Bezirke 2/ r<T) selbst wablen. Bei Verwendung 
der Formeln (102) wird dann, wie aus den Relationen (88) in § 18 zu 
ersehen ist, bei beliebigen Werten s £ ^> 0 stets f in $ selbst, in 
selbst, in selbst zu liegen kommen und werden infolgedessen 
die GroBen A< ttT Q\ B^ ta \ C& stets samtlich ^ 0 ausfallen. 

Bezeiehnen wir weiter die tf-Koordinate von t i7 f/ r ), l^ G \ mit 

a i7 a& 7 aS ta \ aS XG $\ so folgen aus (103) und (102) die Gleichungen: 

(109) a =^s i a i , a« = J§s f a £ W, d ta > = d ta ^ =Jcfo af* a «\ ■ 
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xmd ersehen wir ans (101), daB das Integral £ far ffl eine komogene 
Funktion vierten Grades in s 19 s 2} • . s m wird. 

Die kier zugrunde gelegte Zerlegnng eines Bezirks $ laBt sick offenbar 
auck auf die Randbezirke der Sckar iibertragen nnd bleiben dadurch alle 
hier entwickelten Formeln auck nock fur solcke Parameterwerte s, gfiltig, 
die zum Teil oder samtlick gleick Null sind. 

Wir werden jetzt die kier aufgestellten Entwicklungen von Polyedern 
auf keliebige konvese Korper auszudeknen sucken. Zu dem Ende mils sen 
wir Yor allem die Bildungen F^\ und V ghj einer eingekenderen Enter- 
suekung unterwerfen. 


§ 21. Das gemisclite Yolumen dreier Polyeder. 

Die m vorausgesetzten Grundbezirke braucken nickt 

yersckieden zu sein; wir konnen in dieser Reike auck einen und den- 
selben Bezirk mekrfack aufnehmen, wodurck nur die Bedeutung der 
Parameter s 1} s 2 , . . s m etwas modifiziert wird, okne daB die Schar 
in ikrer Gesamtkeit sick verandert. Es wird deskalb geniigen, die 
Bildungen F 123 mit versckiedenen Indizes zu be track ten, wobei wir 

uns bei dem ersten Ausdrucke m ^ 2, bei dem zweiten m 3 denken. 
Wir werden nun yor allem den Satz beweisen: 

Der Wert des Ausdrucks F$ dndert sick nickt , ivenn man darin die 
Indizes 1 und 2 vertauscJit; der Ansdruck F 123 behd.lt bei jeder Permutation 
der Indizes 1,2,3 semen Wert bei . 

Danack wird dann der Koeffizient yon s x s 2 im Ausdrucke (105) von 
F® genau = 2F$, der Koeffizient yon im Ausdrucke (107) yon V 

genau = 6F 123 und werden infolgedessen die Werte yon F$ und F 123 
ganz unabkangig yon der Wahl der Hilfspunkte f f , \k c \ t/ r<T) sein. 

Um jenen Satz zu beweisen, bemerken wir zunackst die Moglickkeit, 
diese Hilfspunkte so einzurickten, daB die folgenden Umstande zu- 
treffen: 

I. Wakrend fiber \ irgendwie verfiigt sei, soil speziell den FuB- 
punkt des yon t £ auf die Ebene {} gefallten Lotes, ferner den 
FuBpunkt des yon t. auf die Gerade {2/*^} gefallten Lotes (d. i. also zu- 
gleick den FuBpunkt des von auf {2/* ^} gefallten Lotes) vorstellen. 
Bei dieser Festsetzung werden AP G $\ D^ o) , einfach die Differenzen 
der Koordinaten fur und i i7 und kommen bei An- 

wendung der Formeln (102) allgemein ! mit fO, fW; mit V? o) mit !p( ta & in 

drei Gerade zu liegen, die bezieklick parallel der ^, |(* ff e)-Aekse 

der Substitution sind, so dafi z. B. fur die ^-Koordinaten der be- 
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treffenden Punkte die Gleicbungen 

(110) fl W-a = KWCW ) 0 W==«( r °> B^ ta \ —= 

gelten werden. 

IL Ferner sollen {,, L, .. t m samtlicb in einen und denselben Punkt f 0 
des Baumes fallen, dessen Koordinaten a 0 , i 0 , c 0 seien. Fur den Punkt f 
in bezug auf einen beliebigen Bezirk ^ gilt dann f = (s x -f- s 2 4— • + s m )f 0 . 

Bei diesen besebrankenden Festsetzungen I. und II. wurden sehlieB- 
licli allein die Koordinaten des Punktes f 0 willkiirlicb bleiben. Durch 
geeignete Yerfiigung fiber f 0 aber wurden wir nocb imstande sein, einem 
einzelnen Punkte eine beliebige Lage auf { a) } oder einem einzelnen 
Punkte f s W eine beliebige Lage auf {% 2 <r> } zu verscbaffen oder f beliebig 
anzunehmen. 

Wir denken uns nun zunachst die Hilfspunkte f., noch in 

der ganzen Allgemeinheit wie in § 20. Die GroBe 

(111) Lf = A (r<7l) + A (t a 2> 

bedeutet die Lange der Kante S/ 10 ', ist also vollig unabhangig von der 
Lage von fp 1 n \ eine Tatsaclie, die auf den Gleichungen 

(112) «(*oD+ cf taS > = 0, = 0, y(* CTl )+ / r<l2 > = 0 

berubt. Wir konnen alsdann 

(113) F® C = o=M 

a,(j o 

schreiben; dadurch erweist sicli der Ausdruck F$ als yollig unabhangig 
yon der Wahl der Punkte und konnte daher nur noch mit der Lage 
Yon y*) yariieren. 

Nun konnen wir bei beliebiger Wahl you f 2 ^ in der Ebene {} die 
Punkte t i} I/* ^ doch den samtlichen Forderungen L und II. gemafi 
einrichten. Alsdann sind zufolge I. die Werte r^ a ) ftir — f x 

gleich A^ ta &, B^ ta \ fur — f 2 gleich A 2 {ta v\ B^ to ^ und zufolge II. 

soil f x =» f 2 = ! 0 sein. Danach ergeben die senkrechten Projektionen der 
drei Punkte f 0 auf die Ebene ^ = 0 in dieser ein Dreieck, 

bei welchem der Flacheninhalt gleich dem Betrage Yon 

( 114 ) A (Ap a * ) 0) - Af *>) 

sein wird, wahrend das Vorzeichen dieser Determinants nur dann das 
negative sein wird ; wenn die hier angewiesene Folge der Ecken fur dieses 
Dreieck einen entgegengesetzten Umlaufssinn bedeutet, als er sich bei 
einem Dreiecke in derselben Ebene = 0 einfindet, dessen drei Ecken nach- 
einander im Nullpunkte, anf der positiven anf der positiven rf* ^- 

Achse angenommen werden. 
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Jetzt gehorfc zu jedem Indexsysteme r, <3, q nacli den Ausfiilirungen 
in § 19 ein bestimmtes zweites System r, 0 ' , p'(<?' 4 = <?), wobei stets 
pfoti—pf/V, i3 2 (rfff?) = f> 8 ( *°'e' ) ist, wahrend fur die beiden orthogonalen 
Substitutionen SO a & und S^ 0 ’^ in ibrer gemeinsamen Koordinatenebene 
£<*> = 0 das System der Q ta O- und ^^-Acbse einerseits und das System 
der und ?}(*<*')-Achse entgegengesetzt orientiert erscbeinen. Zufolge 

dieser Umstande muB der Ausdruek (114) nach seiner eben dargelegten 
Bedeutung bei Vertausehung von x, 6, p mit r, a\ p' einfach in den ent- 
gegengesetzten Wert ubergeben, wir baben also stets 

(115) -f Af a '(t') B.J- ta "> = 

Ordnen wir nun in dem Ausdrucke von gW die Glieder paarweise, indem 
wir mit jedem Gliede zu einem Indexsysteme r, 0, p das Glied zu dem 
korrespondierenden Indexsysteme x, 0 ', q verbinden, so zeigt sieb, daB 

(116) Fg> = A 2 (t a) “ F & = y 2 a)B ^ 0) 

0,Q O 

ist. 

Denken wir uns jetzt den Bezirk einer Translation parallel der 
Ebene {} unterworfen, wodurch %^ 7) dieselbe Translation in dieser 
Ebene erfabrt, und halten wir dabei den Punkt f x = f 2 und die Be- 
sebrankungen I. und II. fest; alsdann bleiben alle Langen Z 2 (ra) und die 
•Werte B^ ta \ A^ ta & ungeandert; es andert sicb also aueb nicbt F$. 
Zugleich bleibt aber auck die Relation (116) und somit aucb der Wert 
des Ausdrucks F$ besteben. Eine Translation you in der Ebene 
{g 2 ^} bei festem f 2 ^ kommt nun fur die Bildung des Ausdrucks (113) 
yon Fjp auf das Gleicbe binaus wie die entgegengesetzte Translation des 
Punktes bei festgebaltenem Bereicbe Danacb ist endbcb der 

Wert F$ aucb von der Lage you unabbangig. Zugleicb erseben wir, 
daB allgemein F$ — F$ gilt und daB F$ bei einer beliebigen Trans- 
lation Yon oder Yon stets seinen Wert beibebalt. 

Die GroBe ist die Differenz der -Werte fur und fur f 2 , 

der zweite dieser Werte ist = a 2 aP + b 2 ^ a ^ -f- c 2 y^ a \ Da nun der Wert 
F$ nicbt von der Lage von f 2 abbangt, so entnebmen wir aus (113) die 
drei Gleicbungen: 

( 117 ) 2 « ( * a) 0, = 0 , 0(0 =1,2,..., (i T ). 

o g a 

Nebmen wir jetzt speziell fur f 2 ^, wenn ein Polygon ist, einen 
inneren Punkt dieses Polygons in seiner Ebene, wenn eine Strecke 
ist, einen von den Endpunkten verscbiedenen Punkt dieser Strecke, wenn 
ein Punkt ist, eben diesen Punkt, so sind im ersten Falle alle GroBen 
J3 2 (*tf)>0, im zweiten alle >0 mit Ausnabme der beiden, die den zwei 

Minkowski, Gesammelte Abkandltmgen. U. 13 



194 


Zur Geometne. 


Normalen der Strecke in der Ebene {g 2 (r >} entsprechen nnd die =0 sind, 
im dritten Ealle alle £,(”>= 0. Wir entnehmen dann aus dem zweiten 
Ausdrucke in (113), dafi F$ stets I> 0 ausfallt und nur dann = 0 ist, 
wenn von den Bereichen und g a <*> wenigstens einer ein Punkt ist 
oder diese beiden in zwei parallelen Geraden liegen. Wenn nicht dieser 
zweite Ausnabmefall stattbat, ist iiberdies durcb 5i (t) un d die Ebene 
= 0 vollig bestimmt, nnd da in (113) gewiB nur solcben Indizes cr ein 
von Null yerschiedener Term entspricbt, wobei 0 ist, die also 

wirtlichen Kanten von entspreeben, so erkennen wir, daB der Wert 
von F\f jedenfalls ganz allein von den zwei Bereicben g 2 to und in 
keiner Weise von den sonst in Betracbt kommenden Bereicben g 3 W,..., &» w 
abbangt. Der Ausdruck F$, in den F$ iibergebt, wenn mit 
identiscb wird, bedeutet den Flaebeninbalt von Wir wollen den Wert 

von Fjp als den gemischten Flacheninha.lt von und g 2 W bezeicbnen. 

Nun gilt 

(118) F 123 F$ <*«, 

und entspreckend konnen wir V 213 darstellen; wegen (116) kaben wjr 
daker V 123 — V 213 . 

Wir betrackten ferner die Transposition von 2 mit 3 im Ausdrucke 
F 123 . Nack der Grleickuug (118) und den letzten Resultaten in betreff 
der GroBen F$ konnte ^123 jetzt nur nock von der Lage des Punktes f 3 
abkangen. Wir konnen bei beliebiger Verfiigung uber f 3 dock die be- 
sckrankenden Annakmen I. und II. einfiikren. Alsdann sind die Koor- 
dinateu fur pj? a $ —f 3 gleick C 2 ^\ fiir f 3 gleick 

B£ ta \ Zugleick soil f 2 = % = f 0 sein, und besitzt daker das Dreieck, 

das durck senkrechte Projektion von auf die Ebene Q ta & = 0 

entstekt, einen Plackeninkalt gleick dem Betrage von 

(119) 

wakrend das Yorzeichen dieser Determinante dann das negative ist, wenn 
die kier angewiesene Folge der Ecken fiir dieses Dreieck einen entgegen- 
gesetzten TJmlaufssinn bedeutet, als er sick fiir ein Dreieck in derselben 
Ebene = 0 herausstellt, bei dem die Ecken nackeinander im Null- 
punkte, auf der positiven^^ a k ? auf derpositiven g^-Ackse angenommen sind. 

Zu jedem Indexsysteme r, 6, q gekort nun nack § 19 ein bestimmtes 
zweites Indexsystem r" <j", q" (r r +t), wobei immer p a («" 

p 3 und ferner §(**£> = g(*"<y'Y') gilt, Die beiden Substitutionen 
und kaben dabei also die §-Aekse gemein, dagegen sind in 

ikrer gemeinsamen Ebene £(***) = 0 das System der r^ G) - und 
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g£*)- Aci.se einerseits und das System der 77 ^" a ")- g (0 - Achse anderer- 

seits entgegengesetzt orientiert. Nach der eben angegebenen Bedeutung 
des Ausdrueks (119) entnehmen wir hieraus, daB dieser Ausdruck bei Er- 
setzung you t, 6, Q durch r", 6 ", q” in den entgegengesetzten Wert liber- 
geht, wir haben also stets 

( 120 ) B 2 ^ a) + BJ*"*") ( 7 8 co = c 2 (*) + B 3 V' a ") C 2 ^, 

und zudem gilt 

( 121 ) AF '*"*''). 

Ordnen wir jetzt die Glieder in F 123 paarweise, indem wir mit jedem 
Grliede zu einem Indexsysterne r, 6, q das Glied zu dem zugehorigen 
Systeme r" 6 ", q" verbinden, so zeigt sich durch (120) und (121) un- 
mittelbar, daB V 123 = V 132 wird. 

Unterwerfen wir nunmehr $ 3 einer beliebigen Translation, wahrend 
wir f 8 und die Annahmen I. und II. festhalten, so bleiben alle GroBen im 
Ausdrucke 

F .»-f2 v .‘?' 7 = w 

und aueh die letzte Relation bestehen und kann daher aueh V 123 sich 
nicht andern. Eine Translation von ® 3 bei festgehaltenem f 3 ist aber fiir 
die Bildung des Ausdrueks V 123 in (118) gleichbedeutend mit der ent¬ 
gegengesetzten Translation yon f 3 bei festem ® 3 , also hangt der Wert 
you V 123 aueh nicht yon der Lage von f 3 ab. Zugleich ersehen wir, daB 
ganz allgemein V 123 *=* F 132 gilt. Bezeichnet j E s (u, v, w) die Stiitzebenen- 
fanktion yon ^ 3 , so haben wir offenbar 

(122) yW) - + M ( * } + + O.W (r - 1,2, ..., v). 

Da nun der Ausdruck (118) gar nicht yon den Koordinaten a 3y b 3 , c 3 ab- 
hangt, miissen danach stets die drei Beziehungen 

(123) = 0 (* = 1 , 2, .. v) 

t 't 1 

bestehen, und insbesondere erhalten wir 

(124) f 123 = P®, r w )- 

* 

Die beiden Relationen V 123 = V 213 und F 123 = V 1S2 zusammen be- 
deuten nun bereits die Tatsache, daB ^123 bei beliebigen Permutationen 
der Indizes seinen Wert nicht yerandert. Zugleich erkennen wir, daB V u3 
aueh bei beliebigen Translations! der einzelnen drei Bezirke $ 2 , S? s 
stets ungeandert bleibt. 

Wir denken uns jetzt f 3 speziell als einen inwendigen Punkt yon 
angenommen, d. h. wenn $ 3 ein Polyeder ist, soli f 3 ein innerer Punkt 
yon S 3 sein, wenn ein Polygon oder eine Strecke ist, ein innerer 

13* 
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Punkfc des Polygons in seiner Ebene bzw. der Streeke in ihrer Geraden, 
wenn S 8 ein P nnk t ist, mit diesem Punkte identiscb sein. Aisdann fallen 
die GroBen CjM samtlicb ^ 0 aus und, soweit es dieser ibnen gemeinsame 
Cbarakter zulaBt, anch > 0 aus. Wir erkennen dann aus (118), daB F 123 
stets ^0 ausfailt und insbesondere unter folgenden Umstanden stets = 0 
ist: 1. wenn unter den Bezirken S 2 , & 3 wenigstens ein Punkt oder 
2. darunter wenigstens zwei Bezirke in parallelen Geraden vorbanden sind 
oder 3. diese Bezirke in drei parallelen Ebenen liegen. Einen you Null 
verscbiedenen Term F$ haben wir in (118) nur, sowie fiir eine 
Richtung («M,/3«,yW) einerseits F$, andererseits > 0 ist; aisdann 
sind £>, St s scbon fur sick jedenfalls Grundbezirke einer Polyederschar 
und ko mm t die Ricbtung bereits als Normale einer Seitenflacbe dieser 
Scbar vor. Danacb bangt der Wert von F 128 jedenfalls allein von 
&3 und in keiner Weise von den weiteren etwa betracbteten Bezirken 
ab. Die GroBe V ni , in die F 133 iibergebt, wenn wir S 2 und 
mit identiscb annebmen, bedeutet das Volumen von Wir wollen 

F I23 das gemischte Volumen von B s , B s nennen und, wo es auf die 
deutlicbere Bezeicbnung der betreffenden Bezirke ankommt, aucb V(B 1 ,B S ,B S ) 
scbreiben. 

Nebmen wir fiir §t l , S',, B s beispielsweise drei nicht in einer Ebene 
gelegene Strecken 0p u 0p 2; Op 3 mit o als Anfangspunkt, so konnen wir 
diese als drei Eanten fiir ein gewisses Parallelepipedum mit einer Ecke 
in 0 auffassen. Aisdann bedeutet s x + s 2 $ 3 + S 3 B s fiir positive s l} s. 2) s 3 
den Bereicb desjenigen Parallelepipedum mit einer Ecke in 0, bei dem die 
drei von 0 auslaufenden Kanten in den Punkten s 2 p 2 , s 3 p 3 enden. 

Das Yolumen dieses letzteren Parallelepipedum ist das s 1 s 2 s 3 -facbe des Vo- 
lumens von danacb ist unter diesen Umstanden 6 F 123 gleicb dem 
Yolumen von ip, mitbin sicber F 123 > 0. 

Der Ausdruck V(B lf $ 2 , B 3 ) besitzt die folgende wicbtige Eigenscbaft: 

Ist der tonvexe Bezirk B s ganz entbalten in einem anderen kon- 
vexen Bezirk (ebenfalls mit einer endlicben Anzabl von extremen 
Punkten), so gilt stets 

(125) Vfa, ffi 3 , St,) ^ V(B lf St a , &*). 

Denn bedeuten jEE, und H* die Stiitzebenenfunktionen von B s und B s *, 
so gilt dann nacb (44) allgemein H s (u, v, w) E s *(u, v, w). Konstruieren 
wir nun eine Polyederscbar, welcbe unter ibren Grundbezirken S 8 

und entbalt, so besteben gemaB (124) fiir F(Si,$ a ,® s ) und F^,^,^*) 
gewisse Ausdrueke 

t t 
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und da kierin alle Eaktoren F$ 0 sind, gekt in der Tat die TTel- 
gleickung (125) kervor. 

Sind die drei konvexen Bezirke & 1; ® 2 , &' 3 derart kesckaffen, daB 
darunter weder ein Punkt, nock zwei parallele Strecken vorkanden sind, 
nock diese drei Bezirke in drei parallelen Ebenen liegen, so konnen wir 
stets drei Strecken 2 3 , 2 2 , 2 3 kestimmen, die nickt samtlick einer Ebene 
parallel sind und so daB 2 3 in ® 3 , in .f 2 , S 3 in $ 3 liegt. Nack einer 
vorkin gemackten Bemerkung ist alsdann F(2 3 , 2 2 , 2 3 ) >.0, wakrend dem 
letzten Satze zufolge sicker F(® 3 , ® 2 , ® 3 ) ^ F(2 3 , 2 2 , 2 S ) wird. Also 
mnB nnter den angegebenen Umstanden stets F(® x , St. 2 , ® 3 ) > 0 ausfallen. 
Aus (124) entnekmen wir ferner die Regeln: 

1st t ein positiver Parameter, so gilt 

(126) l 7 (®l; ^3) = ^ l 7 (®l i ®s)' 

Es bestekt allgemein die Beziekung 

(127) F(« x , S s , S 3 + A*) - V(&, «a) + n®i, £2, *0- 

§ 22. Yolumen in einer Sckar konvexer Eorper. 

Es seien jetzt $? 3 , ® 2 ,. .., m beliebige konvexe Bezirke, von denen 
ein jeder eine endliche oder unendlicke Anzakl von extremen Punkten 
aufweisen kann. In jedem Bezirke (i = 1, 2, .. ., m) denken wir uns 
einen inwendigen Ponkt e s beliebig gewaklt. Ferner bedeute a irgend- 
eine positive GrroBe. Nack dem Satze in § 5 und dem entspreckenden 
Satze fur die Ebene konnen wir, wenn einen konvexen Korper oder 
ein ebenes Oval vorstellt, dazu ein Polyeder bzw. ein Polygon derart 
bestimmen, daB ^ ganz in ^ entkalten ist und andererseits selbst den 

Bereick —7—5B. 4- —4—e, = Cb, der durck Dilatation des Bereicks ^ 

von e„- aus im Yerlialtnis -—,— : 1 entstekt, ganz entkalt. Bedeutet 

Z X —£ * u 

eine Strecke oder einen Punkt, so nekmen wir — ffi,. und kaken nocb 
eben diese Beziekungen zwiscken e i9 e. Die in solcker Art be- 

stimmten Bereicke sind dann lauter konvexe Bezirke je mit einer end- 
licken Anzakl von extremen Punkten. 

Bedeuten nun s l9 s 2 ,.. s m irgendwelcke m Werte ^ 0, so wird 
jedesmal der Bezirk $ = ganz im Bezirke 5$ = entkalten 

sein, ferner den Punkt e — Sg f e f als inwendigen Punkt besitzen und den 
Bezirk 1 ^ + s e ganz in sicb aufnekmen; dieser letztere Bezirk 

1 8 X £ 

gekt durck eine gewisse Translation aus 1 kervor. Sckreiben wir 
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V($ g , $p A? = W ghj , so finden wir dadureb fur das Volumen V von St 
die Ungleicbungen 

(128) W gh jS g s h Sj ^ i ;y? '^1 W sK jS g s h Sj (.ff>h,j = l, 2,...,»»). 


Wir bestimmen ferner eine positive GrroBe R so groB, daB der 
Wiirfel 

\x\<,R, \s\^R 

alle Bereicbe $ x , vollig in sick aufnimmt. Alsdann enthalt 

dieser Wiirfel aucb jeden Bezirk D i} und mit Rucksieht auf den Satz 
bei (125) baben wir daber stets die Abscbatzung: 


(129) 


jr^v„,S8K 


Jetzt denken wir uns noch auf irgendeine zweite Weise far jedea 
Bezirk einen inwendigen Punkt ausgesuckt und in bezng auf die 
namlicke GroBe s jedesmal einen konvexen Bezirk mit einer endlicken 
Anzahl von extremes Punkten irgendwie derart bestimmt, daB in 

entbalten ist und seinerseits den Bezirk + -- q -- e,* = jQ, f * ent- 

balt. Alsdann ist jedenfalls £1* in ^ entbalten und baben wir, wenn 
iPj*, ip,.*) = W* h ] gescbrieben wird, naeb (125) stets 

( 130 ) ^ 

Mit Benutzung von (129) erkalten wir daraus 


(131) Wf h . - W ghj ^ ((1 + a) 3 - 1) (1 + e) 3 SE 3 , 

und kierin konnen wir nock W ghj und W* hj miteinander vertauseken, 
so daB die reckts stekende obere Grenze iikerkaupt fiir den Betrag der 
Differenz W* hj — W gftJ gilt. Daraus entnekmen wir, daB fiir ein nack 
Null aknekmendes € jeder Ausdruck V(?$ g , ^ nack einer bestimmten 
Grenze konvergiert, die wir mit F(®^ & h , $^) bezeicknen und das ge- 
misckte Yolumen der konvexen Bezirke nennen. Aus den Un- 

gleickungen (128) gewinnen wir alsdann, indem wir e nack Null abnekmen 
lassen, fiir das Yolumen V von S aJlgemein die Entwicklung: 

(132) V = 2r(St„ St„ Stj) W/ (g, h,j -1,2,. . 


Wir stellen jetzt die samtlieken Eigensckaften des Ausdrucks 
Y(^ } Sg) in bezug auf drei beliebige konvexe Bezirke $2? ^3 zu- 
sanxmen, die aus den entspreekenden Satzen in § 21 unmittelbar folgen: 

Der Wert von F(ffi 1; $‘ 3 ) ist unabkangig von der Eeikenfolge der 
drei Bezirke; er andert sick nickt bei beliebigen Translationen dieser 
einzelnen Bezirke. 
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1st der Bezirk ft 3 vollig enthalten in emem anderen konvexen Bezirk 
ft,*, so gilt stets 

(133) ft,, ft,) < 7(ft 1} ft,,ft s *). 

In der Tat, mr konnen nach den oben gemacbten Ausfnbrungen stets 
vier konvexe Bezirke Q,, D 3 , einen jeden nur mit einer endlicben 
Armabl von extremen Punkten, konstruieren, welcbe gewisse Annaherungen 
an ft 1? ft,, ft' 3) $ 3 * vorstellen nnd zwar so, daB in ft x , -Q, in ft,, d s in ft 3 
und andererseits ft 3 * in 5p s * enthalten ist und daB dabei die Differenzen 
F(ftt, ft,, ft 8 ) — F(Qi, Os) und F(ft x , ft,, ft 3 *) — F(D 1 , £t„ $ 3 *) dem 
Betrage nacli eiiie beliebig kleine positive GroBe nicbt ubersteigen. Da 
rmn aucb £t 3 in entbalten ist und daber nacb (125) sicb 

F(a u b 2 , %*) - m 1; g 2 , Da) ^ o 

erweist, liegt dann V(@ u ® 3? ® 3 *) — F(ffi 1? $ 2? $ 3 ) uber einer negativen 
GroBe, deren Betrag wir beliebig klein einricbten konnen, d. b. diese 
letztere Differenz ist gleichfalls ^ 0. 

Wir erkennen nun leicbt, daB F(S 1? $ 2 , ffi 8 ) stets 0 und nur in 
den Fallen = 0 ist, wenn 1. unter diesen drei Bezirken sieb wenigstens 
ein Punkt oder 2. wenigstens zwei parallele Strecken finden oder 3. alle 
diese drei Bezirke ganz in drei parallelen Ebenen liegen. 

Weiter iibertragen sicb die Regeln (126) und (127) sofort anf be- 
liebige konvexe Bezirke. — 

Fur eine Scbar mit nur zwei Grundbezirken M' baben wir speziell 
die folgende Tatsacbe: 

Sind St und $t r irgend zwei konvexe Bezirke, so ist das Volumen 
eines Bezirks + s'®', wobei s 0, s' ^ 0 sind, durch einen knbiscben 
Ausdruck 

(134) V 0 s 3 + 3 V x s 2 s' + 3 V 2 ss' 2 + V 3 s' s 

dargestellt. Darin bedeutet V 0 das Yolumen von ®, V 3 das Yolumen 
von ®'. Wir werden uns nun weiterbin eingebend mit den Eigenscbaften 
des Koeffizienten 3^ = 3 F(®, ®, St') bescbaftigen; bei Yertauscbung der 
Rollen von Si und von ®' entstebt aus diesem Koeffizienten der Koeffizient 
3F 2 von ss' 2 . 

In bezng auf 3 V t bemerken wir die folgende wicbtige Darstellnng: 
Es bedente ein konvexes Polyeder (oder Polygon) mit v 3 
(oder v = 2 ) Seitenflacben • • •? 3v Es se ^ (^? 7?) die auBere 

Kormale nnd F\ der Flacbenbalt von r == 1,2,Femer sei 

$' ein beliebiger konvexer Bezirk mit der Stutzebenenfunktion H'(ii } v f w), 
Alsdann gilt die Darstellung: 

(185) 3 V(% % ft') = n ) (t - 1,2,..v). 
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In der Tat, wir erhalten diese Beziehung sofort aus der Grleicbuug (124), 
wenn ft' eine endliclie Anzahl von extremen Punkten besitzt. Insbesondere 
fin den wir dadurch, indem wir fur einen beliebigen einzelnen Punkt 
a', c' nebmen, den Gtleicbungen (128) entsprecbend, die drei Bedin- 


gungen: 

(136) 


= 0, o, 


2v t F t = 0 (t 


= 1,2,.. .,v). 


1st jedock die Anzakl der extremen Punkte fur unendlick, so sei e' 
mit den Koordinaten a, h' } c' irgendein inwendiger Punkt in ®'. Als- 
dann konnen wir, wenn eine positive GroBe s irgendwie angenommen 
wird, stets einen konvexen Bezirk 5}$' nur mit einer endlicken Anza kl 
von extremen Punkten derart bestimmen, daB in $P' entkalten ist und 

selbst 5JS'+ j-qpp e ' enthalt. Infolgedessen ist die Stutzebenenfunktion 
von $P' fur beliebige Argumente u, v } w 

2> H'(u, v ; w) und (1 + e) iT(w, «?) — + S'-y + c'w). 

Nun konnen wir zur Berecknung von 3F($P, 5(5') bereits die in (135) 

angewiesene Regel verwenden, und durck diese letzten Ungleickungen 
sowie unter Yerwendung der Relationen (136) erkalten wir, da alle Fak- 
toren F t > 0 sind, 

3 V(m, spo ^ 2 F * s '(*r> >rh 3V (^ *0- 

X ‘ 


In denselben zwei Grenzen wie die Sumnie kier, befindet sick aber, nack 
(133) auck die GroBe 3 F(5{5, 5(5, $'). Da nun diese Grenzen fur ein nack 
Null abnekmendes s einander beliebig nake kommen, ist danaek offenbar 
fiir 3 F(5(5, 5|5, S') genau die Formel (135) zutreffend. 

Diese Gleickung (135) benutzen wir nock zu einer weiteren Folgerung: 

Es bedeute $ einen konvexen Korper und es sei c 0 der kleinste, c x 
der groBte Wert von s in femer g ein beliebiger Wert >c 0 und <c r 
Die Ebene z = g sckneidet aus S ein ebenes Oval keraus, das §(g) und 
dessen Flackeninkalt JF(g) keifie; endliek bedeute denjenigen Teil des 
Rorpers, in welckem z ^ g, und ^ denjenigen Teil von in dem z g 
gilt; dabei sind $ 0 und ^ wieder zwei konvexe Korper. Ist nun W ein 
beliebiger konvexer Bezirk und c 0 f (== — H r (0, 0, — 1)) der kleinste, 
c x (= H'(0, 0, 1)) der groBte Wert von z in so kaben wir stets die 
Gleickung: 

(137) 7(5*0, ft 0 , ST) + F(t 1; £') = rest, St, ST) + - <) F @- 

In der Tat, ist zunackst $ ein Polyeder, so sind auch nnd ^ 
Polyeder und ist g(g) ein Polygon. Dabei besitzt $ 0 dieses Polygon als 
Seitenflacke mit der NormaJe (0, 0, 1) und % dieses Polygon als Seiten- 
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flache xnit der Normale (0, 0, — 1) ; wahrend alle ilbrigen. Seitenflacben 
yon 1111(1 znsammengenommen genau die vollstandigen Seiteaflaeben 
von £ herstellen. Danach kommen wir nun sogleich zur Formel (137), 
wenn wir die drei darin genannten gemisebten Volumina der Regel (135) 
gemafi ausdrucken. — 1st sodann ® ein konvexer Korper, so braucben 
wir nur einen inneren Punkt e des Ovals $(g) in* seiner Ebene g = £ 
einzufiibren, der dann zugleicb ein innerer Punkt von S wird, nnd, wenn 
e eine beliebige positive GrroBe ist, ein Polyeder so zu bestimmen, daB 

$ in 95 entbalten ist und selbst —r— + -- e entbalt. Bilden wir 

i —p S 1 —j— £ 

dann die zu (137) entsprechende Gleichung ebenfalls in bezug auf die 
Scbnittebene 2 = % fur ein solcb.es Polyeder so folgt aus dieser durcb 
Ubergang zur Grenze Lim e = 0 sofort die Relation (187) fur 

Zu den Satzen dieses Abscbnitts konnen wir vollkommen analoge 
Aussagen in der Geometrie der Ebene aufstellen. Zu je zwei konvexen 
Rezirken $' in einer Ebene gehort stets ein bestimmter gemiscbter 
Flacheninhalt. Derselbe ist stets 0 und nur dann = 0, wenn wenigstens 
einer der Bezirke ein Punkt oder beide parallele Strecken sind; er bangt 
von der Reibenfolge der Bezirke nicht ab; er bleibt bei beliebigen Trans- 
lationen der einzelnen Bezirke ungeandert; endlich wird er niemals ver- 
kleinert, wenn man einen der Bezirke durch einen nmfassenderen kon¬ 
vexen Bezirk in der Ebene ersetzt. Sind . . , y m beliebige 

konvexe Bezirke in einer Ebene, so ist der Flacheninhalt eines Bezirks 
% = 2 s i Sz niit lauter Parametern s { ^> 0 durcb 

(138) F = 2F gh s g s h (g, h = 1, 2,.. m) 

dargestellt, wo F gh den gemiscbten Flacbeninbalt von und % h be- 
deutet. 


§ 28. Der Sehwerpunkt in einer Schar konvexer Korper. 

Wir betracbten jetzt den Sehwerpunkt eines Korpers in einer Scbar 
konvexer Korper ® = ^s i ^ i (i = 1, 2,.. m\ s £ 0). 

Es handle sicb zunachst am eine Polyederschar. Wir bezeiebnen den 
Wert des Raumintegrals fffxdxdydz iiber den Bezirk $ mit 3£. Wie 
am Schlusse von § 20 ausgefiibrt ist, lafit sicb 3£ als eine bomogene 
Funktion vierten Grades der m Parameter s { darstellem Wir sebreiben 

(!39) 3c = 2iX 9 wS g s h SjS k (g, h, j, 1=1,2,..., m), 

wobei wir die Koeffizienten mit niebt lauter gleichen Indizes derart defi- 
nieren, daB sie bei beliebigen Permutationen der vier Indizes sicb niebt 
andern sollen. Um zu zeigen, wie diese Entwicklung des Integrals 3E 



202 


Zur Geometrie. 


gieh auf Sebaren mit vollig beliebigen Grundbezirken tibertragt, baben 
wir mebrere Eigenscbaften der Koeffizienten % ghjk abzuleiten. 

Es wird geniigen, die Bildungsweise eines Koeffizienten mit lauter 
verscbiedenen Indizes ins Auge zu fassen, (wozu wir uns m A 4 ein- 
geriebtet denken). Die GroBe 36 12S4 wird sick, nacb den Gleicbungen 
(101), (104) und (109), folgendermaBen entwickeln: 

(140) 2e 1234 = + d 9 a) + a f + A ^ )B r ]C ?> 

worin fiir g, h, j, k nacbeinander alle 24 verscbiedenen Permutationen 
von 1, 2, 3, 4, einzusetzen sind und die Summation nacb r, 6, q in der 
in § 20 erorterten Weise zu gescbeben bat. Der Wert dieses Ausdrucks 
3 £ 12S4 ist nacb seiner Bedeutung als Entwicklungskoeffizient in 26 vollig 
unabbangig von den benutzten Hilfspunkten t { , f&, und bangt ancb 
nur von den vier Bezirken & lt &>, S 3 , allein ab, falls die Zabl m> 4 
ist; wir bezeicbnen diese GroBe aucb in ausfukrlieberer Scbreibweise mit 

£(«i, St,, St,, 

Die Stiitzebenenfunktion von St i beiBe (u, v, w). Urn eine gewisse 
Ungleicbung abzuleiten, verfiigen wir zunacbst fiber die Hilfspunkte 
t i; fib {.(*«) (i = 1 , 2, 3, 4) in folgender besonderen Weise. Wir wablen 
jedesmal f { in S' £ selbst und zwar nocb speziell in der Stutzebene 
x = JEZ1 ( 1 , 0, 0) an &■, wo x den groBten Wert in besitzt, ferner 
nebmen wir stets f/ r) in selbst und 1/“’ in selbst an. Dann 

fallen alle GroBen BY a \ C& ^ 0 aus, ferner wird das aritbmetische 

Mittel von je drei Punkten pf- ta Q\ stets ebenfalls nocb ein Punkt 

in sein und fur die .r-Koordinate dieses Punktes dadurcb sicb jedesmal 

- (- 1, 0, 0) A | (aW + a?* + a„«) A H, (1, 0, 0) 

beransstellen, und endlicb baben wir noch a € = (1, 0, 0). Mit Ruck- 

sicbt auf diese TJmstande gewinnen wir aus (140) die Ungleichungen: 

(141) °> °) ^ *** ^ 

g-1 

0,0) + H g (1,0,0)) Y hSi , 

9=1 

wobei fiir g nacbeinander 1 , 2 ) 3 ; 4 zu nehmen ist ; fur Ji, j, Tc jedesmal 
die drei von <7 verscbiedenen der Indizes 1, 2, 3 ; 4 nacb der GroBe ge- 
ordnet zu setzen sind und V hjk das gemiscbte Yolumen von 
gemaB der Pormel (108) bedeutet. 

Nebmen wir die Bezirte als identiscb mit ^ an, so gebt 

daraus spezieller 
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(142) Si (1, 0, 0) V m ^ 3£ uu ^ i (- 3 S t (- 1, 0, 0) + S x (1, 0, 0)) F 1U 

hervor; darin bedeutet darm F m das Volumen von & 1 . 1st nun F m > 0, 
also S'i ein konvexer Korper und denken wir uns den Nullpunkt der 
Koordinaten mit dem Sebwerpunkte dieses Korpers zusammenfallend, so 
haben wir X 11U = 0 und finden 3 S 2 (— 1, 0, 0) 1> H l (1, 0, 0). Da wir 
fur die Ricbtung der x - Acbse eine ganz beliebige Ricbtung emfuhren 
konnen, so gilt, wenn der Scbwerpunkt yon im Nullpunkte liegt, 
iiberbaupt allgemein fur jedes Paar entgegengesetzter Ricbtungen 
(- - j3, — y) und (a, ft y): 

(143) 2 H 1 (a, ft y) ^\{S x {a, ft y) + ffft— a, - ft — y)). 

Die hier recbts stebende GroBe bedeutet den balben gegenseitigen Abstand 
der zwei Stutzebenen an mit den Normalen (cc,(3,y) und (— a, 
und ist niemals kleiner als der Eadius der groBten iiberbaupt in ^ ent- 
baltenen Kugel, wabrend das Minimum von E l (a, (3, y) gleicb dem Eadius 
der groBten in entbaltenen Kugel mit dem Sebwerpunkte von als 
Mittelpunkt ist. Danacb ist der letztere Eadius mindestens halb so groB 
wie der an erster Stelle genannte Eadius, eine bereits in § 9 ohne Be- 
weis angefiibrte Tatsacbe. 

Wir wollen jetzt die Abhangigkeit des Ausdrucks 36 ($ 1; $ 3 , $ 4 ) 

von einem einzelnen der betreffenden vier Bezirke, etwa von $ 4; ins Auge 
fassen. Wir werden zeigen, daB wir aus dem Ausdrucke (140) die auf 
$ 4 beziiglichen GroBen Af£ a & und eliminieren konnen } so daB wir 

darin nur nocb die GroBen behalten ; fur welcbe wir 

(144) C& - _ mcF* - bj 3W - y<*>) 

baben ; wenn a 4; & 4? c 4 die Koordinaten des Punktes f 4 sind. 

Zum Zwecke dieser Umformung von (140) unterwerfen wir die Hilfs- 
punkte f. ; l£ tG ) (i = 1 ; 2, 3, 4) zunachst wieder den besebrankenden 
Annabmen I. und II. aus § 21. Es sei also jedesmal der FuBpunkt 
des von f. anf die Ebene {} ; 1$*°) der FuBpunkt des von f £ auf die 
Gerade gefallten Lotes, und ferner sei ~ f 2 = f 3 «= f 4 an- 

genommen, wabrend die Koordinaten des einen Punktes f 4 noeb voEig 
beliebig bleiben. Nacb (110) baben wir 

a% a $ + + afi + a + 2<*(*«) + 4a . 

y 0 # ‘ £ g 1 S' g 1 g 

Indem wir diesen Ausdruck in (140) einftibren und den Index 4 besonders 
bervorheben, konnen wir die Differenz 26 1234 — F 12S a 4 zunachst in fol- 
gender Weise darstellen: 
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(145) ^22 ( ' 2aCWe) ^' 7£0 + + 3 “ W + 4a »)- 4 4' ,Q)B< i! a: 


)CV 


1 

24 2 


(a&djpwi + 4 cc^BM + 3a^C^ + 4a„)A^JB^Cp 


t y a,Q 


+ _ Ly'yjtaWA^ + 2 afrtBjf* + 6«M<7$r> + 4 a g )A^m^C^, 


wobei dann g, h, j alle 6 Permutationen Ton 1, 2, 3 zu dnrchlaufen 
baben und die Summation fiber t, <3, q in der bisberigen Weise zu 
nebmen ist. Der in der ersten Reike eingeklammerte Ausdruek ist 
= 2 + ay) + «■ . Rack den Ausfubrungen in § 21 gebort mit jedem 

Indexsysteme t, 6, q ein bestimmtes zweites System r, s', q (o' + a) zu- 
sammen, derart, daB dabei stets (s. (115)) 

J_(TO!>) B{ta) + + A^'^B^") 

und zugleicb ak ff ?> = gilt. Indem wir die Glieder bei der ersten 

Summation J5? in (145) dementsprecbend paarweise zusammenfassen, er- 

1 , 0,0 

bennen wir bieraus, daB wir in jenem ersten Aggregat, obne seinen Wert 
zu andern, die Indizes 4 und h miteinander vertauscben diirfen. Der 
Ausdruek (145) yerwandelt sicb dadurcb in 

( 146 ) JLj£^(3cc( ta dAj* a <!'> + 6aWJB<™) + 6aWCff) + 8 a^A^B^Cf 

t, 0,0 

+ + 2 + Qa^cp + 4 a g )A^B^C^. 

*,o,Q 

Hier ist der Faktor in der ersten Klammer == Sap) + Bdp + 2a lf 
Weiter gebort nacb § 21 mit jedem Systeme r, 6, q ein bestimmtes 
zweites System z", d r 7 q" 7 (r" + r) zusammen, derart, daB dabei stets 
fs. ( 120 )) 

£(f) C& + JBf *"> Cp = Bp ) CM + Bp^ Cp 


nnd zngleicb dp - df a "f\ dp = dp a "\ Ap) = A<f°"d) gilt. Danach 
konnen wir weiter in dem ersten Aggregate in (146), obne seinen Wert 
zu andern, die Indizes 4 und j miteinander yertauscben; der ganze Aus- 
druck (146) gebt dadurcb in 


(2.47) ^(4a^A^ + 8a(ta>B( ™ ) + 12 +12 a g )A% a $Bf°Wp 


t,G,Q 


iiber, und erlangen wir damit endbcb die Formel 
(148) ^1234 “ X ^ 123 a 4o 


+ ^2^ + a ° a)+a ^) A ^ )B T )C ^’ 


*,G,Q 


wo wieder g r h, j alle 6 Permutationen von 1, 2, 3 zu durcblaufen baben 



Theorie der konvesen Korper. 


205 


Wir konnen nun den tier recbts stebenden Ausdruck aucli bilden, 
ohne fiber die Hilfspunkte die bescbrankenden Yoraussetzungen I. und II. 
zu macben, und wir finden alsdann diesen Ausdruck stets von demselben 
Wert. In der Tat, denken wir uns jetzt die Hilfspunkte \l T \ y*®) 
Avieder in der vollen Allgemeinbeit wie friiker angenommen. Fiibren wir 
anstatt x , y, 0 nene orthogonale Koordinaten rj, £ auf irgendeine 
Weise derart ein, daB die positive £-Acbse die Ricbtung («<*), yW) hat, 
so konnen wir das Flacbenintegral = ffxd^dri liber das Gebiet 

in der Stiitzebene des Bezirks (ahnlich wie wir ffir 3E den 

Ausdruck (101) berstellten), in der Fnrmel 



entwickeln. Yermoge der Gleichungen in (104) und (109) erweist sick 
dann dieser Wert 3£<*) als eine kubiscbe Form in $ 19 ~ Wir 

scbreiben dieselbe 

(150) 3EW = 2X ( ;ljs g s,Sj (g, h, j = 1,2,..., m), 

so daB fflglj bei einer Permutation der Indizes g y Ji, j sich nicht ver- 
andert. Alsdann baben wir insbesondere 

(151) £<& = + < a) + l G Z 2 ■' ’’ ‘ Wr ’)’ 

e>e 9 7 

und kommt danach die Formel (148) auf die Entwicklung 

(152) ^1234 3=3 "4* ^ 123^4 “t“ “4“ ^4 ) (r = 1 ; 2, . . v) 

t 

binaus. 

Jede GroBe 3£^ bier ist nach ibrer Bedeutung als Entwicklungs- 
koeffizient im Ausdrucke (150) von 26^ durcbaus unabbangig von den 
benutzten Hilfspunkten. Nebmen wir jetzt insbesondere ffir i = 1, 2, 3 
immer in selbst, in selbst, so sind in (151) die GroBen 
A& a Q\ samtlicb 0. Wir denken uns ferner eine positive GroBe B 
derart bestimndt, daB $ 1? ® 3 > $4 g anz i m Wiirfel 

\x\£B, \y\£B, \e\<LB 

enthalten sind; alsdann ist weiter jede GroBe a£* a Q\ ctj? 0 '*, in (151) 
dem Betrage nacb B und finden wir daber 

( 153 ) + + V li3 ^8R\ 

Die Relation (152) benutzen wir, urn die Yeranderung abzuscbatzen, 
welcbe der Wert %(& 1} k 2y $ 3 , bei einer Yeranderung der Grundbezirke 
erfabrt. Wir nebmen in jedem Bezirke (i = 1, 2, 3, 4) einen in- 
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wendigen Punkt e { beliebig an, ferner sei e eine beliebige positive GroBe 
und sodann jedesmal ein soldier konvexer Bezirk ebenfalls mit einer 
endlichen Anzahl von extremen Punkten, der ganz in enthalten ist und 
seinerseits ganz den Bereicb ^ enthalt. Wir denken uns 

nun eine Polyederschar gebildet, welche samtliche Bezirke 8 l} ft.* (i=1,2,3,4) 
unter ihren Grundbezirken enthalt, und konnen dann zur Berecbnung von 
XfS'u ft 2 , ft 3 , ft 4 ) und andererseits von ^(ftj, ft 2 , ft 3 , ft 4 *) die Regel (152) 
mit Bezug auf diese Schar venvenden, so daB also darin die Summation 
iiber alle solchen Riobtungen («<*>, /3 (r) , j/M) auszudebnen ist, welche als 
Normalen der Seitenflaehen bei dieser weiteren Polyederschar auftreten. 
Legen wir nun den Punkt f 4 sowie den entspreehenden Hilfspunkt f 4 * 
fur ft 4 * in den Punkt e 4 , so ist jede GroBe C 4 (z) )> 0 und die zu CJ r > ent- 
sprechende GroBe 0 4 * (r) fur ft 4 * jedesmal < C/ z) und ^77 Q r) , un d 
finden wir sodann mit Riicksicht auf (152) und (153): 

(154) | £(ft lf ft 2 , ft,, ft 4 ) - 3£(ft t , ft,, ft„ ft 4 *) | < 

T db r 12i + f 134 + F 234 ) < j^- s 

Yon dieser Ungleicliung aus kommen wir sogleich weiter zu der Be- 
ziebung: 

(155) 130(ft 1? ft,, ft,, ft*)- %(&*, 8*, 8*, ft 4 *) | < x^-R 4 - 

Auf diese Abscbatzung fuBend konnen wir, abnlich wie wir in § 22 
den Begriff des gemischten Yolumens erweiterten, jetzt aucb den Begriff 
der Bildung S 2 , S 3? $ 4 ) auf beliebige konvexe Bezirke ausdelmen 7 

die nicbt bloB eine endlicbe Anzabl von extremen Punkten besitzen, und 
dabei iibertragen sich dami die Ungleicbungen (141) und (155) sofort 
aucb auf beliebige konyexe Bezirke. Wir erbalten das Resultat, daB fiir 
jede beliebige Scbar konvexer Bezirke £ ===== (i == 1, 2, .. m\ s f J>0) 

das Raumintegral 3£ = Jff x dx dy dz iiber $ sich immer in der Form 

(156) 3£ = (ft,, ft*, ft 7 , ft*) s g s h s jSk (g, h, j, fc - 1,2,..m) 

entwickeln laBt. 


IY. Kapitel. 

Zweigliedrige Scharen. 

§ 24. Definition der Oberflache eines konyexen Korpers. 

Bei einem konyexen Polyeder erklaren wir als die Oberflache des 
Polyeders die Summe der Flacbeninbalte seiner einzelnen Seitenflacben. 

Wir bezeicbnen wie scbon friiber mit & die Kugel vom Radius 1 
mit dem Nullpunkte o als Mittelpunkt. Die Stutzebenenfunktion dieser 
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Kugel © ist far solcbe Argumente cc, ft, y, welcbe der Bedingung 
+ ft* + y* = 1 geniigen, konstant = 1 . Vermoge der Formel (135) er- 
kennen wir daber: 

Die Oberflache eines konvexen Polyeders ist stets gleich dem Drei- 
fachen des gemischten Volumens von $}3, $j$, 

Jetzt definieren wir allgemein die Oberflacbe eines beliebigen kon¬ 
vexen Korpers als das Dreifacbe des gemischten Volumens yon @ T 
also ibre GroBe 0 durcb die Gleicbung 

(157) D-3F(ft,*,@). 

Aus dem Satze in (133) entnebmen wir dann insbesondere die 
Folgerung: 

Ist ein konvexer Korper ^ ganz in einem anderen konvexen Korper 
entbalten, so ist die Oberflacbe 0 von ® gewiB niemals kleiner als die 
Oberflacbe 0* von Wir werden sogleicb (in § 26 und § 27) seben, 

daB dabei sogar immer 0 < 0 * gilt ? also niemals 0 gleieb 0 * sein kanrn 
Analog wie wir bier fiir jeden konvexen Korper eine bestimmte 
„Oberflacbe“ einfubren, definieren wir fur jedes ebene Oval g einen be- 
stinamten „Umfang li von % als das Doppelte des gemischten Fldcheninhalts 
von ^ einem Kreise mit dem Radius 1 in der Ebene von g. 

Bedeutet $ einen bestimmten konvexen Korper, t einen beliebigen 
positiven Parameter, so ist das Yolumen des konvexen Korpers $ + i£© 
gemafi (134) durcb einen Ausdruck 

(158) F 0 + 3F 1 # + 3F 1 «*+ F s * 3 

darzustellen; darin bezeicbnet nun F 0 das Yolumen, 3V X die Oberflacbe 
von S, weiter V 2 das gemiscbte Yolumen F(S, @5, ©) und endlicb V 3 

das Yolumen von ©, also die Konstante ~ • Fassen wir die Begrenzung 

von S-M© naher ins Auge. black dem allgemeinen Satze in § 18 laBt 
jeder Punkt q der Begrenzung des Korpers $ + t® eine Darstellung 
q = p -f tQ zu, so daB p ein Punkt von ® und g ein Punkt von © ist, 
und zwar muB dann notwendig p der Begrenzung von $ und g der Be¬ 
grenzung von © angeboren und miissen zudem zwei Stiitzebenen mit der 
nambcben auBeren Normalen durcb p an $ und durcb g an © geben. 
Da nun durcb jeden Punkt g der Begrenzung der Kugel © stets nur 
eine einzige Stiitzebene an @, namlicb die Tangentialebene durcb g an 
© existiert, so stellt danacb die Begrenzung von $ + t® offenbar nicbts 
anderes vor als die zur Begrenzung von £ im konstanten Kormalabstande t 
nacb dem AuBeren von $ bin konstruierte Parallelfldche . 

Auf diese Bemerkung gestutzt konnen wir das Zustandekommen der 
Formel (158) auf einem direkten Wege einseben im Falle, daB $ speziell 
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eine endliche Anzahl yon extremen Punkten aufweist. Alsdann konnen 
wir namlich den ganzen Korper $ + t® aus dem Polyeder als Kern 
unter Hin zufugnng einer endlichen Anzahl einfach konstruierter und unter- 
einander yollig getrennt liegender Zusatzstiicke aufbauem 

Wir wollen die Seitenflachen, Kanten, Ecken des Polyeders ® wie in 
§ 19 bezeichnen. Um das Polyeder g zum Korper St + t® auszugestalten, 
haben wir erstens auf jede Seitenflache von ® als Grundflache nach 
dem AuBeren yon $ hin ein senkrecktes Prisma mit einer Hohe yon der 
Lange t anfzubauen, also yom Volumen tF^\ unter F& den Flacheninhalt 
yon yerstanden. Das Prisma iiber gfW besitzt iiber jeder Kante 2 (rf7 > 
yon gW eine Seitenflache in Form eines Rechtecks mit der Basis 2 (r<7) 
und einer Hohe = t 

An einer beliebigen Kante 2 (7ra) yon $ stoBen nunmehr immer zwei 
derartige, einander kongruente rechteckige Seitenflachen yon zwei jener 
Prismen zusammen, des iiber gW und des iiber wenn 2^ = 2 (r " 0 '") 

wie in § 19 gedacht ist. Alsdann haben wir siveitens jedesmal an der 
Kante 2^ als Aebse denjenigen Zylinderaussclmitt zu konstruieren, der 
durch eine ini AuBeren yon S erfolgende Rotation des einen Rechtecks 
um die gemeinsame Grundlinie 2 ( *^ bis zum Zusammenfallen mit dem 
anderen Rechteck entsteht. Ist F taSj die Lange yon 2 (r ^ und yj? a ) der 
Winkel, den die auBeren Normalen der beiden Seitenflachen und 

miteinander bilden, so ist das Volumen des auf solche Weise 

beschriebenen Korpers. Dieser Zylinderaussclmitt an 2 (ra) besitzt an jeder 
Ecke p( tCT & yon 2^ eine Grundflache in Form eines Sektors aus einer 
Kreisflaeke vom Radius t 

An einer beliebigen Ecke yon $ stoBen nunmehr immer genau 

so yiele derartige Kreissektoren zusammen, als Kanten yon ihr auslaufen. 
Alsdann haben wir drittens jedesmal an der Ecke yon $ denjenigen 

SeJdor der Kugel mit als Mittelpunkt yom Radius t zu konstruieren, 

welcher mit dem Normalensektor dieser Ecke yon S homothetisch ist; 
dieser Kugelsektor erhalt jene Kreissektoren als begrenzende Seitenflachen. 

Das Volumen dieses Kngelsektors ist wenn w i r 

das Volumen des Norinalensektors der Ecke yon $ bezeichnen. 

Das Polyeder $ nun, die hier errichteten Prismen auf den Seiten¬ 
flachen die Zylinderansschnitte an den Kanten die Kugelsektoren 
an den Ecken von S stellen lauter solche Bereiche yor, die unter- 

einander in ihren inneren Punkten durchweg yerschieden sind, und dnrch 
ihre Vereinigung ergeben sie genau den ganzen Korper S' + 1®. Das 
Volumen yon St t& erhalt danach den Ausdruck 
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(159) Vo + + 2-^ a)L(rn) + T t3 2 X<rOQ) ’ 

wo die drei Summen beziehungsweise iiber alle verschiedenen Flaehen, 
Kanten, Ecken des Polyeders $ zu erstrecken sind. Dureh Verglei chung 
m it (158) entsteht danacb wieder 3F 1 = J5j'jF«; weiter gewinnen wir, 
indem wir nock dem Umstande Reclaming tragen, daB jede Kante £(*°> 
zwei Seitenflachen angehort, fur 3F, die Darstellung 

(160) 3(*-1 ,2,*-1,2,..,^). 

Den Her entwickelten Ansdruck far das Yolumen des Raumes 
zwischen einer polyedrischen Flache und einer Parallelflache zu ihr hat 
Steiner*) aufgestellt. Naeh der Benennung von Steiner wurde 6F 2 als 
die „ Sum me der Kantenkrummung“ von S anzusprechen sein. Wir 
konnen passender, wie an einer spateren Stelle ausgefuhrt werden soil, 
3 V 

den Wert 2 als den mittleren Krummungsradius von £ oder, wie 

wir sogleich naher erklaren werden, als den mittleren Stutzehencnabstand 
von $ bezeichnen. 


§ 25. Der mittlere Stiitzebenenabstand eines konvexen Korpers. 

Wir wollen uns jetzt zunachst mit der Bildung F 3 = F($, ©, @) in 
bezug auf einen beliebigen konvexen Bezirk S' besckaftigen und den Wert 
dieser GrroBe dureh die Stiitzebenenfunktion von S darzustellen suehen. 

Zu dem Zwecke haben wir einige Bemerkungen iiber die Annakerung 
der Kugel & (x 2 + y 2 -f- z 2 < 1) dureh Polyeder vorauszuschicken. Es 
bedeute © die Begrenzung von also die Kugelflache x 2 + y 2 + z 2 — 1. 
Unter der Winlceldistanz zweier Punkte t und t* auf @ wollen wir den 
Winkel Q> 0 und <C tc) der zwei Richtungen von 0 naeh t und von 
o nach t* verstehen. 1st t ein fester Punkt auf © und # irgendein 
Wert > 0 und < 7t, so bildet der Bereich aller Punkte auf ©, die eine 
Winkeldistanz <^ # von t haben, eine Kalotte von 6, die wir mit @(t, #) 
bezeichnen, und die samtlichen Radien von o naeh den Punkten dieser 
Kalotte bilden einen Sektor, den wir @(t, #) nennen. Das Yolnmen 

dieses Sektors ist~(l — cos#). Fur einen Wert # < ~ ist dieser 

Sektor sfcets ein konvexer Korper mit o als Eckpunkt, fiir # eine 
Halbkugel von ©. 

*) Steiner, Uber parallele Flaehen, Monatsbericlite der Berliner Akademie, 
1840, S. 114—1X8. ’ (Werke, Bd. II, S. 173—176.) 

Minkowski, Gesammelte Akhandlungen. XL 


14 



210 


Znr Geometrie. 


Bedeutet 2d einen beliebigen positiven Wert, den wir <y annebmen, 
so konnen wir auf © eine endliebe Anzahl Ton Punkten t x , t 2 , . . ., t T 
derarfc bestimmen, daB alsdann jeder beliebige Punkt t der Flacbe © stets 
yon wenigstens einem dieser v Punkte eine Winkeldistanz 5 ^ 2d besitzt 
oder, wie wir dafiir kurz sagen wollen, dafi ganz © von tj, t 2 ,..t„ 
Winkeldistanzen 2d bat. Diese Forderung ist offenbar gleichbedeutend 
damit, da8 die Kalotten @(t x , 2d), @(t 2 , 2d), . .., @(t r , 2d) zusammen 
die gauze Flacbe © iiberdecken sollen. 

Eine spezielle Metbode zur Ermittlung einer solcben Pnnktreibe 
t 1; 4 , .. t v auf © ist die folgende. Wir wablen den ersten Punkt t x 
beliebig auf ©, dann den zweiten Punkt t 2 auf © auBerbalb der Kalotte 
®(t x , 2d), dann t 3 auf @ auBerbalb der Kalotten ©(tj, 2d) und ®(t 2 , 2d) usf. 
Haben wir in solcber Art bereits gewisse Punkte t 1? t 2 ,. .., t i! _ 1 auf © 
angenommen, so wablen wir, wenn die x — 1 Kalotten ©(t x , 2d), 
@(t 2 , 2d),..., ©(t*_ x , 2d) nocb nicbt die gauze Flache © iiberdecken, 
weiter t x als einen beliebigen Punkt auf © auBerbalb jeder dieser x — 1 
Kalotten, also derart, daB alle Winkel 

tiOt K , tjOt*, . ..,t x _ 1 ot x >2d 

sind. Die Reibe der Punkte t x , t 2 ,. .. laBt sicb diesen Forderungen gemaB 
jedenfalls nicbt unbegrenzt fortsetzen. Denn sind wir auf dem angegebenen 
Wege nocb zu t x gelangt und betracbten wir nun die Kalotten @(t x , d), 
@(t 2 , d),..., ®(t z , d) zu der balb so groBen Winkeldistanz d, so baben 
offenbar- irgend zwei dieser letzteren Kalotten niemals einen Punkt mit- 
einander gemein und stoBen daher die dazugeborigen Sektoren @(t x , d), 
@(t 2 , d),. .., ®(t z , d) untereinander nur in dem Punkte o zusammen. 
Diese Sektoren stellen also lauter getrennte Teile der Kugel © vor und 
muB daber die Summe ibrer Yolumina kleiner als das Volumen der 
ganzen Kugel @5 sein, d. b. wir baben 

(161) 55 (1 — cos d) < -y 

und bestebt mitbin eine obere Grenze fiir die Zabl 

Nacb dem angegebenen Prinzipe fortscbreitend, miissen wir daber 
scblieBlicb eine Reibe von Punkten t lf tg, .. t„ auf © erlangen derart, 
daB alle Winkel 

t l ot y >2d' = 1,2,. v) 

sind, daB aber nunmebr fiir jeden beliebigen Punkt t auf © stets wenig¬ 
stens einer Yon den v Winkeln tot 1; tot 2 ,..tot v sicb <2^ erweist, 
oder also, daB in der Tat die Kalotten ®(t x , 2#), @(t 2 , 2#),. . ©(t r , 2#) 

die ganze Kngelflacbe © iiberdecken. Dabei wird nocb (161) mit % = v 
gelten, andererseits aber erfiillen nun die Sektoren @(t 1? 2#), @(t 2 , 2 
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@(t„, 2-9’) die ganze Kugel & und wird dalier gleichzeitig 
(162) T v ( 1 - cos 2^) 

stattbaben. Da wir 2& angenommen baben, konneu dabei t 2) .. t v 

nicht samtlicb in einer Ebene durcb o gelegen sein. 

Denken wir uns jetzt eine endlicbe Reibe von Punkten t 1? i 2 ,. .t 
auf @ irgendwie derart gewablt, dab ganz @ yon ibr Winkeldistanzen 
<2& bat. Es seien a x , $ x , y x die Koordinaten Ton t x (x = 1, 2,..v). 
Wir bezeicbnen mit {2),} die Tangentialebene an @ durcb t y , d. i. die 
Stutzebene an © mit der Bedingung 

a y x + P x y + y Y z 5S 1; 

es sei sodann @ der Bereicb, der alle diese v Ungleicbungen fiir x = 1, 2,..v 
erfiillt. Dieser Bereicb © entbalt die Kugel © ganz in sicb. Anderer- 
seits ist fiir jeden beliebigen Ton o Terscbiedenen Punkt p(x, y. g) stets 
wenigstens einer der v Winkel pot, 2&, somit die zugehorige GroBe 

a y x + ji y y + y y z ^ cos 2&yx i -j- -f 

und befindet sicb danacb © ganz in der Kugel —© mit o als Mittel- 

punkt Yom Radius cog , ist also ganz im Endlichen gelegen und stellt 

demnach ein konvexes Polyeder mit den v extremen Stiitzebenen {2^} 
vor. Wir bezeichnen mit % y die Seitenflache yon © in der Ebene \% x ), 
mit T y den Flacheninhalt dieser Seitenflache. Die Pyramide 0% y mit o 
als Spitze und % y als Basis hat mit der Kugelflache @ eine gewisse 
Partie & y gemein, die aus alien den Punkten a, (5, y auf @ besteht, fiir 
welche cc y a -j- fi y fi -f* y y y dem Betrage nach nieht kleiner ist als irgendeiner 
der v — 1 anderen Ausdriicke a L a -j- -f- y L y {1 =j= fiir welche also 

die Winkeldistanz von t y nicht groBer ist als die Winkeldistanz von 
irgendeinem der v — 1 anderen Punkte t t (*, %). Mit © hat sodann 
0% y ein Gebiet © x gemein, das aus alien Radien von 0 nach den Punkten 
von (£* besteht. Das Volumen dieser Kugelpyramide ©^ die einen kon- 

vexen Korper vorstellt, setzen wir = und nennen alsdann Q x die 

Oberflache von Da jedenfalls ganz in dem Sektor ©(t*, 2#) ent- 
halten ist, wird 

— eos2& ) ‘ 

sein. 

Die v Pyramiden (x = 1, 2,. . v) setzen das ganze Polyeder © 
und dementsprechend die v Kugelpyramiden & y die ganze Kugel © zu- 
sammen; danach gilt 


14 * 
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(163) + ^2 H-1- © v) ~ 3 ’ 

Da 0 $ x den Bereieh & x entbalt und selbst ganz in —©* enthalten ist. 


kaben wir 
(164) 


if) <i -T < 

q rsJ y. ^ / = 


3 cos 3 2#' 


Jetzt bedeute H(a, ft, y) irgendeine Funktion, welcbe fur alle Punkte 
a ft, y auf © definiert und auf © stetig ist. Zu einer beliebig an- 
genommenen positiven Grofie s konnen wir dann stets einen Winkel 

derarfc bestimmen, daB fiir je zwei Punkte a, ft, y und a* ft*, y* 
auf ®, deren Winkeldistanz <^2b ist, immer 
(165) j E («* ft * y*)-E{u, ft,y)\£s 


wird. Wir ermitteln hierauf irgendeine Punktreihe t 1; t 2 , .. ., t v auf @, 
von der ganz © Winkeldistanzen <|2b bat, und stellen fiir sie den 


Ausdruck 

(166) 2 3 ( a *’ &*> ^ (* = h 2 > ■ ■ ■> v ) 


her, indem wir dabei die Zeicben cc x , ft x , y x , £) x , wie oben erklart, ver- 
wenden. - Ist nun t,*, t 2 * t»* irgendeine zweite Punktreibe auf ©, von 

der ebenfalls ganz ©Winkeldistanzen <( 2b bat, so entstebt durcb Yer- 
einio-uns’ samtlicher verscbiedener Punkte aus den beiden Reiben stets 
■wieder eine Punktreihe auf © Ton demselben Cbarakter. Daraus ent- 
nehmen wir leicht mit Riicksicht auf (165) und (163), daB der zu (166) 
entsprecbende Ausdruck fiir die zweite Punktreihe yon dem Aus- 
drucke (166) selbst subtrahiert eine Differenz ergibt 7 deren Betrag jeden- 
falls <2e ist. Danach konvergiert der Ausdruck II^ 7 wenn wir den 
Winkel & nach Null abnehmen lassen, nach einer bestimmten Greuze, die 
wir J9@ schreiben. Diese Grenze nennen wir das Oberfldchenintegral 

(3, y) dm iiber die Kugelfldche © oder aueh den Mittehvert der 

Funktion H(u } |3, y) fur alle mogliclien Bichtungen ct, (3, y, wobei wir in 
Betracht ziehen, daB fur II(gc , (3, y) = 1 auch JJg konstant = 1 ist. Yon 
dem Faktor dco sprechen wir als dem FldcJienelement yon © an der Stelle 
«> 7 - 

Es bedeute jetzt $ einen beliebigen konvexen Bezirk und H(ii, v, w) 
dessen Stiitzebenenfunktion; femer sei B das Maximum von H(a , /3, y) 
fiir die Punkte a, (3, y auf ©. Fiir je zwei Punkte a*, (3*, y* und cc } (3, y 
auf © mit einer Winkeldistanz 2it ist: die geradlinige Distanz <2sin^ 
und folgt daher (vgl. die Formel (2) in § 3) stets 
(167) \H(a*, [3*, y*) — &{a, (3, y) | ^ 2B$ind'. 
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Die Funktion H{u, /3 ; y) ist also auf © stetig. Den Mittelwert von 
]J(cc } ft, y) far alle moglicben Ricbtungen a , (3, y bezeicbnen wir als den 
mittlerm SiuUebenenabstancl des konvexen Bezirks S. 

Denken wir uns jetzt zu einem Winkel 2 & < ~ irgendwie eine Punkt- 
reihe t 1? t 2 ,. . t v auf © konstruiert, von der ganz © Winkeldistanzen <!2ff 
hat and dazu wie oben das Polyeder © gebildet; dabei enthalt © die 
Kugel ® and ist selbst ganz in CQg y < y ~ © entbalten. Nacb dem Satze 
in (133) baben wir demzufolge 

(168) V(St, @, @) ^ F (8, ©, ©) £ F(8, ®, ®). 

Stellen wir nan F (@, ©, $) gemaB der Formel (135) dar and ziehen die 
Ungleicbungen (164) beran, so erbalten wir unter Verwendung der Ab- 
kiirzung (166): 

(169) £ E B £ F(@, ©, ft) £ H,. 

Die beiden Formeln (168) und (169) zusammen fiibren dazu, daB fur den 
Betrag der Differenz V ($. &) — H <$j eine obere Grenze bestebt, 
deren GroBe nacb Null konvergiert, wenn wir nacb Null abnebmen 
lassen. Da nun diese Differenz von gar niebt abbangt, kommen wir 
damit zu dem Satze: 

Fur einen konvexen Bezirk S ist F 2 = V ($ ; ©, @) gleicb dem 
i^-faeben des mittleren Stiitzebenenabstands von $ 7 also 

(170) Zi v *~ hf H (“’ A 

Vermoge dieser Darstellung erkennen wir insbesondere, daB, wenn ein 
konvexer Bezirk $ ganz in einem anderen konvexen Bezirk entbalten 
ist, stets 

(171) V(St, &) < V($*, ©, ©) 
gilt. 

Nebmen wir fur ® in (170) beispielsweise eine Strecke 5D 0 von der 
Lange 1, die einen Durcbmesser von ~ (S bildet, also zwei Punkte 

~Y a o> -yA>; und y«o> T&j yn auf -|-(5 verbindet, so 

bestebt der Korper S 0 + aus dem geraden Kreiszylinder, dessen Aebse 
3) 0 ist and dessen Grundflacben Kreisflacben vom Radius t sind and zwei 
auf diesen Grundflacben aufgesetzten Halbkugeln. Das Yolumen dieses 
Korpers ist %t 2 + ^ t % 7 also fiir ibn 3 V 2 = % 7 andererseits baben wir 

O 

X 

bier H{a, (5 } y) — | aec Q -f- + 77q I und entstebt demnach 

(!72) y- = ^J^|aa 0 + ^^ 0 + yy°|^ai. 
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Da @5 den Nullpunkt als Mittelpunkt hat, besitzt derjenige konvexe 
Bezirk der zu einem gegebenen konvexen Bezirk £ in bezug anf den 
NaUpunkt symmetrisch ist, die gleiebe Invariante V s wieVerwandeln 
■vrir in (170) a, p, y und — a, — p, — y und addieren die entstebende 
Formel zu (170), so erhalten wir 

( 173 ) (E(a ’ A y) + H{ ~ — Y)) dca - 

Die Summe E{a, p, y) + E(— a, — p, — y) bierin bedeutet den 
gegenseitigen Abstand der zwei parallelen Stiitzebenen an $ mit den 
auBeren Normalen a, p, y und — «, — P, — y, die Breite von ® in der 
Ricbtnng («, p, y). Denken wir uns jetzt den Bezirk & als Korper, also 
alle seine Breiten > 0. Sind p und q zwei Punkte von $ in den Stiitz- 
ebenen an $ mit den Normalen a, P, y und — a, — p, — y, so ist die 
Lange der sie verbindenden Strecke p q mindestens so groB wie die Breite 
von S in der Ricbtung und gilt daber mit Riicksicbt auf das Resultat 
bei (172) und auf (126): 

£ F(pq, ©, (55) ^ (Eia, p, y) + H(- a, - p, - y)) . 

Andererseits ist diese Strecke pq ganz in 0 entbalten und baben wir 
daber gemaB (171) 

^F(£,(55,@)>^F(pq, ®,@), 

so dafi stets 

(m) ~ F 2 > 4- (E{a, p, y) + H(- «, - p, - y>) 

sein wird. Denken wir uns den Nullpunkt der Koordinaten mit deni 
Scbwerpunkte yon £ zusammenfallend, so gilt nach (143) immer 

H{- a ,-p } -y)>\H(«,p,y) 

und daher 

(1^5) ^K>j-E(a ; p,y). 

Insbesondere wird danacb das Maximum von H(a , y), d. i. der Radius 

R der kleinsten, den Korper S: ganz entlialtenden Kugel mit dem Sehwer- 
punkte yon $ als Mittelpunkt stets < ^ V 2 sein. Ist Si speziell ein Kor¬ 
per mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, so bestebt allgemein 
E(- a,-p,-y) = E{a, p, y) 

und ist daber 

Andererseits ist aus (173) unmittelbar ersiebtlich, dafi die grofite vor- 
bandene Breite yon $ sicber ]> jr- ist und bier nur das Gleichbeits- 

— 2 yt A 
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zeichen statthat, wenn alle Breiten von £ untereinander gleich sind, und 
aus (170) folgt, daB gewiB ist und bier das Gleicbbeitszeicben 

nur gilt ; wenn $ eine Kugel vorstellt. 

§ 26. Die Oberfl&che eines konvexen Korpers als das Yierfache 
des arithmetischen Mittels seiner Projektionen. 

Es sei S ein konvexer Korper mit der Stutzebenenfunktion H(u , v, w). 
Fiir jeden Punkt x 7 y, z aus $ geniigen die Werte x, y den Bedingungen 
(176) ux + vy < E(u 7 v, 0) 

fiir alle moglieben Wertsysteme u, v. Umgekehrt ; ist a, b ein spezielles 
System, wofiir stets JS(u } v, 0) — au — bv 0 ausfallt, so laBt sich nacb 
den Ausfubrungen in § 10 immer eine Konstante c derart bestimmen, daB 
aucb H(u, v , w) —- au — bv — civ ^ 0 fiir beliebige Werte u , v } iv gilt, 
und alsdann ist der Punkt mit den Koordinaten a, 6, c ein Punkt aus 
Den durcb die samtlieben Ungleicbungen (176) definierten Bereicb % in 
der xy- Ebene, ein gewisses Oval in dieser Ebene, bezeicbnen wir danacb 
als die (orthogonale) Projection des Korpers S auf die #?/-Ebene. Wir 
wollen jetzt den Flacheninbalt F dieses Ovals § als ein gemischtes Yo- 
lumen darstellen. 

Es bedeute © die Strecke von der Lange 1, die vom Punkte 0, 0, — ~ 
nacli dem Punkte 0, 0, ~ fukrt und betrachten wir den Korper $ + fQ, 
wobei wir uns den Parameter t> H( 0, 0, 1) + H(0, 0, — 1) = t 0 denken. 
Fiir jeden Punkt a 7 b, c in ® ist — iT(0,0, — 1) c ^ H (0,0,1). Wahrend 
a , b , c den Korper $ beschreibt, wird der Korper St + £© von der Ge- 
samtheit aller daraus abzuleitenden Punkte a , 6, z erzeugt, fiir weleke 

^abei verbleibt nun bei jedem beliebigen Systeme 
a, b aus ^ die Ko ordinate z stets in den Grenzen 

-±-S(0, 0 ; -l)<k^f+ 11(0,0, 1), 

und andererseits wird, zufolge unserer Yoraussetzung iiber t , dabei z jedes- 
mal zum mindesten alle Werte des Intervalls 

—f + fl-(o, 0, i)<^<4~a-(0,0, -1) 

annebmen. Damit haben wir bier zwei gerade Zylinder mit g als Quer- 
scbnitt und Hoben = t + t Q erlangt, von denen der erste den Korper 
$ + £© entbalt, der zweite ganz in diesem Korper entbalten ist und finden 
wir danaeb das Yolumen von ® + t© einerseits < (t + 4)^ andererseits 
(t — t 0 ) F. Stellen wir dieses Resultat mit dem Ausdrueke zusammen, 
der fiir dieses Yolumen gemafi (134) bestebt, und lassen wir t iiber jede 
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Grenze hinauswacbsen, so erkennen wir, daB V ((£, (£,©) = 0, 3F (ft, (£,g) «*=(}, 

3 F(ft, ft, S) - F 7 ist. 

In ganz analoger Weise konnen wir die (orthogonale) Projektion des 
Korpers ft auf eine Ebene + (ly + = 0 mit einer beliebigen Rieb- 

tung (a, ft, y) als Normale definieren. Wir braucben nur eine ortbo- 
gonale Koordinatentransformation beranzuziehen, wobei die neue dritte 
Acbse in jene Ricbtung (a, p, y) fallt. Die betreffende Projektion, die 
ein Oval in jener Ebene wird, nennen wir % (a, (3, y) und ibren Flacben- 
inhalt F(a , p, y ); wir finden alsdann, wenn r den Punkt mit den Ko- 
ordinaten a, fi 7 y und (or) die Strecke von o nacb r bedeutet, jedesmal 

(177) 3 F(ft, ft, (or)) = F(a, j8, y). 

Wir definieren nun eine Funktion F(u } v 7 w) fur aRe moglicben 
reellen Werte yon u, v, w, indein wir, wenn t > 0 ist, allgemein 

(178) F(ta, tp, ty) = tF(a, p, y) 

festsetzen und zudem nocb F( 0, Q, 0) = 0 nebmen. Bedeutet f den Punkt 
mit den Koordinaten u } v, w und (of) die Strecke von o nacb f, bzw. 
wenn f mit o identisch ist, diesen Punkt allein, so baben wir alsdann stets 

(179) 3 V (ft, ft, (of)) = F(u, v , w ). 

Auf Grand dieser Formel konnen wir jetzt allgemein die Ungleicbung 

(180) F(u u v l7 w t ) + F(u», v 27 iv 2 ) jtF(u t +u 27 v ± + v 2 ,w 1 + w 2 ) 
erweisen. In der Tat, es seien f 1? f 2 , f die Punkte mit den Koordinaten 
u i7 v t7 w l7 a 2) v 2J und u t -f u 2 , v ± + v 2 , w 1 + w 2 . Der im Sinne von 
§ 17 aus (OR) und (of 2 ) durcb Addition bervorgebende Bereicb bedeutet 
dann das Parallelogramm mit den Ecken o, f 1? f 2 , f und entbalt daher 
jedenfalls den Bereicb (of) ganz in sieb; nacb (133) ist desbalb 

3F(ft, ft, (of,) + (of,)) ^ 3F(ft, ft, (of)), 
wahrend die linke Seite bier sicb nacb (127) 

- 3F(ft, ft, (of,)) + 3F(ft, ft, (of,)) 
ergibt. Diese Umstande in Verbindung mit (179) fiibren sofort zur TJn- 
gleicbung (180). 

Ferner gilt, da allgemein je zwei Projektionen — P, — y) und 

fi 7 y ) identiscb sind, immer F(— u 7 — v 7 — tv) == F(u, v 7 w). 

Nacb ibren bier entwickelten Eigenscbaften stellt nun.F(w, v 7 w) die. 
Stiitzebenenfunktion eines gewissen konvexen Korpers £ mit dem Null- 
punkte als Mittelpunkt dar, den wir den Former der Projektionen von ft 
nennen woEen. Ersetzen wir ft durch £ft, wobei t > 0 ist, so gebt £ 
in fiber; unterwerfen wir ft einer Translation, so bleibt £ unver- 
andert. Wir werden jetzt zeigen, daB die Oberflacbe des Korpers ft 
gleicb dem Yierfaeben des mittleren Stiitzebenenabstandes von £ ist. 
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Betracbten wir zuuacbst den Fall, daB St ein Polyeder ist; es besitze 
& dabei v Seitenflachen (t — 1, 2, .. ., v) und es sei (a t , y r ) die 
auBere Normale und F t der Flacbeninbalt von % t . Die Oberfiache von 
$ wird definiert durcb 

(181) + + + 

Fassen wir die orthogonale Projektion von St auf irgendeine Ebene 
ax + /3«/ + yz = 0 ins Auge, so trifft eine auf dieser Ebene senkrechte 
Gerade durcb einen beliebigen inwendigen Punkt dieser Projektion %(a,(S,y) 
die Begrenzung von St in zwei Punkten, einmal in einem Punkte einer 
Bolchen Seitenfiacbe fur die aa t + /3/3 t + yy r > 0 ausfallt, und dann 
in einem Punkte einer solcben Seitenfiacbe % T , fur die der entsprecbende 
Ausdruck < 0 ausfallt, und infolgedessen ergibt sicb der doppelte Flacben- 
inbalt jener Projektion 

(182) 2F(a, (3, y) - J2\ua t ++ yy t \F t (r-1 

X 

Mit Benutzung yon (172) finden wir daraus den mittleren Stiitzebenen- 
abstand des Korpers 2: 

h f F (“’ A ?)<*«- 

also die Relation 

(183) ~ V (2, @) = -f V(St, St, ©). 

Diese Beziehung konnen wir jetzt leiclit auf einen beliebigen kou- 
vexen Korper ® ausdehnen, indem wir folgende Bemerknng yerwenden: 
Es seien S* zwei konvexe Korper, 2, 2* die Korper der Projektionen 
von bzw. yon und H, H* 7 F 7 F* die Stiltzebenenfunktionen yon 
2, 2*. Ist der Korper S! ganz im Korper St* enthalten, so leuchtet 
ein, daB anch die Projektion yon $ auf irgendeine Ebene ax + ^y + yz = 0 
stets ganz in der Projektion yon auf diese Ebene enthalten sein und 
infolgedessen stets F(a 7 fi 7 y) <F*(cc 7 fi 7 y) und mitkin aucb 2 in 2* 
enthalten sein wird. Wir konnen nocb hinzufiigen, daB, wenn dabei $ 
und yerschieden sind, auch 2 und 2* nicht identisch sein konnen. 
Denn es laBfc sich dann gewiB eine soleke Richtung (& 0; j5 Q7 y 0 ) aogeben, 
fiir die H(a 0 , ($ Q7 ^ 0 ) < H*(a Q7 /3 0 , y Q ) ist. Wahlen wir nun fur (u 7 fi 7 y) 
irgendeine zu (cc 07 fi 07 y 0 ) orthogonale Richtung, so erweisen sich die ortho- 
gonalen Projektionen yon $ und yon auf die Ebene ax + $y + = 0 

in dieser als zwei Oyale mit yerschiedenen Stiitzgeradenfunktionen und 
muB deshalb F ( cc 7 (3 7 y) < F* (a 7 fi 7 y) sein. 

Ist jetzt $ ein beliebiger konvexer Korper und kein Polyeder, so 
greifen wir einen inneren Punkt f yon ® beliebig heraus und konnen dann 
zu jeder positiyen GrroBe s ein Polyeder derart bestimmen, daB $ 



218 


Zur Geometrie. 


gaiLZ in ft* enthalten ist und andererseits das Polyeder —^1®* + j—f 

aanz enthalt. Bezeiclinen wir mit £* den Korper der Projektionen von 
g* so ist dann jedesmal £ in £* enthalten und enthalt andererseits den 

Korper Wir hatei1 mitllin 

± na*, i n&, ®, ®), 

wahrend zugleiek 

F(ft* St* s, ©)^ K(ft* ft* @) 

sein wird. Nun wissen wir hereits, da ft* ein Polyeder ist, daB in diesen 
beiden Reihen bzw. die an erster und die an dritter Stelle aufgefuhrten 
Glieder miteinander ubereinstimmen. Indem wir die GroBe s nach Null 
abnehmen lassen, erhalten wir alsdann die Formel (183) auch fur den 
Korper ft. Die damit allgemein festgestellte Formel 

(184) T D ~hf F ( a > P’ Y ^ dco 

spreclien wir kurz in folgender Weise ans: 

Die Oberfiacke eines konvexen Korpers ist gleicb dem Vierfacben des 
arithmetischen Mittels der Quersehnitte aider dem Korper umbesckriebenen 
Zylinder. 

Ans dieser Darstellung der Oberfiacke eines konvexen Korpers er- 
seken wir mit Riicksickt auf die bei (171) gemackte Bemerkung ins- 
besondere sofort, daB, wenn ein konvexer Korper in einem anderen 
konvexen Korper entkalten ist, stets die Oberfiacke von $ wirklick 
kleimer als die Oberfiacke von £* ist. 

Bringen wir die am Scklusse von § 25 fur Korper mit Mittelpunkt 

gefundenen TJngleicknngen F — V 2 ai *f den oben betrackteten 

Korper S in Anwendung, so ergibt sick, daB das Maximum vo n*F(cc r f} } y) 
nock < ~ O und andererseits ^ D ist. Fur einen konvexen Korper 
$ mit der Oberfiacke D besitzt danack jede Projektion einen Flachen- 
inkalt < 4 D und gibt es stets solcke Projektionen, bei welcken der 

M 

Flackeninkalt > 4 D ist. 

Durck die Relation (172) finden wir uberhaupt fiir eine beliebige 
ebene Flacke g von einem Flackeninkalt F das (wie in (184) kergestellte) 
aritkmetiscke Mittel ikrer Projektionen auf die samtlicken Ebenen durck 
den Nullpunkt jedesmal =~^F. Infolgedessen konnen wir auck bei be- 
liebigen Flacken im Raume, die weder konvex nock gescklossen zu sein 
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braueben, unter selir allgemeinen Bedingungen die Oberflacbe gleicb dem 
Doppelten des aritbmetiscben Mittels aller ortbogonaler Projektionen der 
Flache setzen, wobei wir aber bei jeder Projektion die mehrfach fiber- 
deckten Partien nach der Zabl der Uberdeckungen in Reebnung zu 
bringen haben. 


§ 27. Verallgemeinenmg des Oberflachenbegriffs. 

Wabrend die letzten Betracbtungen ausscblieBlicb auf den speziellen 
Eigenscbaften der Kugel berubten, entwickeln wir jetzt nocb eine be- 
merkenswerte Verallgemeinerung des Begriffs der Oberflacbe, wobei die 
Rolle, welcbe die Kugel @ in der Formel 0 = 3 F($, @5) des § 24 

spielt, durcb einen beliebigen konyexen Bezirk fibernommen wird. 

Wir denken uns zn jeder Ricbtung (a, /3, y) 7 also fiir jeden Punkt 
der Kugelflacbe a 2 + /3 2 + ¥ 2 = 1? einen Wert M(a 7 fi 7 y) yorlaufig in 
Yollig beliebiger Weise angenommen; dieser Wert kann positiv, Null oder 
negativ sein. Bedeutet dann g ein Polygon in einer Ebene ax + fiy -f yz = d 
mit der Normale (a, y) und ist F der Flacheninbalt dieses Polygons 
im gewobnlicben Sinne, so wollen wir als den verallgemeinerten (kurz ge- 
scbrieben: v.) Flachenirihalt von ^ auf der (a, fi 7 y)-Seite jener Fbene das 
Produkt M(a 7 fi 7 y) F definieren. Dabei werden, wenn die Faktoren 
M(a 7 /3, y) und M (—* a 7 — /3, — y) verschieden gewahlt siud, dem Poly- 
gone § verscbiedene y. Flacbeninbalte auf den zwei Seiten seiner Ebene 
zngescbrieben. Bei einem Polyeder bezeicbnen wir als die aufieren 
y. Flacbeninbalte der Seitenflacben deren y. Flacbeninbalte auf denjenigen 
Seiten ibrer Ebenen, welcbe die auBeren Normalen dieser Ebenen in bezug 
auf yorstellen. 

Wir definieren nun als yerallgemeinerte (y.) Oberflacbe eines Polyeders 
die Sumrue der auBeren y. Flacbeninbalte seiner samtlicben Seitenflacben. 

Nunmebr stellen wir die Frage, welcbe Bedingungen der Funktion 
M{a, (3, y) fiir die Gesamtbeit aller Ricbtungen (a, y) aufzuerlegen 
sindj damit aucb jedem beliebigen konyexen Korper eine bestimmte GroBe 
der y. Oberflacbe zugewiesen werden kann und dabei dann allgemein der 
folgenden Forderung Geniige gescbiebt: 

(I.) Wenn ein konvexer Korper $ in einem anderen konvexen Korper 
enthalten ist, soil die v. Oberfldche von S nienials grower als die v. Ober~ 
flache von sein. 

Um die angeregte Frage zu erledigen, fassen wir zunacbst einige ein- 
facbe konyexe Korper ins Auge. Es bedeute (a 7 [3 7 y) irgendeine Ricb¬ 
tung, (or) die Strecke yom Nullpunkte o nacb dem Punkte r mit den 
Koordinaten a, ft, y 7 und % ein Dreieck in der Ebene ax + §y + yz — 0 
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Yom Flacb eninhal te F = 1 und no eh mit dem Nullpunkte o im Inneren. 
Der Bereich s% + (or) bei positiYem s bedeutet dann das dreiseitige Prisma 
mit sg als Basis und (or) als Hohe, und dieser konvexe Korper wird um 
so umfassender, je groBer wir s wahlen. Die v. Oberflache dieses Prismas 
besitzt offenbar einen Ausdruck 

(M(«, ft y) + M(- a, - ft - y))s 2 + Ns, 

worin N piueu you s unabhangigen Wert Yorstellt, und dieser Ausdruck 
darf nun naeb unserer Forderung mit wacbsendem s niemals abnebmen. 
Daraus gebt bervor, daB bei jeder beliebigen Ricbtung (a, ft y) not- 
wendig immer 

(185) M{a, ft y) + M(— a, — ft — y) > 0 
sein muB. 

Wir definieren jetzt eine Funktion M(u, v, w) fur beliebige Werte 
% v , w, indent wir festsetzen, daB, werm t > 0 ist, stets 

(186) M(ta, tp, ty) = tM(a, (3, y) 

sei, und noch M(0, 0, 0) — 0 annehmen. 

Es seien jetzt a u p 1} ct 2 , y 2 irgend zwei Ricbtungen, die Yer- 
sebieden und aucb niebt einander entgegengesetzt sind, t ly t 2 Werte > 0 
und wir setzen 

= u ly t i P 1 = v l9 t 1 y l — ii\j t 2 a 2 = t 2 (3 2 ® v 2 , t 2 y 2 = w 2 . 

Sodann bedeute <* 3 , fi s , y s eine der zwei auf jenen beiden senkrechten 
Ricbtungen, r 3 den Punkt mit den Koordinaten a z , (3 Z , y B , und schreiben wir 
y. m* + p.y + y.0 (i = 1 ; 2, 3). In der Ebene = 0 bestimmen wir einen 

Punkt pj auf der Geraden — 0, so daB fiir ibn t/> 2 < 0 und die Lange 0\) 1 = t 1 

ist, und einen Punkt p 2 auf der Geraden ^ 2 = 0, so daB fiir ibn < 0 und 
die Lange op 2 — 4 ist. Im Dreieck baben dann die Seiten ofo und op 3 
die L an gen t t und 4 und die auBeren Normalen (a 1: jS u y . L ) und (a 2} P 2 , y 2 )] 
es sei sodann i die Lange der Seite und (— a, — fi 7 — y) deren 

aufiere Normale in bezug auf das Dreieck, und setzen wir ta = u, = 
ty = tv. Bringen wir die drei Relationen (136) auf das dreiseitige Prisma 
mit p x op 2 als der einen Qrundflaebe und or 3 als Hobe in Anwendung, so 
kornmen wir, da die zwei Grundfiacben des Prismas gleicben Flachen- 
inbalt und entgegengesetzt geriebtete Normalen baben, zu den Gleiebungen: 
u x + w 2 — u = 0, i\ + v 2 — v = 0, w t +■ w 2 — w = 0. 

Jetzt sei q irgendein Punkt in = 0 im Winkelraume ^<0, 

<0 und nocb auBerbalb des Dreiecks p x 0p 2 gelegen. Vergleicben wir 
die y. Oberflacben fiir zwei gerade Prismen miteinander, von denen das 
eine das Yiereek op 1 qp 2 , das andere das Dreieck piqp 2 a ^ s Basis bat, 
wabrend die Hobe fiir beide dieselbe und an Lange =* s sein soil, so ent- 
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halt das erste dieser Prismea das zweite in sich uad muB deshalb auf 
found unserer Forderung die Differenz dieser zwei x. Oberflachen jj> 0 
sein. Diese Differenz erhalt den Ausdruct 

s&Micct, (i x> y x ) tr, 31(cc 2 j fiv ? /'o) tRI(ciy /3 ; y)j 

-f- F{M{tx z , p s , y 3 ) -)- 31 ( a 3> j3 s , — y 3 )), 

wo F den Flacheninhalt des Dreiecks bedeutet. Indem nun diese 

Differenz bei beliebigem positivem Werte s stets ^ 0 sein soli, muB der 
Koeffizient von s darin 0, also 

(187) M(u x , v t , w x ) + M(u 2 ,v 2 ,w 2 ) ^ 31(u x + u 2 , v x + v 2 , tt\ + u\) 

sein. — Fur solche Argumente u x , v 1} w t -, « s , u, iv. 2 , wobei ^ ^ = 

tmd dieser Wert > 0 bzw. < 0 ist, erhalten wir die namliche Relation 
aus (186) allein, bzw. aus (186) unter Beriicksicktigung yon (185). 

Fur das Bestehen der Forderung (I) muB demnacb die Funktion 
M(u, v , w) den Bedingungen (185), (186), (187) Geniige leisten; sie er- 
weist sich damit nach § 11 als die Stiitzebenenfunktion irgendeines kon¬ 
vexen Bezirks 2k, der einen konvexen Korper, aber auch ein Oval oder 
eine Strecke oder einen Punkt vorstellen kann. GemiiB der Formel (135) 
bedeutet dann fur ein Polyeder 5)3 die y. Oberfiache einfach den Wert 
des Ausdrucks 3F(?P, 5)3, 2k), und durch den Satz bei (133) erkennen 
wir, daB alsdann fur einen beliebigen konvexen Korper $ die v. Oberfiache 
nur mit 3 F(S, 2k) zusammenfallen kann, wenn (I) gelten soli. De- 
finieren wir aber allgemein fur einen konvexen Korper $ die v. Ober- 
flache durch 3 V ($, 2k), so leuchtet in der Tat ein, daB alle an diesen 

Begriff hier gestellten Forderungen erfiillt sind. Den gerade verwandten 
Bezirk 2k bezeichnen wir als den Eichbezir'k der v. Oberflachen. 

Nehmen wir z. B. fur 2k die Strecke von o nach dem Punkte c mit 
den Koordinaten 0, 0, 1, so bedeutet nach § 26 die v. Oberfiache 
3F($, S, (oc)) den Flacheninhalt der Projektion von S auf die a?^-Ebene. 
Nehmen wir ferner fiir 2k den Wurfel SB, der durch 

( 188 ) 0 £*^ 1 ,- 0£y£l, 

bestimmt wird. Bedeuten a, 6, c die Punkte mit den Koordinaten 1,0,0; 
0,1,0; 0,0,1, so ist SB identisch mit der Summe der drei Strecken 
(oa) + (ob) + (oc) und auf Grand der Regel (127) linden wir daher die 
v. Oberfiache 3 F(£', SB) gleich der Summe der Flacheninhalte der 
drei Projektionen des Korpers $ auf die drei Koordinatenebenen. 

Nehmen wir endlich fiir 2k das Oktaeder, welches durch 

(1 89 ) M + I2/I + M2SI 

definiert ist, so bedeutet M(a, j$ f y), das Maximum von ax + fiy + h* 
diesem Oktaeder, den groBten Wert unter den drei Betragen |a|,|/3|,|yU 
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Im Hinblick auf die Formel (135) konnen wir dann 3 V (8, 8, W) als die 
maximale Projektion von 8 auf die Gresamtkeit der drei Koordinatenebenen 
bezeicknen. 

Wir untersueken jetzt nock, welcke besondere Eigentiimlickkeit dem 
Eickbezirk 9)1 der yerallgemeinerten Oberflacken zukommen muB, damit 
an Stelle von (I) die sckarfere Aussage treten kann: Wenn ein konvexer 
Korper 8 in einem anderen konvexen Korper 8* entkalten ist, so erweist 
siek 3 7(8, 8, W) < (nickt bloB <) 3F (8* 8* 501). Wir werden fiir 
diesen weiteren Umstand als notwendig und kinreickend erkennen, daB der 
Bezirk W keinen Eekpunkt (s. § 13) besitze. 

In der Tat, nehmen wir zunackst an, daB 2)1 irgendeinen Eekpunkt 
p aufweise. Es sei (cc, §, y) die Normale einer Eckstiitzebene durck p an 
9)1, so konnen wir jedenfalls drei Stiitzebenen durck p an 9)1 mit drei un- 
abkangigen Normalenricktungen (a,-, P i} y { ) (i — 1, 2, 3), wobei also die 
Determinante dieser drei Reiken u v p v y t von Null versekieden ausfallt, 
derart linden, daB 

(190) a=t l a 1 + t 2 a 2 +t 3 « 8 , p = t l P 1 + t 2 p 2 + t s p s , y = t 1 y 1 + 4 Pa+ 4 ft 
mit drei positiven Faktoren t x , t 2 , t s gilt. Indem t x , t 2 , t 3 positiv sind, be- 
stekt nack (187) und (186) jedenfalls die Ungleickung 

(191) M(a, P,y)^t 1 M(a 1 ,p i> y 1 ) + t 2 3I(a 2 , p 2 ,y 2 ) + t s M(a s ,p 3 , y t ) 

und da alle jene yier Stiitzebenen durck den Punkt p geken, so wird 
kierin notwendig das Zeicken = gelten. 

Setzen wir nun 

ip. = a t x + Ppj + y^, ip = + 4^2 + 4^3 (* = 4 2 > 3 ) 

und es seien f,, 4, f 3 die drei Punkte in der Ebene ip = — 1, fiir welcke 
ip 2 = 0, ip 3 — 0 bzw. ip x = 0, ip i = 0 bzw. ip x — 0, ip 2 = 0 gilt. Die yier 
Punkte o, j 1? f 2 , ] 3 sind dann die Eckpunkte eines Tetraeders 2, dessen 
yier Seitenflacken in die Ebenen ip = — 1, ip 1 = 0, ip 2 — 0, ip 3 — 0 fallen 
und die auBeren Normalen (—a, — p, — y), (a 1} p t , y x ), (« 3 , p 2 , y 2 ), 
(« 3 , p 3 , y 3 ) kaben. Bezeicknen wir die Flackeninkalte dieser Seitenflacken 
mit F, F x , F 2 , F g , so besteken nack (136) die Gleickungen 

Fa=F x a 1 + F 2 a 2 + F 3 a 3 , Fp = F x p x + F 2 p 2 + F 3 p 3 , 

Fy — F x y x -f F 2 y 2 + F 3 y s ; 

da die Determinante der reckts stekenden Ausdriicke in F x , F 2 , F 3 yon 
Null yersekieden ist, fiihrt der Yergleick mit (190) zu: 

(192) F x = t x F, F 2 = t 2 F, F 3 = t 3 F. 

Ist jetzt \* irgendein Punkt, fiir den ip x <C 0, ip 2 < 0, ip 3 <C 0, tp<i —1 
ist, so setzen die zwei Tetraeder 0 f t j 2 j 3 und 1*444 sick wieder zu einem 
konyexen Korper 2* zusammen und kaben wir fiir 
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3 F(£* £* 301) - 3 K(%, %, SR) 

den Ausdruck 

(193) Af( K i 7 Pi, V i) + F 2 FL (a 2 , (3 2 , yd) 

+ ft, y,) - FJi(«, ft y), 

welcher vermoge (192) und, da in (191) das Zeichen = gilt, sich = 0 
erweist. Danach wurden tier also in % und zwei verschiedene kon- 
vexe Korper yorliegen, yon denen der erste ganz im zweiten enthalten ist 
und welche dock die gleicke y. Oberflacke besitzen. 

Jetzt nekmen wir andererseits an, dab der Bezirk 2k keinen Eck- 
punkt besitze. Betrackten wir dann irgendein Tetraeder %, bei welckem 
die yier Seitenflacken die Flackeninkalte F, F u F 2 , F s und die auBeren 
Normalen (— a, — (3, —y), (« 1; P u n), (a t , /J 2 , y 2 ), (« s , /3 S , y s ) kaben 
mogen, so muB der mit diesen GroBen gebildete Ausdruck (193) jedesmal 
notwendig > 0 sein. Denn es gelten dann die Gleichungen (190) mit 
(192) und kestekt daker (191), ist also der Ausdruck (193) sicker 0. 
Wiirde nun dieser Ausdruck = 0 ausfallen, so wiirde die Gleickung 

M(a, p, y) — ax — fiy — ys = 0 

in 2 ft, da tier durchweg 

M («(, Pi, yd — <Xi% — PiV — y.z ^0 (i = 1, 2, 3) 

ist, nur so eintreten konnen, daB zugleich in diesen drei letzten TTn- 
gleicliuiigen immer das Zeichen = statthat; d. k. der Scknittpunkt der 
drei Stxitzehenen an 2ft mit den Normalen (a v (3 iy y t ) miiBte notwendig 
ein Punkt yon 2ft sein und dieser Punkt ware dann ein Eckpunkt von 2ft. 

Jetzt seien $ und irgend zwei yersckiedene konyexe Korper und 
es sei $ ganz in St* entkalten. Wir konnen alsdann jedenfalls eine solcke 
Ebene {§} konstruieren, welcke innere Punkte yon enthalt, aber S 
gar nickt trifft, und es sei (a, (3, y) die Normale dieser Ebene naeh der 
Seite, auf der $ nickt liegt. Wir nekmen in {^} drei nickt in gerader 
Linie gelegene Punkte q x , q 2 , q 3 aus an und konnen kernack einen 
yierten Punkt q aus so nake an der Ebene {3} auf ikrer (a, ft, y)- 
Seite waklen, daB in dem Tetraeder % = (q, q t , q 2 , q 3 ) die auBeren Nor- 
malen der drei, q entkalten den Seitenflacken keliebig wenig 

yon (a, /J, y) abweicken und die Ebenen {3^}, O 2 }? {5s} dieser Seiten¬ 
flacken $ ekenfalls nickt treffen und auf derselben Seite wie jedesmal die 
vierte Ecke yon % liegen lassen. Es sei nun 3* derjenige Teil yon 
welcker zugleich die Bedingungen der drei Stiitzehenen {3ib {3s}; {$ 3 } 
an % erfiillt, nnd 3 der Teil yon 3*, der nickt auf der (&, /?, y)~Seite 
^on {3} liegt. Alsdann ist 3* in und $ in 3 entkalten und 3* 
setzt sick aus 3 und % zusammen, wobei diese Korper in der Flaehe 3 
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aneinanderstoBen. Wir haben claTier 

3 F(S*, S*, 2Tc) 3 F (3* 3* SO?), 3F(S, 3, 931) ^ 3 F(S, S, 9)1) 

und die Differenz 3 F(3*, 3*, SK) — 3 F (3, 3, SR) erweist siclx naeh (137) 
crleick dem Ausdrucke (193) in bezug auf das Tetraeder %, also > 0, 

O 

mithin gilt aucb stets 

(194) 3 F(S*, S* 2K) > 3 F (S, S, 231). 

Insbesondere erhalten wir auf diese Weise fur die Oberflacben im 
gewobnlieben Sinne, deren Eicbkorper die Kugel yom Radius 1 mit dem 
Nullpunkt als Mittelpunkt ist, von neuem die Tatsache: 

Wenn ein konvexer Korper S ganz in einem anderen konvexen Korper 
entbalten ist, so besitzt S stets eine kleinere Oberflacbe als S*. 


§ 28. Tangentialkorper und Kappenkorper. 

Wir besprecben bier fiir eine spatere Anwendung nocb einen weiteren 
Grenzfall der Ungleicbung (133). Es seien S und S' zwei konvexe Korper 
mit den Stutzebenenfunktionen H und H' und es sei S' ganz in S ent¬ 
balten. Fiir die vier GroBen 

FS, 9, 9), F(9, 9, S'), F(S, S', S'), F(S', S', S'), 

die wir mit F 0 , F 1; F 2 , F 3 bezeicbnen, besteben dann nacb (133) jeden- 
falls die Ungleicbungen 

( 195 ) f 0 ^ f 3 . 

1st S' nicbt identiscb mit S, so gibt es innere Punkte von S, die 
nicbt zu S' geboren und ist infolgedessen gewiB F 0 > F s . Wir fragen 
jetzt, unter welcben TJmstanden F 0 > F 1 und F 0 > F 2 gilt. 

Wir wollen einen konvexen Korper S als einen Tangentialkorper eines 
konvexen Korpers S' bezeicbnen, wenn jede Tangentialebene (extreme 
Stiitzebene) an S stets aucb eine Stiitzebene an S' ist. Dabei verstebt es 
sicb nacb § 14 und § 13 obne weiteres, daB der Korper S den Korper 
S' ganz in sicb enthalt. Wir werden jetzt den Satz beweisen: 

1st S' in S enthdltm, so besteht dann und nur dann die Gleichmg 

(196) F(S, S, S)= F(S, S, S'), 
wenn S ein Tangentialkorper von S' ist. 

In der Tat, nebmen wir zunaebst an, wabrend S' in S entbalten ist, 
gabe es irgendeine solcbe Tangentialebene an S, die nicht zugleicb Stiitz¬ 
ebene an S' ist. Der Einfacbbeit wegen denken wir uns den NuHpunkt 
ins Innere von S' und die positive £-Acbse in die Ricbtung der auBeren 
Kormale jener Tangentialebene gelegt. Es sei c 0 ' der kleinste, e 1 der 
groBte Wert von z in S' und c 0 der kleinste, c t der groBte Wert von z 
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in t. Nach Yoranssetzung ist dann c 0 ' < 0 < c t ' < c 1 . Bedeutet d eine 
positive GrroBe < c ± — C L ' und. bezeichnen wir den Teil von t, wo z^c t —d 
ist, mit t 0 , den Teil von St, ist, mit t 1; so ist t' ganz 

in t 0 enthalten. Die Ebene 2 = c x — d bat mit & ein gewisses Oval g(d) 
gemein; wir bezeicbnen mit F(d) den Flacheninbalt, mit 77(5) den Um- 
fang von 5(^)> r ($) das Maximum unter den Radien aller ganz im 

Oval ^(d) entbaltenen Kreisflacben. DaB die Stiitzebene z = c x an t eine 
Tangentialebene an t ist, bedeutet nacb § 14 soviel, wie daB der Quotient 

fiir ein nacb Null abnebmendes 5 iiber jede Grenze hinauswachst. 

Indem das Oval %(d") eine Kreisflache vom Radius r(8) entbalt, ist der 
gemiscbte Flacbeninbalt von 5 (5) und dieser Kreisflacbe gewiB nicbt 
groBer als der Elaeheninhalt von %(d), d. b. bat man 

jfr(8)U(d)£F(d) 

und wird mithin mit nach Null abnehmendem d gleichfalls iiber 

jede Grenze hinauswachsen. 

Der Beziehung (137) gemaB gilt 

(197) V (t 0 , t 0 , St') + F(t t , t 1? tO = V (t, t, tO + 4 (c/ - c^FCd). 

1st ft und damit auch ein Polyeder und stellen wir F(S 0 ,S 0 , $) 
und F(ft 0? $') gemaB (135) dar, so erkennen wir die Differenz der 
ersten und der zweiten GroBe als Aggregat von lauter Termen 0, unter 

denen ein Term = F (d) (q — q') ist, und wir erhalten demnach 

(198) V (t 0 , t 0 , t) ^ F(t 0 , t 0 , tO + y - c x 0 F(d). 

Diese Formel iibertragfc sich dann genau wie die Beziehung (137) von deni 
Falle eines Polyeders auf den Pall eines heliebigen konvexen Korpers ft. 
Nach (133) haben wir ferner, da ft 0 in ft enthalten ist 

(199) F(ft, St, St) > F(ft 0 , ft 0 , ft). 

Endlieh brauchen wir eine gewisse obere Grenze fur F(ft 1? ft 1? ft(). 
Es sei p ein Punkt aus ft in der Stiitzebene z = q, q der Schnittpunkt 
von op mit z — q — d, und s der Sinus des Neigungswinkels von op 

gegen diese Ebene, also *y die Lange von pq. Wir bilden durch Pro- 
jektion des Ovals |5(d) YOm Punkte 0 aus auf die Ebene z — q in dieser 
das Oval - $ (d); konstruieren wir sodann den Zylinder ©i mit 

letzterem Oval als einer Grundfiache und mit Erzeugenden des Mantels, 
die parallel und gleich pq sind, so daB die andere Grundfiache durch 
Dilatation des Ovals $(d) von q aus im Verhaltnisse q : q — d entsteht, 

Minko-vrski, Gesammelte A’bliandltmgen. 3X 15 
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so enthalt dieser Zylinder offenbar den Korper ganz in sicb und 
gilt daber 

(200) F^^o^m^r)- 

Denken wir uns nnn zunachst £ als Polyeder, so werden aucb f x 
nnd (S x Polyeder and bat der Mantel yon E x einen Flaebeninbalt 


= s c. 


-U(S), 


wo U(8) den Umfang Ton % (S') bedeutet. Bringen wir nun zur Berecb- 
nung yon F(® 1? S x , S') die Formel (135) in Anwendung und bezeicbnen 
das Maximum der Stiitzebenenabstande S'(a, ft, y) fur St' mit E', so ge- 
langen wir zur Ungleicbung 

(201) i(^)V(*X<-0+if ^ 

Diese Formel lafit sicb dann ebenso wie (137) sofort auf den Fall eines 
beliebigen konvexen Korpers S? ausdebnen. 

Durcb S umm ation der Beziebungen (197)—(201) entstebt nun 

(202) 7(8,8,8) - 7(8, 8,8 0 ^ | F(S) [c x - e’ - O] 

~ T* 

Hierin ist c x — c/ > 0 und, wie oben bemerkt, konvergiert mit 6 


zugLeicb nach Null. Danaeh fallt der in (202) recbts vom Zeiehen ^ 
befmdlicbe Ausdruck sicker > 0 aus, wenn 8 unter eine gewisse positive 
GroBe gesunken ist, und ergibt sicb somit bei der gegenwartigen Yoraus- 
setzung: 

(203) F(®, a, st) > rest, ®'). 

Hiemach ist fur die Gleicbbeit der Werte F(S, S, S) und V($, ®, $'), 
wenn in $ entbalten ist, jedenfalls eine notwendige Bedingung, da6 
eine jede Tangentialebene yon S stets zugleicb eine Stiitzebene an S' sei. 

Nebmen wir jetzt andererseits diese Bedingung als erfullt, somit S 
als Tangentialkorper von S' an. Stellt $ zunacbst ein Polyeder vor, so 
gilt fiir die Ricbtungen (a, /3, y) 7 welcbe die auBeren Normalen der Seiten- 
flacben yon $ abgeben, immer H {a, fi, y) = H'(a y fi 7 y) 9 und im HinbHck 
auf (135) erbalten wir daber in der Tat V ($, ®) = F(®, S, S')- Wenn 

aber S einen bebebigen konYexen Korper bedeutet und wie wir annabmen, 
o ein innerer Punkt you $ ist, konnen wir nacb dem am Scblusse Yon 
§ 13 bewiesenen Satze in bezug auf jede Yorgegebene GroBe s stets era 
solcbes Polyeder $$ konstruieren, dessen Seitenflacben lauter Tangential- 
ebenen an $ sind und welcbes dabei ganz in (1 + s) $ liegt. Da alsdann 
gleicbfalls einen Tangentialkorper von S' vorstellt, gilt nacb dem soeben 
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Bemerkten gewiB F($J$, $)$, §P) — F(?p, ft'). Nun sinken die Differenzen 

V(% ?) - y A) und F(?, ?, ®0 - F (ft, ft, ft'), die jedenfaks 

^ 0 sind, mit nack Null abnehmendem s unter jede positive Grofie, und 
danach finden wir auck F(ft, ft, ft) — F(ft, ft, ft') beliebig klein, d. k. 
gleiek Null. — 

Wir bezeicknen einen konvexen Korper ft als einen Kappenkbrper ernes 
konvexen Korpers ftwenn, von den Eekstiitzebenen an ft abgeseken, alle 
iibrigen Stiitzebenen an ft zugleick auck Stutzebenen an ft' sind (s. § 16). 
Dabei ist ft jedenfalls auck ein Tangentialkorper von ft' und entkalt ft' 
ganz in sick. Wir werden jetzt den ferneren Satz beweisen: 

Ist ft' in ft enthalten , so besteht dann and nur dann die Gleiclmng 

(204) F(ft, ft, ft) - F(ft, ft', ft'), 
icenn ft ein Kappenkorper von ft' ist. 

In der Tat, nekrnen wir an, es sei ft' nickt identisck mit ft, und 
betrackten wir beliebige zwei Stutzebenen an ft und ft' mit derselben aufieren 
Normale, welcke nickt zusammenfallen. Der Einfackkeit wegen denken 
wir uns o ins Innere von ft' und die positive #-Ackse in die Richtung 
jener Normale gelegt, und wir wollen in bezug auf ft und ft' und diese 
Ricktung die Zeicken c 0 ', c x ', c Q , c 19 d, ft 0 , ft 1? £y(<5), F(d) genau wie vor- 
kin verwenden. Indem wir die positive GroBe d < c x — e x einrickten, wird 
ft' ganz in ft 0 entkalten sein und daker jedenfaks 

(205) F(ft, ft, ft) ^ F(ft, ft 0 , ft 0 ) ^ F(ft, ft', ft') 
statthaben. Ferner besteht gemaB (197) die Gleickung 

(206) Sto, ft 0 ) + V(St, ft x , ft x ) = V(St,St, St) + y fa - c 0 ) F(S). 

Denken wir uns zunachst ft und damit auck ft x als Polyeder, so 
stimmt die Stiitzebenenfunktion von ft 2 fur jede Ricktung (c, /i, y) 7 welcke 
(auBere) Normale einer Seitenflacke von ft x vorstekt, mit Ausnakme der 
Normale (0, 0, — 1) von g’(d), genau mit dem Werte H(ct, ft, y) fur ft 
iiberein, wakrend ftir die eine Ricktung (0, 0, — 1) die erstere Funktion 
= — (c x — 8), dagegen H(0, 0, — 1) = — c 0 ist. Bilden wir nun F(ft 1? ft u ft) 
und F(ft t , ft 1? ft x ) gemaB der Formel (1B5), so entstekt daker die Be- 
ziehung 

(207) i- ( Cl - S - Co ) F(6) = F (ft, ft,, - y(A, «i) • 

Diese Gleickung laBt sick dann ebenso wie (137) auf den Fak eines be- 
liebigen konvexen Korpers ft ausdehnen. 

Sok nun F(ft, ft, ft) = F(ft, ft', ft'), mitkin gemaB (205) auck 
= F(ft, ft 0 , ft 0 ) sein, so folgt aus (206) und (207), daB 


15 
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(208) ■ W 

stattbaben muB. 1st nun p irgendein Punkt aus ffl in seiner Stiitzebene 
2 = q, so bedeutet -i-dF(d) das Volumen des Kegels mit f$($) als Grnnd- 

flacbe und p als Spitze. Dieser Kegel ist jedenfalls ganz in St L entbalten. 
Die Relation (208) kann danacb nur besteben, wenn 2 ± mit diesem Kegel 
identiscb wird; alsdann stellt p einen Eckpunkt you 2 und s = c x eine 
Eckstiitzebene durcb p an 2 vor. 

Auf diese Weise erkennen wir in der Tat als eine notwendige Be- 
dingung fur das Eintreten der Gleicbung F(8, 2 } 2) — V(&, 2', S'), 
wabrend S' in 2 entbalten ist, daB jede solcbe Stiitzebene an 2, welcbe 
nicbt Eckstiitzebene an 2 ist, immer zugleich eine Stiitzebene an $' sein 
muB, d. b. daB 2 ein Kappenkorper von S' ist. 

Setzen wir andererseits jetzt 2 als Kappenkorper von ffi' voraus. 
Stellt S' ein Polyeder vor, so ist alsdann, wie in § 16 gezeigt wurde, 2 
notwendig ebenfells ein Polyeder und kommt der vorausgesetzte Cbarakter 
you 2 darauf binaus, daB nicbt nur eine jede SeitenfLacbe you 2, sondern 
aucb bereits eine jede Kante von 2 stets wenigstens einen Punkt Yon 2' 
entbait. Berechnen wir nun F(S, S', 2') gemaB (124), indem wir an die 
Stelle der Polyeder 2 1} $ 2 , 2 Z dort jetzt 2, 2', 2' treten lassen, so wird 
da-rin ein von Null verscbiedener Paktor F$ jedenfalls nur solcben Rich- 
tungen (t®, entsprechen, wobei die Stutzebenen an 2 mit diesen 
Normalen sei es eine Seitenflacbe, sei es eine Kante Yon 2 entbalten. Fiir 
diese Ricbtungen stimmen nun gewiB die Funktionen S Yon 2 und R' 
Yon $' stets iiberein, und daber folgt V(2, 2', 2') = V(2, 2', 2) und 
da 2 zugleicb ein Tangentialkorper Yon ist, nacb (196) dann weiter 
= F($ ; 2, 2). Ist 2' ein beliebiger konvexer Korper und denken wir 
uns 0 im Inneren Yon gelegen, so konnen wir in bezug auf jede po¬ 
sitive GrroBe s zu 2' stets ein Polyeder 5(3' konstruieren, welcbes £' entbait 
und selbst in (1 + s)2' entbalten ist. Es sei 2 nicbt identiscb mit 2\ 
so liegt bei binreichend kleinem e gewiB irgendein Eckpunkt you 2 auBer- 
balb 5(3'. Bezeichnet p einen Eckpunkt von 2 auBerbalb 5(3', so ist der 
Normalensektor des Eckpunkt es p von (p, 5(3') ganz entbalten im Normalen- 
sektor des Eckpunktes p von (p, 2'). Es seien nun p x , p 2 , ... die samt- 
licben Eckpunkte von $ auBerbalb 5(3', so werden biernach, da 2 ein 
Kappenkorper von ist, aucb die Normalensektoren dieser Punkte in bezug 
auf 5(3' untereinander in den inneren Punkten durchweg verscbieden aus- 
fallen und wird daber der gemaB § 16 zu bildende konvexe Korper 
5(3 = (p 17 p 2 , .. 5(3') einen Kappenkorper von 5(3' vorstellen; dabei erweist 

sieb die Zabl der Eckpunkte p 1? p 2 , .. . jedenfalls als eine endlicbe und 
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wird $ wieder ein Polyeder sein. Dieses Polyeder ^ entbalt den Korper 
S und ist seinerseits ganz in (1 + e) S entbalten. Nach dem vorbin Be- 
wiesenen finden wir bereits 

m, & 

und von der Differenz bier links weicht V (S, S, S) — V (S, S', S') um 
eine GroBe ab, fiir welche eine, zugleicb mit s nacb Null konTergierende 
obere Grenze bestebt. Danacb muB nun in jedem Falle 

F(S, S, S) = F(S, S', S') 

gelten, wenn S ein Kappenkorper von S' ist. 



XXVI. 


Yolumen und Oberflache. 

Herm Rudolf Lipschitz zum fiinfzigjahrigen Doktorjubiiaum, 9. August 1903, 
in herzlieher Verebrung gewidmet vom Yerfasser. 

(Mathematische Annalen, Band 57, S. 447—495). 

Fur die konvexen Korper gibt es einen elementaren Weg, um den 
Begriff der Oberflacbe aus dem einfacberen Begriffe des Volumens beraus 
zu entwickeln, und in Verfolg dieses Weges gelangt man zu sebr be- 
merkenswerten Erweiterungen der Tatsacbe, wonacb unter alien Korpem 
gleieben Volumens die Kugel die kleinste Oberflacbe besitzt. 

Liegt ein konvexer Korper £ Tor und verstebt man unter x, y, z 
recbtwinklige Koordinaten eines Punktes aus so nimmt ein linearer 
Ausdruck iix + vy+ios, wo u, v, iv feste GroBen sind, in S immer einen 
bestimmten groBten Wert H(u, v, w) an; und diese Funktion H{u, v, w) 
von drei beliebigen reellen Argumenten, die Stutzebenenfunktion von 
cbarakterisiert den konvexen Korper $ vollkommen. Das Volumen des 
Korpers ® erseheint als ein gewisser bomogener Ausdruck dritten Grades 
Vi in den samtlicben Werten H(u, v, w). Aus diesem Ausdrucke ent- 
springt fur drei beliebige konvexe Korper S‘ 3 eine polare Bildung, 

ein symboliscbes Produkt V Bl V s „V s „ das gemiscbte Volumen der drei 
Korper $ x , £>, ® s . Diese GroBe ist inYariant bei beliebigen Translationen 
der einzelnen Korper. Werden zwei der Korper mit einem bestimmten 
Korper $, der dritte aber mit einer Kugel vom Radius 1 identifiziert, so 
ist das dreifaebe ibres gemiscbten Volumens die Oberflacbe von S. 

Fiir die gemiscbten Volumina gilt der wicbtige Satz: Fur irgend drei 
Korper vom Volumen 1 wird das gemiscbte Volumen stets ^ 1 und nur 
dann = 1, wenn die drei Korper miteinander bomotbetiscb sind. DaB 
jeder konvexe Korper, der keine Kugel ist, eine groBere Oberflacbe bat 
als eine Kugel you demselben Volumen, ist nur ein spezieller Fall dieses 
Satzes. 

Diese fundamentale Ungleicbung laBt welter die folgende Auslegung 
zu: Man bezeicbne in der Mannigfaltigkeit aller moglicben Funktionen 
H(u, v, w) you drei reellen Argumenten u, v, w eine einzelne Funktion 
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JRii, v, w) als einen „Punkt“ den Inbegriff der aus zwei Funktionen H t 
nnd E 2 abznleitenden Funktionen (1— + fur 0<^<J1 als die 

IT und H 2 yerbindende „Strecke“; alsdann besitzt die Gesamtheit der 
Stiitzebenenfunktionen H zu alien denjenigen konvexen Korpern, welche 
ein Yolumen I> 1 haben, die Eigenschaft, mit irgend zwei Punkten stets 
die ganze sie verbindende Strecke zu enthalten, stellt also ein „konyexes 
Gebilde“ in jener Mannigfaltigkeit yor. 

Geht man auf die Tangentialebenen des Gebildes ein, so ist sein 
konyexer Charakter gleicbbedeutend mit folgendem Theorem: 

Auf der Kugelflache yom Radius 1 mit dem Nullpunkt als Mittel- 
punkt denke man sich Masse in einer beliebigen stetigen nnd durchweg 
positiyen Flachendiehtigkeit ausgebreitet, doch so, daB der Schwerpunkt 
der ganzen Belegung in den Nullpunkt fallt; alsdann existiert eine ge- 
schlossene konyexe Flache, bei welcher an jeder Stelle das Produkt der 
Kriimmungsradien gleich der Flachendiehtigkeit an dem Punkte der Kugel 
mit gleicher Normale ist; und diese Flache ist yollig bestimmt bis auf 
eine beliebige Translation, durch die man sie noch variieren kann. 

In diesem Theorem erkennt man eine Aussage fiber eine gewisse 
quadratische partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Los- 
barkeit unter bestimmten Bedingungen hier durch eine eigenartige, wohl 
noch mancher weiteren Anwendungen fahige Methode sichergestellt wird. 


§ 1. Stiitzebeiienfunktion ernes konyexen Eorpers. 

1, Es seien x, y 7 z rechtwinklige Koordinaten eines Punktes im Raume, 
und 2JI bedeute eine abgeschlossene Menge yon Punkten x, y, z, die ganz 
in einer Kugel yon endlichem Radius enthalten ist, aber nicht yollig in 
eine einzige Ebene fallt. Sind u, v , w irgendwelche festen Werte, so 
hat der Ausdruck ux + vy + wz fur die Gesamtheit der Punkte x 7 y, z 
in ein bestimmtes Maximum , das H(u, v, w) heiBe. 

Diese Funktion H(u , v 9 w) von drei beliebigen reellen Argumenten erfiUlt 
offenbar folgende Bedingungen (1)—(4): 

( 1 ) H(0, 0 , 0 ) = 0 , 

(2) H(tu, tv, tw) = tH(u, v, tv), 

wenn 0 ist. Sind u lt v 1} w 1 und u a , v a , w a irgend zwei Systeme der 
Argumente, so gibt es in SJi immer wenigstens einen Punkt x, y, z, wofiir 

(% + u 2 )x + + v a )y + (w t + w a )z = E(u x + u a , v 1 + % % + w a ) 

wird, und da fur diesen Punkt sicherlich 

u,x + v t y + w 1 z ^ E(u x , v 1 , w,), u s x + v 3 y + w a s ^ 3{u a , v a , w 2 ) 
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ist, so gilt daher immer: 

(3) E(u x + Mj, »J + «*, w x + w s ) H(u 1} v 1} w x ) + E(u 2 , v 2 , w a ). 

Das Maximum von. — (ux + vy + wz) in SOi ist E( — u, — v, — w), also gilt 
in 2ft stets: 

— -~v, — tv) <i ux + vy + wz H(u, v, w). 

Wenn die Werte u, v, w + 0, 0; 0 sind, muB dalier, da 2ft nieht ganz in 
einer Ebene liegen soil, stets 

(4) j E(u y v, w) -f u, — v, — w) > 0 
sein. 

2. Eine Ebene, welche wenigstens einen Punkt der Begrenznng von 
2K enthalt, aber auBer den Punkten, die sie mit 2ft gemein hat, 2ft ganz 
auf einer Seite von sich liegen laBt, nennen wir eine Stutzebene an 3ft. 

Ist H(u y V, w) eine beliebige reelle Function von drei reellen Argumenten 
u,v,Wy welche alien den Bedingungen (1)—(4) geniigt, so bezeichnen wir 
den Bereich $ von Punkten x f y, z, wetcher durch die sdmtlichen Bn - 
gleichungm 

(5) ux + vy + wz H(iiy v f w) 

fur alle moglichen Wertsysteme u, v 7 w defmiert ist , als einm konvexen 
Korper. 

Die Funktion H nennen wir die StiitzebenenfunMion von St, da ans den 
Ungleichungen (5) offenbar genau die Stiitzebenen an $ zu erkennen sind. 

Ist E(u, Vy w) wie in 1. aus der Pnnktmenge 2ft hergeleitet, so wird 
der durch die Ungleichungen (5) definierte Bereich der Meinste , 2ft ent- 
haltende konvexe Korper, d. h. $ ist ein notwendiger Bestandteil jedes 
konvexen Korpers, der 2ft ganz in sich aufnimmt. 

Ist ein zweiter konvexer Korper mit der Stutzebenenfunktion 
H*(u y v, w), so ist dann und nur dann $ ganz in enthalten, wenn stets 

H(u, v, id) ^ H*(u, v, w) 

ausfallt. 

3. Ein konvexer Korper ist andererseits vollig durch die Eigen- 
schaften zu charakterisieren, erstens , daB jede Gerade mit ihm sei es eine 
Strecke, sei es einen Punkt, sei es keinen Punkt gemein hat, zweitens, daB 
zu ihm wenigstens vier nieht in einer Ebene gelegene Punkte gehoren. 

4. Ist p ein beliebiger Punkt, so verstehen wir unter ® +* p den 
Korper, der aus $ durch diejenige Translation entsteht, durch welche der 
Nullpunkt nach p gelangt. Sind a , b , c die Koordinaten von p , so wird 
die Stutzebenenfunktion von $ + p: 

3(u, v, w) + au + bv + ew . 

Unterwerfen wir $ einer Dilatation vom Nullpunkte aus nach alien 
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Richtungen in einem festen positiven Verhaltnisse t: 1, so bezeichnen wir 
den entstehenden Korper mit t&- eine Stutzebenenfunktion wird tH(u, v ? w). 

5. Wir bezeichnen mit © die Kugel % 2 +y 2 + 1 ? vom Radius 1 

mit dem Nullpunkt o als Mittelpunkt, mit @ die Kugelflache x 2 + y 2 + z 2 = 1, 
mit a, fi, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes auf ©, bzw. die 
Bichtung vom Nullpunkte nach diesem Punkte. Infolge der Eigenscbaft 
(2) sind alle Werte der Funktion H bereits durch deren Werte H(a, fi y) 
far die Punkte auf © bestimmt. Die Ungleichung 

+ Py + 7# H{a, fi, y) 

bezeichnen wir als die JBedingung der Stutsebene an $ mit der dufieren 
Normals {cc, (3, y). 

Die Funktion LT(u, v, w) ist nach den Eigenschaften (1)—(4) eine 
stetige Funktion ihrer Argumente, und besitzen infolgedessen die Werte 
H{a, fi, y) auf @ ein bestimmtes Maximum G. Ist ein Wert H(ct, ft, y) < 0, 
so ist nach (4) der zugehorige Wert H(— oc, — — y) positiv und yon 

groBerem Retrage; G ist daher jedenfalls > 0. Mit Hilfe yon (3) und (2) 
gewinnen wir die Ungleichung 

(6) | H(u — u 0 ,v — v 0 , w — w 0 ) — H(u 0 , v 0 , w 0 ) | <; G]/~u 2 + v 2 + iv 2 . 

§ 2. Annaherung an einen beliebigen konyexen Korper durch 
yollkommene Oraloide. 

6. Ist cp = 0 die Gleichung einer Ebene und der konvexe Korper $ 
ganz ini Bereiche cp 0 enthalten, so heiBt cp <, 0 ein HaTbraum um 
Ist ein Halbraum (p <1 0 um $ so beschaffen, daB man nicJit q) = t 1 g) 1 + t 2 cp 2 
setzen kann, so daB t x > 0, t 2 i> 0 und ^^0, cp 2 0 zwei verscliiedene 
Halbraume um S sind, so heiBt cp 0 ein extreme.r HaTbraum um S. Die 
Ebene <p — 0 ist dann jedenfalls eine Stiitzebene an £ und heiBt eine 
extreme Stutzebene an Ein konyexer Korper mit einer endlichen Anzahl 
yon extremen Stiitzebenen heiBt ein (konvexes) Polyeder. 

7. Unter einem vollkommenen Ovaloid wollen wir einen konvexen 
Korper verstehen, bei dem die Begrenzung durch eine analytische Glei- 
chung in den rechtwinkiigen Koordinaten x, y, 8 definiert wird und iiber- 
dies in jedem Punkte eine bestimmte und immer nur eine Beruhmng erster 
Ordnung eingehende Tangentialebene besitzt. 

8. Ist ® ein beliebiger konvexer Korper mit dem Kullpunkte als innerem 
Punkt und s eine beliebige positive Grofie, so lafit sich stets ein vollkoni - 
menes Ovaloid D bestimmen 7 so dafi Q den Korper §; enihdlt tend selbst 
in (1 -f s) S’ enthalten ist 

Es sei H(u } v, w) die Stutzebenenfunktion von Da der Nullpunkt 
im Inneren von $ liegt, ist jede GroBe H{cc , ft, y) > 0. Es sei nun g 
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das Minimum der Werte H(a, fi y) auf der Kugelflacke so isi auck 
^>0. Wir denken uns den ganzen Raum durck ein Nets von lauter 
gleicken Wurfeln mit einer Kante <5 erfullt. Es sei SB der Gesamtbereick 
aller derjenigen Wiirfel dieses Netzes, welcke uberkaupt wenigstens emeu 
Puakt von £ aufnekmen, und ^ der kleinste, diesen Bereick SB ganz 
entkaltende konvexe Korper, so ist ip ein Polyeder, und fiir jede Ricktung 
(a, (3, y) ist der Abstand derjenigen Stiitzebene an ip, welcke (a, {I, y) als 
anBere Normale kat, vom Nullpunkte einerseits > H(a, (3,y), andererseits 

^ H{oc, §,y) + sV 3 ^ fl(«, P, y) (l + ^) • 

Danack entkalt Sp den Korper £ im Inneren und ist selbst ganz in 
^1 + ® entkalten. 

Das Polyeder ip besitze n Seitenflacken; da ip den Nullpunkt im 
Inneren en tkal t, konnen wir die Bedingungen dieser n extremen Stiitz- 
ebenen an Sp in der Form 

(7) ^ 1 > Xi ^ ^ > • • • > Xn = 1 

sckreiben, so da£ dabei &, % 2) ■■■,%„ homogene lineare Ausdriicke in x, y, z 
sind. Es sei nun a eine beliebige positive GrroBe, die wir >lgw an- 
nekmen, und D der durek die Ungleickung 
^8) Q — ePXi + e"** + • • • + ne w 

bestimmte Bereick. 

Dieser Bereick El entkalt jedenfalls das durck die Ungleickungen (7) 
definierte Polyeder Sp in sick. Andererseits ist El ganz in (l + ip 

entkalten: denn in jedem Punkte anBerkalb des letzteren Polyeders erweist 
sick stets wenigstens eine der GroBen % t> % s , . .i n als >1+ und 
die reckte Seite in (8) daker als > neP. Rack der Lagenbeziekung von $ 
zu S wird weiter El den Korper St entkalten und selbst in 

(l + ill'j (l + ® 

entkalten sein. Wir konnen nun S so klein und co so groB annekmen, 
daB der Mer stekende Faktor you S sick 1 + s erweist. 

Die Begrenzung yon Q ist die analytische Flacke Q = ne*. Wir 
fin den den Ausdruck 

(9) £* + 1^ + I?*' C0 Zi ef ° Xl + -1 -®%S xn > 

mitkin auf der Begrenzung Yon Q stets coe 01 — n 1 denn dort ist in 
jedem Punkte wenigstens eine der GrroBen % ^> 1 und andererseits gilt 



Yolumen und Oberflache. 


235 


immer :> — ~ Mit Berucksichtigung von e M > n erselien wir hieraus, 

daB auf der Begrenzung Ton & niemals ~ gleichzeitig Null sein 

konnen, mithin in jedem Punkte dieser Begrenzung stets eine bestimmte 
Tangentialebene existiert. 

Wetter linden wir, wenn x, y, z als lineare Funktionen eines Para¬ 
meters t dargestellt werden, immer 

(10) ((&)’«•* + (%)’<«• + • ■ •+(%)W.) > 0. 

Aus dieser Beziehung folgt, da8 auf einer beliebigen geradlinigen Strecke 
der Ausdruck Q.(x,y,z) semen groBten Wert immer an wenigstens einem 
der Endpunkte annimmt, daB mithin O mit irgend zwei Punkten stets 
die ganze sie yerbindende Strecke enthalt. Andererseits ist aus (10) er- 
sichtlich, daB jede Tangentialebene an O mit B nur eine Beruhrung 
erster Ordnung eingeht. Nach alien diesen Umstanden besitzt O in der 
Tat die in unserem Satze yerlangten Eigenschaften. 

9. Auf Grand dieses Satzes konnen wir weiter zu einem gegebenen 
konyexen Korper der den Nullpunkt 0 im Inneren enthalt. mit einer 
Stiitzebenenfunktion H , immer eine unendliche Reihe yon yollkommenen 
Qvaloiden O', O", .. . mit solchen Stiitzebenenfunktionen Q\ Q",... her- 
stellen, daB die Reihe der Quotienten 

H{cc, p, y)’ H(a, (?, y)’ 

nach der Grenze 1 konyergiert und zwar gleichmafiig fiir alle Systeme 
a, (5, y auf der ganzen Kugelflache (£. Trifft der hier bezeichnete Umstand 
zu, so wollen wir sagen, die Reihe der konyexen Korper O', O", . . . hat 
den konyexen Korper $ als Grenze , oder Iconvergiert nach 

Ist p ein beliebiger Punkt, so bezeiclmen wir weiter den Korper 
ff -f- p, der p als inneren Punkt enthalt, als Grenze der Korper 

O' + p , O' -f- p , * • *. 

§ 3. Yolumen eines konyexen Korpers. 

10. Jedem konyexen Korper kommt ein bestimmtes Volumen zu, 
ferner ein bestimmter Schwerpunkt, welcher stets ein innerer Punkt des 
Korpers ist. 

11. Wir fiihren fur die Punkte a, /3, y der Kugelflache 6 Polar- 
koordinaten ein und setzen 

a — sin# cos^, — sin# sin^, y = cos 'O’, 
wobei wir # und ip in den Grenzen 0 It <^, Q <^2^ annehmen. 
Wir schreiben ferner 
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da 
d& 

1 da 
' sin O’ dty 


* cos 0 COS ty, ft = 
— sin ip, ft = 


d£. 

d& 


= cos O sin ip, 

dp 


sinO G'tp 


COS ift 


cy 

Vl== d® = sm ‘ & > 

___ 1 0y _ ~ 

sinfr d'tp ~~ ^5 


dabei ergeben die drei Gleickungen 

(11) | = cqrr + fay + Vi8, V = + p 3 y + y t s, £ = aa; + /3 y + yz 

stets eine ortho gonale Transformation der Koordinaten x, y, s mit einer 
Determinants = fi-1 • 

12 . Es sei S ein vollkommenes Ovaloid, g seine begrenzende Flache, 
H(u, v, w) die Stutzebenenfunktion von Y. Wir schreiben 
E(a, 0, y) = M(», 1>) = H. 

Die Stiitzebene an IS mit der auBeren Normale (a, p, y) hat die Gleichung 

(12) S = ^); 

sie ist hier zugleieh Tangentialebene an % nnd beruhrt g in einem be- 
stimmten Pnnlrte p. Die ganze Flache % erscheint damit punktweise, 
durch parallele Normalen, anf die Kugelflache © bezogen. Wir wollen 
nun nnter x, y, z, a, p, y, tt, ip spezieU die betreffenden Bestimmungsstucke 
fur den P nnk t p verstehen nnd die Yeranderungen dieser GroBen beim 
Ubergang zn einem anderen Pnnkte anf §• dnrch Yorsetzen von A andeuten; 
ferner sollen A|, At?, A £ die Werte der Ausdrucke (11) bedeuten, wenn 
darin Aa, Aj/, A# an die SteUe von x, y, z treten. Dann gilt anf % in 
einer gewissen Umgebung von p fur A£ eine Entwicklung nach Potenzen 
von A|, Ai?: 

A^ - - -i- (P A§ 3 + 2Z A§ A 7] + T A if) + (A|, Aij) s + • • •; 


darin bilden die quadratischen Glieder eine definite negative Form, es ist 
also P > 0, PT — Z 2 > 0. Wir konnen alsdann, da PT — Z 2 +0 ist, 


in einer gewissen Umgebung von p die Werte Aft A durck nnd 

ausdrucken, welcke letzteren GroBen sick sofort mittels Aa ? Aft A 7 
cAi] 7 

darstellen lassen. Daraus erkennen wir, daB die Koordinaten x P y, z des 
Pnnktes p yon wo die auBere Normale die JRicktung a 7 ft y bat, nnd 
weiter der zugehorige Wert H(a } ft y) analytische Funktionen der GroBen 


a, ft y anf © sind. 

Da die Ebene (12) Tangentialebene an g 1st, kaben wir 

SE# (“IS + P— 


(13) 


dx t Q dy . dz A 


'd& 


G& 


'dy 


+ y; 


G*p} 


nnd mit Rucksickt kieraus folgen ans den allgemeinen Formeln (11) zur 
Bestimmung der Koordinaten x, y 7 z des Punktes p die Gleicknngen: 


(14) 


dE(&, ip) 
c& ’ 


1 dH^Y>p) 
sin fr d'tp y 
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13. Urn nun das Volumen V des Korpers & auszudriieken, zerlegen 
wir die Kugelflacke <5 in Flachenelemente do = sind-d if] jedem Ele¬ 
ment da entsprictt als Abbild durcb parallele Normalen ein Element 
df auf der Flache %, und wir konstruieren jedesmal die Pyramide mit 
dem Nullpunkt 0 als Spitze und dem Element df als Grundflacbe; die 
Hoke dieser Pyramide, mit gewissem Vorzeichen genommen, ist = R(a, /3, y) 
und ihr Volumen mit demselben Vorzeicben daher 


(15) 


T Hd f=\ 


c x dx 
dft 3 dip 


dft dip. 


(Wir bezeicbnen bier und weiterbin eine clreireiliige Determinate, in 
welcber die Glieder der ersten Reihe von der Koordinate x abbangen und 
die der zweiten und dritten in der entspreebenden Weise mit Hilfe des 
Zeicbens y bzw. z darzustellen sind, einfach durcb Angabe bloB der ersten 
Reibe). Der Korper ist nun derart das Aggregat alter jener Elementar- 
pyramiden, daB sein Volumen genau 


(16) 



a rrir i? ^ 

3 JJ r 3 dft 7 dip 


dft dip 


wird, wo die Integrate fiber die gauze Flaebe bzw. die ganze Kugel- 
flacbe @ zu erstrecken sind. 


14. Wir setzen jetzt 


d % x R d*y , d*z 
' d ft* 


+ r^ + rh^---x> 


dft* 


dft 3‘ib 


sin 2 ft 


f d 2 x , 


/ / d*x „ 
sin # \ dft dip ' P 

+ yfdl) = — T. 
cip~ 1 cip“/ 


+ 7 wk)~ = ~ s ’ 


Durcb Differentiation der zwei Gleicbungen (13) einmal nacb ft, einmal 
nacb ip erbalten wir nocb die Beziebungen 


R = a 


dx n 

*dft + ^dft + Vidft’ 
dx 
%2 d& 


a 1 / <> x , a i 

b ~ iiFF Ti + & dy * r d*) » 


+ A §f + ^ T=- { ~(cc, 


dip 
dx 
2 dip 


cy_ 
dip 

^ P2 dip ^ dip, 


5- 

Nun gilt 


;)■ 


aus den Gleicbungen (11) gewinnen wir dann mit Riicksieht auf die 
letzten Ausdriicbe und auf (13): 

A| = RAft + S sin ft Aty + • * *, A ^ = SAft + T sinftAip + • * -, 
At- - 4(- BA ' 9 ' 2 + 2S sin# A# A if + T sin 2 #A^ 8 ) + • • •, 


und bieraus gebt durcb Elimination von Aft und A ip eine Entwicklung 


A{—it 


TA^ — ZSAtAn + BAn- 


BT — S s 


) +(A|, Atj) 3 + 


terror. 
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Wir entnebmen daraus fur die in 12. benutzten GroBen P, I ; T : 


so daB 
das Rroduld, 


T 

P “ RT—S” 


— S T R 
~RT~—S S ’ RT — 


RT-S s 


l 


PT — 2 s 


E + T = 


P + T 
PT—I 2 


die Summe der Haupikriimmungsradien der Flacbe % im Punkte p dar- 

2 GJ 

stellen, wabrend von die Neigung der Kriimmungskurven auf g 

durcb p gegen die Riebtungen a 1} (3 1; cc 2 , y 2 abbangt. 

Yon den Relationen (14) ausgebend, erhalten wir folgende Ausdriicke 
fiir R, 8, T allein durcb die Funktion R = R(&, 4>)' 


(17) 




5 = 
Y = 


d*H 


sin O’ d & dty 
1 d 2 E 
sin 2 O’ dty 2 


+ 


cos O dH 
sin 2 O d'xp 7 

cosO cH\rr 
sinO dO ‘ 


Dabei wird immer B> 0, RT — S 2 > 0, und in diesen Ungleicbungen 
sind bereits die allgemeinen Bedingungen (1)—(4) fiir die Stiitzebenen- 
funktion H yollig eingescblossen. 


Setzen wir die Determinante 


x, 


/; $0 7 dip 


zu ibrer linken Seite mit 


der Determinante 1 der Substitution (11) zusammen, so finden wir sie 
= E(]iT — S 2 ) sin O’, so daB aus (15): 


(18) df = (RT — 8 2 )dco 
und aus (16): 

(19) V~±Jr(RT- S s )dco 
bervorgebt. 

Das Volumen V erscheint Mernach als ein gewisser homogener Ausdruck 
dritfen Grades in den Werten 

15. 1st ein konyexer Korper S die Greuze einer unendlicben Reibe 
vollkommener Oyaloide O', O", ..so konvergieren die Yolumina dieser 
Ovaloide nacb dem Volumen von S. Man erscblieBt diese Tatsaebe ganz 
allein mit Hilfe des Umstandes ; daB ? wenn ein Ovaloid ein anderes in 
sicb entbalt, das erstere stets ein groBeres Volumen besitzt. Ferner kon- 
vergieren die Koordinaten der Scbwerpunkte von O', Q", * • • naeb den 
Koordinaten des Scbwerpunktes yon 
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§ L Sckaren konvexer Korper, Gemisclites Volumen dreier Korper. 

16. Sind H x , H 2y . . H m die Stutzebenenfunktionen you m konvexen 
Eorpern so geniigt die Funktion 

H(Uj Vy w) = ^H^Uy Vy W) + y Vy w) + * * * + t m H m (lly V, w)y 


wenn die Parameter t t , t 2y . . t m samtlich 0, aber nicbt durcbweg = 0 
sind, stets ebenfalls alien Bedingnngen (1)—(4) in § 1 und bildet daher 
wiederum die Stutzebenenfunktion eines konvexen Korpers. Diesen Korper 
bezeicbnen wir durch 

(20) + ... + t n $ m 

und die Gesamtheit aller in solcber Weise aus gegebenen Grundkorpern 
§:. kerzuleitenden Korper $ nennen wir eine Schar konvexer Korper. 

17. Sind $ 1? $ 2 y . . vollkommene OvaZoide, so gilt das gleiche von 
jedem Korper ® der Schar (20). Bezeichnen wir die Punkte auf den 
Begrenzungen von S', in welchen eine bestimmte (und die namlicke) 
auBere Normale a, fi, y vorhanden ist, mit x, y, z ; x i9 y iy z i7 so finden wir 
auf Grund der Gleichungen (14) die Beziehungen giiltig: 

(21) x = t 1 x 1 +t 2 x 2 + * • • + t n x n y 

Stellen wir nun das Volumen V von S gemaB der Formel (16) dar, so 
resultiert mit itiicksicbt auf diese Gleichungen (21) fur V ein homogener 
Ausdruck dritten Grades in den Parametern ty. 


( 22 ) 


V = 


K Vjtt ijtkt ‘ 




die Koeffizienten V jJzl mit nicht lauter gleichen Indizes denken wir uns 
dabei so eingefiihrt, daB' sie bei Permutationen der Indizes sick nicht 
andem. Ein jeder Koeffizient V jhl ist allein von den drei zugehorigen 
Korpern S), abhangig; wir bezeichnen ihn auch mit $,) 

und nennen ihn das gemischte Volumen der Korper 

18. Betrachten wir nun das gemischte Volumen r 12S =F(S 1; %,£ s ) 
dreier vollkommener Ovaloide $ 2 , £ s . Schreiben wir 


'123 


m 


x. 


dx 1 

: 


dip 


d&dip 


und definieren die analogen Ausdriicke fur die Permutationen der Indizes 
1, 2, 3, so ist 


Nun gilt 


6 F m == (^123 + 'F 132 ) + (Jg 3 i + Jsis) + (^312 + ^32l)- 




X^y X^y 


iff 


dx$ 

dip 
dx & 

dip x i> °°2> 


d& dip — ^123 ^213 "H 


d& dip 


'231 


J\Z2 H™ 


t//M> 


3~x*, 


d®dip 

d*x s 


d&dip 


dd'dipy 

dfrdip* 
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Die linken Seiten in diesen zwei Gleicbungen sind gleicb Null, weil die 
Integranden Differentialquotienten naeh bzw. 4> sind nnd die Integra- 
tionen sick iiber die ganze Kugelflache ® erstrecken. Dnrch Subtraktion 
der damit hervorgehenden Kelationen folgt nun 

(23) J123 "k ^132 = ^231 ”k ^213 7 

und durcb zykliscbe Vertauschung von 1, 2, 3 bier finden wir weiter 
diese Ausdrucke = + Jsm s0 dab sicb 

^i2s — G^iss ~k ^132) 


x. 


dx a 8x s 
ly d&’ df 


zur linken 


berausstellt. 

Multiplizieren wir in J m die Determinante 

Seite mit der Determinante 1 der Substitution (11), und bezeicbnen wir 
die den Formeln (17) gemafi berzustellenden Ausdrucke B, S, T fur 
S 2 , $ 8 mit den entsprecbenden Indizes, so entstebt 

3,(11 T s -S 2 S a )d a -, 


'123 


analog driicken wir J n2 


anSj und wir erhalten endlick 


(24) 


r m = if 3,(33, -28 2 S s + TMdco. 


JSfach der Gleicliung (23) bestelt fur diesen Ausdruck die wichtige Eigen- 
schaft, daft er lei leliebigen Permutationen von 1, 2, 3 seinen Wert nicht 
andert. 

19. Wir kniipfen an diese Formel einige einfache Bemerkungen an. 
Die GroBen B s , S 3 , T 3 bleiben bei einer Translation von ungeandert, 
mitbin bleibt dabei aucb F m ungeandert, und da F 1S3 = F 281 = V m ist, 
so folgt allgemein: 

Per Wert F(%, ® 8 ) bleibt lei leliebigen Translationen der ein- 

zelnen Korper £ x , S 3 ungeandert. 

Der Ausdruck R 2 T 3 — 2 S s S 3 + P 2 R S ist als die Simultaninvariante 
zweier positiver binarer quadratiscber Formen stets > 0. Hat den 
Nullpunkt im Inneren liegen (was sicb stets durcb eine Translation von 
llj bervorrufen laBt), so ist durcbweg 3,(&, if) > 0 und also dann aucb 
F 123 > 0. Mit Eucksicbt auf den eben bewiesenen Satz gilt daber all- 
gemein: 

Pie Grofie F(S 1; $ 2 , &' 3 ) ist stets > 0. 

Ist der Korper Sq in einem anderen vollkommenen Ovaloide mit 
der Stutzebenenfunktion 3* entbalten, so gilt stets if) <[ 3*(9, f) 

und entnebmen wir aus (24): 

(25) F(%, a, ffi.) ^ r(Stf, ® s , $£,). 
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Endlick bemerken wir die Regel: 1st t ein positiTer Faktor, so gilt 

(26) Vit^, So, S 3 ) = t V (S), S 2 , St,). 

20. Sind die Korper S 1; S 2 , S s mit einem und demselben Korper S 
identisch, so wird F(S t , S 2 ,S 3 ) das Volumen von S. 

Die Stiitzebenenfunktion der Kugel © ( x 3 + y* -f z- <; 1) ist- fur die 
Systeme a, f, y auf © konstant = 1. Bezieken sick H, B, 8, T auf ein 
vollkommenes Oraloid S und bezeicknen wir das Oberflackenelement dieses 
Korpers mit df, seine ganze Oberfiache mit 0, so folgt daker aus (24): 

(27) 3 V(@, St, St)- j(RT - S*)da =Jdf - 0, 
und durck (23) gelangen wir nock zu dem Ausdrucke 


(28) 0 — 3 F(S, ©, St) = yJ H ( r + T)dm. 

Andererseits wird 


(29) 



3 F(@, &, St) = -f / (B -f- T)da 



a (F+2 1 ) 

RT — S 1 d f'-> 


t ( - b + 2 ' ) 

die GroBe T _ g r bier bedeutet die mittlere Kriimmung am Flacken- 

element df und konnen wir danack 3F(© ; © ; S') als das Integral der 
milderen Krummung yon S bezeicknen. Wir kaben dann nock die Be- 
ziekung 

(30) 3 F(@, <&, ft) = 3 F(ft, ©, @) -J 3dco. 

21. Sind . . ., S m beliebige konyexe Korper, so konnen wir 

nack § 2 jeden dieser Korper als Grenze einer Reike yollkommener 
Ovaloide darstellen. Auf Grund der in 19. abgeleiteten Regeln laBt 
sick dann zeigen, daB dabei ein jeder Ausdruck V(D,j, £tj) immer nack 
einer bestimmten, yon der Wakl der annakernden Ovaloide unabkangigen 
Grenze konvergiert, die wir mit $ 2 ) bezeichnen und das gemischte 

Volumen von $i nennen. Es iibertragen sick dann alle Regeln aus 

19. und die Entwicklung (22) sofort auf beliebige konvexe Korper. 

Fur die gemischten Yolumina besteken einige fundamentale ITnglei- 
ekungen, die in dem Satze gipfeln, daB irgend drei Korper vom Yolumen 1 
stets ein gemiscktes Yolumen 1 ergeben. Als Yorbereitung zum Nack- 
weis dieser TJngleickungen bekandeln wir zunaekst die entspreckenden 
Fragen fur die Ebene. 


Minkcwski, Gesammelte Abkandlttngen. II. 


16 
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§ 5, Oyale. Gemisebter Flachenmbalt zweier Ovale. 

22. Wir betraehten jetzt Figuren in einer Ebene z = const. Es sei 
, H(u, v) eine reelle Funktion zweier reeller Argumente mit den Eigen- 
sebaften: 

JT(0, 0) = 0, H(tu, tv) = tH(u, v), wenn t > 0 ist, 

B(u t + u 2 , v ± + t? a ) S(u 1P v t ) + 3(u 2 , v 2 ), 

H(u, v) + jET(— u,—v)> 0, wenn u, v 4 = 0, 0 ist. 

Den durcb die samtlichen Ungleiebungen 

ux + vy H(u ; v) 

fur alle moglicben Systeme u 9 v definierten Bereicb % von Punkten x, y 
in der Ebene z = const, bezeicbnen wir als ein Oval in dieser Ebene, 
und wir nennen 3(ii, v) die Stutzgeradenfunktion dieses Ovals. Jedem 
solcben Oval § komint ein bestimmter Flacbeninbalt, ferner ein bestimmter 
Schwerpunkt zu; der Scbwerpnnkt wird stets ein innerer Punkt des Ovals. 

Ist s ein positiver Wert > 0, so stellt $H(u> v) wieder die Stiitz- 
geradenfunktion eines Ovals vor, das wir dann nennen. 

23. Wir bezeicbnen ein Oval § a ^ s e i n vollkommenes Oval , wenn die 
Begrenzung von ^ dnrch eine analytische Gleicbung in x ? y gegeben ist 
and in jedem Punkte eine bestimmte nnd immer nnr eine Beruhrung erster 
Ordnung eingebende Tangente bat. 

Ist % ein beliebiges Oval mit dem Nullpunkt als Sebwerpunkt, und 
e eine beliebige positive GroBe, so kann man stets ein vollkommenes 
Oval ebenfalls mit dem ifullpunkte als Sebwerpunkt, Auden, Welches 
% entbalt und selbst ganz in (1 + c) § entbalten ist. Jedes Oval kann 
als Grenze vollkommener Ovale mit dem namlicben Scbwerpunkt dar- 
gestellt werden. 

24. Es sei % ein vollkommenes Oval, H(u 7 v) seine Stiitzgeraden- 
funktion. Wir bezeicbnen mit a , j3 die Koordinaten eines Punktes der 
Kreislinie x* + y 2 = 1 bzw. die Ricbtung von x = 0, y =* 0 nacb diesem 
Punkte, fiibren a = cos^ ? /3 = sin£’, 0<^'fr<^2jt ein und scbreiben 
H(a 7 ft) — 3(%) = H. Der Krummungsradius der Begrenzung von % in 
einem Punkte p, wo die auBere Normale die Ricbtung (cc, (5) bat, wird 

M = 3 + und der Flacbeninbalt von ^ bekommt den Ausdruck: 

2 3t 

(31) 

Wir baben nun in bezug auf den Flacbeninbalt % nocb einige Be- 
merkungen zu entwickeln, die bald Anwendung Auden werden. 
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Es sei a der kleinste, A der grofite Wert Ton x in % nnd bezeicbnen 
wir fiir ein %^>a nnd A mit y (x) die Lange der zur y-Aehse parallelen 
Sehne Ton %, auf welcher der betreffende Abszissenwert x konstant ist. 
Die Funktion y(x) ist im Inneren des InterTalls a x < A regular und 
an den Grenzen nahert sie sick stetig dem Werte Null. Ferner ist darin 

eine mit wachsendem x stets abnehmende Funktion. Infolgedessen ist 
weiter insbesondere 


X 



a _ y 



a 


eine stets abnehmende nnd analog ---— eine stets wachsende Funktion 

Ax —■ X 

yon x. 

Der Flacheninhalt F yon g besitzt nun auch den Ausdruck 


A 

(32) j F= j* y(x)dx. 

a 

Setzen wir, wenn a x A ist, 

= tF, 

so ist x = x(x) eine solche Funktion der oberen Grenze x dieses Integrals, 
welche kontinuierlich yon 0 bis 1 zunimmt, wahrend x von a bis A lauft, 
nnd kbnnen wir daher umgekehrt die obere Grenze dieses Integrals dls eine 
lestimmte Funktion x(x) des Wertes x im IntervaUe 0 t 1 einfuhren . 
Dabei gilt 



Nach der zweiten Gleichung bier wird eine mit wachsendem x stets 
abnehmende Funktion von r; infolgedessen ist weiter — eine stets ab¬ 
nehmende, ~— eine stets zunehmende Funktion yon x. 

Die Lange der Sehne 6 c yon $ auf der Geraden x = a , also 

( CL —j" 1 * y| \ 

— 2 —J, sei = h. Die Tangenten an $ in den Endpunkten dieser Sehne 

bilden mit den Geraden x = a und x = A ein Trapez, welches % ganz 

in sich enthalt; also folgt 

(33) (A - a)h > F, 

1ft* 
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Andererseits entkalt g das Dreieck aBc mit jener Selme be als Basis and 
der Spitze in dem Punkte a yon %, fiir den x = a ist; daher gilt 

woraus mit Riicksicht auf (33) nun x > -j- kervorgekt; analog 

finden wir x \ * 

Fiir einen Wert x > fallt danack stets x(x) > aus . f j a 

und -A— mit wacksendem x bzw. x zunehmen, kaben wir alsdann 


-x 


> 


h 


■(A—a) 


(1 


A 

x )F — J*ydx 


> 


(. A-xyh 


woraus mit Riicksickt auf (38) sick 

(34) A — x(x) < (A — a) ]/l — x 

ergibt, und erkalten wir andererseits 

V* ^ W ^ A 7 9 y 1 ^ 4 (l — t) 


(35) 


> 


F s 


3 t (A—a) s 


_■> — 7t2 21 4 

/a + A\ ^ 3 r * 

A 2 ) 

Nehmen wir an, der Sckwerpunkt von % liege im Nullpunkte, so 
fiikrt die Betracktung der n-Ko ordinate des Schwerpunktes zur Grleickung 

A 1 

0 = tydx = Jxdx, 


woraus durck partielle Integration 


(36) 


A. ; 

A = xdx, A = fC- 


1 

zdt 

V~ 


folgt. Zerlegen wir % in die Dreiecke mit a als Spitze und den einzelnen 
Bogenelementen des Umfangs von ^ als Grundlinien, so ist fiir den 
Schwerpunkt eines jeden dieser Dreiecke offenbar A — x > y (A — a) und 

muB die gleicke Relation daker auck fiir den Sckwerpunkt yon $ selbst 
gelten, d. k. wir kaben 

(37) 


25. Es seien & und zwei keliebige Ovale und H t (u, v), S 2 (u,v) 
ikre Stutzgeradenfunktionen; alsdann bildet (1 — t'jHJu, v) + tS s (u, v), 
weim tl>0 und <C 1 ist, burner ebenfalls die Stutzgeradenfunktion eines 
Ovals, das mit = (1 — £) g) + bezeicknet werde. Dieser Herstellung 



Yolumen unci Oberflache. 


245 


yon fj steht folgende Erzeugungsweise desselben Oyals dual gegeniiber. 
Man verbinde jeden Punkt f A von mit jedem Punkte f 3 von §f 2 und 
teile immer die Yerbindungsstrecke f x f 2 in emem Punkte f so, daB 

f=(i - Ofi+*fi 

ist (d. b. daB die Langen der Strecken fj und ff a sich wie t: 1 — t ver- 
halten). Die Menge aller verschiedenen Punkte f, die auf diese Weise 
gefunden werden, bildet dann genau den Bereicb des Ovals %. Bei dieser 
Konstruktion von ^ denken wir uns zweckmaBig und g 2 in zwei ver- 
schiedenen Ebenen s = const, etwa ^ in z = 0 und in z = 1 gelegen; 
alsdann stellt % = (1 — #)^ + t% 2 den Schnitt des kleinsten, die beiden 
Ovale 3b und § 2 ganz entbaltenden konvexen Korpers mit der Ebene 
^ = t vor. 

Der Flacheninhalt des Ovals % besitzt einen Ausdruck 

(38) F = (1 — tfF n + 2(1 — t)tF 12 + F 22 , 

wobei F n den Flacheninhalt von % 1? F S2 den von % 2 und F 12 e iue weitere 
Konstante bedeutet ; die wir den gemischten Flacheninhalt von und 
nennen. F 12 iindert sich nicht bei beliebigen Translationen von oder 
von % 2 ‘ 

Sind und §* 2 vollkommene Ovale, so finden wir, von der Formel 
(31) ausgehend, 

2 Tt 2 7t 

F„ -4/ a, (s, + %£) <ia - 4 / 'n,(B, 

0 0 

worm S 1 fiir J3 X (cos &, sin &) und TL Z fur H 2 (cos &, sin $•) steht. 

Stellt §2 die Kreisflache x* +y' 2 <^ 1 vor, so ist S. 2 hier konstant = 1, 
F Si = jr und wird 2F 1S die Lange des Urn fangs von g x . 

26. Wir wollen nun den Satz beweisen, daft stets die Ungleichung gilt: 

(39) F n >VF^L\o. 

Diese Ungleichung ist gleichbedeutend mit folgender Beziehung fiir den 
in (38) entwickelten Ausdruck F: 

(40) VF>(1- f)YF .” + t YF- 

Yon besonderem Werte ist es, auch die Grenzfalle der Ungleichung 
(39) mit aufzuklaren. Wir werden den Zusatz gewinnen, da/3 in dieser 
Ungleichung dann und nur dann das Gleichh eitszeichen eintritt, icenn 
unci %2 homothetisch sind (d. h. auseinander durch Translation und Dila¬ 
tation hervorgehen, miteinander ahnlieh und ahnlieh gelegen sind). 

Wir denken uns der Einfachheit wegen den Schwerpunkt von 
wie den von ^* 2 im Nullpunkte gelegen (was stets durch Translation 
dieser Ovale zu erreichen ist). Alsdann sind S t {a ? ft) und H 2 (a, />) 



246 


Zur Geometrie. 


immer > 0. Auf der Kreislinie a 2 + /3 2 = 
Funktion 

1 §) 


hat die daselbst stetige 


(41) 


ein bestimmtes Maximum, das wir D nennen. Dieser Wert hat die Be- 

deutung, daB das Oval ~k=^% 2 y0m Flaeheninhalt 1 im Oval —— vom 

y 22 y^u 

Flaeheninhalt s 2 enthalten ist, wenn s D ist, aber nicht ganz darin 

enthalten, wenn s < D ist. Sind und homothetisch ; so decken sich 
die Ovale --- L— g 2 und —und ist daher aueh ihr gemischter Flaehen- 

y^ 2 y^u 

inhalt = 1, also F n = ]/^i ^22 un( ^ wird andererseits D = 1. 

Jetzt verfolgen wir die Annahme, daB g 1 und nicht homothetisch 
sind. Alsdann muB D > 1 ausfallen. Wir werden nun eine Ungleichung 
aufstellen 






■1 ^TT(D), 


worin TT (D) eine stetige Funktion von D sein wird, die fur ein D > 1 
stets >0 ist. Diese Beziehung setzt dann in Evidenz, daB stets F 12 > YF n F 2i 
wird, wenn ^ und nicht homothetisch sind. 

Eine Beziehung von diesem Char older mit einer stetigen Funktion TT(D) 
braucht offenbar nur fiir vollkommene Ovale erwiesen m werden. Durck 
unseren Hilfssatz in 23. Tiber die Annaherung eines beliebigen Ovals durck 
vollkommene Ovale gilt sie dann sofort fur alle Ovale. 

27. Es seien nunmehr § : 1 und $ 2 zwei vollkommene Ovale und sie seien 
nicht homothetisch. Wir dreken die Koordinatenachsen um den Nullpunkt 
derart, daB die positive #-Ackse in eine solche Bichtung fallt, wofiir die 
Funktion (41) ihren groBten Wert J) erhalt, d. h. also, wir nehmen 

(42) °) jy 

YF^M, (1,0) ' 


Es sei jetzt t irgendein bestimmter Wert >0 und <1; wir ge- 
brauchen fur das Oval g = (1 — i)% ± + die Zeichen a, A, y{x) in 
derselben Weise, wie sie fiir ein Oval g in 24. erklart sind; die ent- 
sprechenden Grofien fiir und g* 2 bezeichnen wir mit a x , A x , y x (x) f 
a z> As? insbesondere ist A 1 ^H 1 { 1, 0), A 2 =* H 2 (l, 0). Alsdann 

bestehen fiir a und A, den kleinsten bzw. groBten Wert von x in die 
Ausdriicke 
(43) 


a = (1 — t)a x + ia % , A — (1 -t)A x + tA*. 
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Die Flacheninkalte von und g 3 stellen wir gemaB der Formel (32) dar: 


(44) 



a x a 1 


Wir setzen nun, wenn a 1 <Lx 1 <iA 1 , ^ a* 2 < ist 7 

/ fi ** 

yiipy)dx ss= Tj $11) I y^(x^(lx = xFq> 2 


und fiihren die oberen Grenzen dieser Integrate als Funktionen x t (t) ? xjx) 
des Wertes x ein, der sicb iru Intervalle 0 ^ r <1 1 bewegt. Indem wir 
unter x in diesen beiden Funktionen ein und dasselbe Argument ver- 
steben, wird ein gewisser Zusammenbang zwisehen den zur y- Aebse 
parallelen Sebnen von ^ und yon §*2 bergestellt.*) 

Wir zieben jetzt die in 25. angegebene Metbode zur Erzeugung des 
Ovals % aus den Punkten yon und § 2 beran und bringen sie zunacbst 
auf die Punkte der Sebne p 1 q 1 yon 3b auf der Geraden $ — x t (z) und 
der Sebne p 2 q 2 yon 3b auf der Geraden x = x»{x) in Anwendnng; dadurcb 
erkennen wir, daB zu % auf der Geraden 

(46) x = (1 — t) (r) + tx 2 (x) 

jedenfalls alle diejenigen Punkte geboren miissen, welcbe diese Gemde 
aus dem Trapeze p 1 cq 1 q 2 p 2 berausscbneidet. Die Langen der Sebnen p 1 q i 
und p 2 q 2 sind y x (x x (t)) bzw. y 2 (x 2 (T))] danaeb muB fur die Lange y(x) der 
Sebne pq yon ^ auf der durcb (46) angewiesenen Geraden jedenfalls die 
Ungleicbung 

(47) y (x) ^ (1 —t) y x (x x (r)) + ty 2 (sc 2 (r)) 
gelten. 

Fur den Flacheninbalt F des Ovals 3f baben wir 



Nun wacbst die durcb (46) gegebene Funktion x kontinuierlieb und lauffc 
nacb (43) in den Grenzen a bis A, wenn x von 0 bis 1 zunimmt, und 
konnen wir sie daber als Variable in dieses Integral fur F einfubren. 
Scbreiben wir zur Abkiirzung x 1} y ± und x 2 , y 2 fiir x t (x) } y t (x t (x)) und 
# 2 (r), y 2 (x 2 (r)) und macben von (47) Gebraucb, so ergibt sicb 


*) Die Idee dieser Zuordnung der parallelen Sehnen in zwei Ovalen nach dem 
Yerbalfcnis der je zwei Flacbenstncke, in welcbe sie die Ovale zersehneiden, ruhrt 
von Herm H. Brnnn her (vgl. Ovale und JEifldchen , Inaugural dissertation. Muncben, 
1887, S. 23). 
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f(a-t)y 1 + ty,) ((1 - i )^ dr. 

0 

Jetzt zielien wir den Ansdrnck (38) fur F heran und benutzen die Gflei- 
cbungen (44); dadurcb erhalten wir 


i 



Hier fuhren wir gemafi (45): 

dx^ F A dx g Ft gg 

dx dx ~ y 2 

ein ? und wir erzielen endlicb 

(48) 2 (JF U - YF^Q > dr . 

0 1 

Andererseits baben wir der Formel (36) zufolge: 


i i 



Mifc Hilfe der letzteren Beziebung sucben wir eine positive untere 
Grenze fur das Integral auf der recbten Seite in (48) berzuleiten; dabei 

X 

entstebt eine Scbwierigkeit durcb den Umstand, da6 77= bei Annaberung 

v Vi y 2 

an t =* 1 liber jede Grenze binauswacbst. Es sei nun d eine positive 
GroBe < so gilt 

i i 

~ < F »f% = ^ - * s a - *y, 

mit Eucksiebt auf (34) und (37) finden wir die recbte Seite bier < 3 A 2 |/d ; 
und wir erbalten aus (49) die XJngleicbung 

(oo) 

0 

Die Ungleiebung (48) bleibt besteben, wenn wir die Integration 
reebts nur bis zur oberen Grenze 1 — d erstrecken. Im Intervalle 0 bis 

1 — d sind zufolge einer in 24. gemacbten Bemerkung —r und ~j=. 

yx W % 
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bestandig abnebmende Funktionen und baben wir mit Riicksicbt auf (35) 
und (37) und auf r < 1 durcbweg 

Vi y% ^ ^ . F 1X F V1 

F ^ 27 0 A t As ’ 

damit erbalten wir aus (48) die Beziebung 


2 (F a - VFJ® > ± 8 


1-6 

l Ji VFs y» y f ii) ^2 

y^y^ 


z 2 clt. 


Bezeichnen wir den Integranden in (50) zur Abkiirzung mit V, so ist 


1-6 

J(V + sfdx 


0 

far jeden reellen Wert von s stets 0 nnd 

1-6 i - 


gilt infolgedessen 

6 


(51) 


0 0 


Diese Beziebung fiibrt uns nun mit Riicksicbt auf (50) und;, wenn wir 
nocb bier recbts 1 — 8 im Kenner durcb 1 ersetzen, zu 


2(F 12 -YF^lQ> 


± A F » A* 
27 0 A t A, F u 


(D( l-3]/b)-l)\ 


Das Maximum von 3 Yd (D — 1 — 3 1) ]/d) tritt fiir 3 }'b =^-^-ein ? 

1 1 XZ)_ll 2 * 

wobei d<gg 7 also gewifi < — ist, und wird = ±jj - Mit diesem 

Werte von 8 entstebt, wenn wir nocb von (42) Gebraucb macben: 


(52) 


F ia _ ■, > 1 (-D-1) 4 . 

-[/F^ F. a2 = 2 s • 3 6 -D 3 


In der bier gescbriebenen Form (mit dem Zeicben ^) libertragt sicb 
diese Relation unmittelbar auf beliebige Ovale; sie liefert in der Tat den 
Satz, da/d stets F 12 > VF^F, ist, tvenn und nicht homothdisch sinch 
28. Nehmen wir f'iir % 2 eine Kreisflache vom Radius 1 7 so bedentet 
2 jP 12 die Lange des Umfangs von % 1? w ah rend F 22 = % zu setzen ist. 
Die fiir diesen Fall aus (39) entstehende Ungleicbung 


2 

2 % 



besagt ? daft jedes Oval, welches von einem Kreise verschieden ist, immer 
Meineren Inhalt besitzt als ein Kreis von demselben Umfange . Diese Aus - 
sage Icifit sick sogleich auch auf nicht konvexe Fldchen ausdehnen, indem 
zu jeder abgeschlossenen und zusammenhangenden Figur, welebe nicht 
ein Oval vorstellt und welcher ein bestimmter Flacbeninbalt und eine 
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bestimmte Lang e des Umfanges zukommt, immer ein bestimmtes Heinstes, 
die Figur ganz enthaltendes Oval gebort, und fur dieses der FTacbeninlialt 
oroBer, der Umfang kleiner ausfallt als fur die Ausgangsfigur. 


§ 6. Eine kubiscbe Ungleichung fur die gemischten Tolumina. 

29. Wir sucben jetzt die entsprecbenden Tatsachen fiir den Raum 
abzuleiten. Zunacbst scbicken wir einige Hilfsbemerkungen voraus. 

Es sei ft' ein Yollkommenes Ovaloid, c der kleinste, C der groBte 
Wert Ton e in ft; fiir jeden Wert e ^ c und <: G bezeichnen wir mit 
ck(^) den Scbnitt von ft mit der Ebene, in welcber der betreffende Wert e 
konstant ist, mit (f(A)* den Flacbeninbalt von $(*). Fiir die Werte im 
Inneren des IntervaUs stellt %(/) Oxale vor und ist die Funk- 

tion f(i) immer regular, an den Grenzen nabert sieb f{ss) stetig dem Werte 
Null. Ist e < / < * < e" < G, a = (1 - t)s' + ts", so entbalt das Scbnitt- 
oval g(s), da ft ein konvexer Korper ist, jedenfalls das ganze durch 
(1 _ t)%(0 r ) + t%(s") dargestellte Oval in sicb und gilt daber zufolge der 
Ungleiebung (40) sicberbcb 

n*) ^(i- o fw + wy 

Auf Grand dieser Eigenscbaften erkennen wir, wenn wir z und f als 
recbtwinklige Koordinaten in einer Ebene deuten, daB der Bereicb 

(53) 0-£f^f(z) 

ein Oval in dieser Ebene xorstellt, und mount infolgedessen ^ mit 

wacbsendem z bestandig ab. 

Das Yolumen V von St driickt sicb durcb 

u 

( 54 ) r-f\(myds 

aus. Setzen wir nun, wenn c ^ z G ist, 

J[myd* = t v, 

so waebst x = %{z) kontinuierlich von 0 bis 1, wabrend die obere Grrenze z 
you c bis G zunimmt; wir konnen dann mngekebrt die obere Greuze z 
dieses Integrals als eine bestimmte Funktion z(x) des Wertes x einfiibren, 
die ibrerseits kontinuierlicb von c bis G znnekmen wird, wabrend % von 
0 bis 1 waebst. Dabei gilt, wenn wir znr Abklirzung f(z(?)) = f setzen, 

f 2 d 0 y 
Id* Y ’ 
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Wir entnebmen daraus weiter 

dt ° dz V 7 

so daB aucb mit waebsendem t bestandig abnimmt; infolgedessen wird 

f 3 f g 

weiter eine bestandig abnebmende und andererseits eine bestandig 

zunehmende Funktion yon % sein. 

Betracbten wir wieder das durcb (53) bestimmte Oval in seiner 
zf-Woene. Es sei h die Lange derjenigen Sebne dieses Ovals, auf der 

z = ist, also h = f • Die Tangente des Ovals im Endpunkte 

f — h dieser Sehne bildet mit den Greraden z = c, z = C und /■'* = 0 ein 
Trapez ; in welchem das Oval ganz enthalten ist; dadureb ergibt sicb 

(55) V < | (C - c)h\ 

Andererseits ist das Dreieeb mit jener Sebne als Basis und der Spitze 
0 = c, f== 0 ganz im Bereicbe z ^ - des Ovals entbalten, und gebt 

bieraus 

|(C- C )F 


bervor; mit Rueksicbt auf die Relation (55) erbalten wir sodann 

Analog finden wir 1 — t (pp) < -g-, also % (pp) > -g- ■ 

7 . . c I C 

Fur einen Wert r>-g-wird demnacb immer z(r) > sein; es 


folgt dann 


f(g) ^ }l 
C — 1 

T (C-c) 


V 

, (i-T) r=f (my-a3 


> 3 


woraus mit Hilfe von (55) die Ungleicbung 
(56) C-z(%)<(C-c)\/T 

bervorgebt, und es ergibt sicb ferner 


h* 

■m 


^A 7l 3 (/(*))% 8 l-r/3 V \§ 

■> 1 n > * ^7 T Uc-cj • 


Nehmen wir den Schwerpunkfc von ® im Nullpnnkt gelegen an, so 
fiihrt die Betrachtung der ^-Koordinate dieses Scliwerpunkfcs zur Gleichung 
ci ci 

(58) 0 0=jxaz^vy-jy- 
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Zerlegen wir ® in lauter Pyramiden rnit der Spitze in demjenigen Punkte 
von fur den s = c ist, und mit den einzelnen Oberflachenelementen 
von B als Grrundflaeben, so ist fiir den Scbwerpunkt einer jeden dieser 
Pyramiden C — 0>~ (G — c) und gilt daber die gleicbe Relation auch 
fiir den Scbwerpunkt von S' selbst, d. b. man Rat 

(59) C-c<AG. 

30. Es seien jetzt und £, zwei beliebige konvexe Korper mit 

den Stutzebenenfunktionen E 1 und H 2 und t ein beliebiger Wert >0 
und < 1. Yerbindet man jeden Punkt \ von mit jedem Punkte f 3 von 
und teilt die Strecke immer in dem Punkte f = (1 — + t%, so 

erfiillt die Gesamtbeit aller verschiedenen in dieser Weise entstebenden 
Punkte f o-enau den konvexen Korper B = (1 — t)B x + tB 2 , der als Stiitz- 
ebenenfunktion E = (1 — t")H l + tE 2 besitzt (vgl. hierzu die Formel (21) 
in § 4). Das Volumen dieses Korpers B wird durcb einen Ausdruek 

( 6 0) v = (i — ty v 0 + 3 (i - tytr, + s(i - ty f 3 +1 3 f s 

dargestellt, worm F 0 , V 1} F,, V s die gemiscbten Yolumina 

(61) F(^, B lf Bi), F($i> S’i, B 2 ), F(®u r($ 3 , ^ 2 ? ®g) 

bedeuten, insbesondere also F 0 das Yolumen von und F s das von 
vorstellt. Diese vier Konstanten bleiben bei beliebigen Translationen von 
und von ungeandert. 

Wir wollen nun den Satz beweisen: 

Fiir diese Konstanten im Ausdruek von V gilt stets die Ungleichmg 

(62) vy A vy f 3 

und mar tritt Mer das Gleichlieitszeichen dann und nar dann ein, wenn 
S’i und Iwmotheiisch sind (auseinander durcb Translation und Dilatation 
bervorgeben). 

Wb denken uns von vornberein mit B t und solcbe Translationen 
vorgenommen, dab sowobl der Scbwerpunkt von wie der von ® 3 in 
den Nullpunkt zu liegen kommt. Alsdann sind die Stutzebenenfunktionen 
dieser Korper, E 1 (ii, v, to) und E 2 (u, v, to), fur aUe Argumente u, v, w =f= 0,0,0 
stets > 0. Es sei I) das Maximum der Funktion 


( 68 ) VS&UMI 

V ; yV.B^a^y) 

auf der ganzen KugelfTache @ (a 2 + /3 3 + y 2 = 1); alsdann ist der Korper 
a vom Yolumen 1 im Korper - 3 ;— vom Yolumen s 3 enthalten, 

y y s y v o 

■wenn s^>JD ist, aber niebt ganz darin enthalten, wenn s < D ist Wenn 
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und $ 2 bomothetiscb sind, gilt D 1 nnd entnebmen wir aus der 
Regel (26) in 19., daB alsdann — — ^ nnd dalier F x 3 = F 0 2 F 3 ist. 

Sind nnd niclit homotbetiscb, was wir jetzt annehmen wollen, 
so fallt D > 1 ans, nnd wir werden zeigen, daB alsdann eine Ungleicbung 
bestebt: 



i^n(D), 


worm TT(Z)) eine stetige Funktion yon D yorstellt, welcbe fur ein D> 1 
stets > 0 ausfallt. Eine derartige Relation mit einer stetigen Fnnktion 
TT(D) braucbt nnr fur yollkommene Oyaloide bewiesen zn werden; 

vermoge nnseres Hilfssatzes ans § 2 iiber die Annaberung beliebiger 
konvexer Korper durcb yollkommene Oyaloide gilt sie dann sofort fill* aide 
konyexen Korper. 

31. Es seien jetzt nnd zwe i yollkommene Oyaloide nnd sie 
seien nicbt einander bomotbetisch. Wir geben den Koordinatenacksen 
eine solcbe Lage, daB die positive #-Acbse in eine Ricbtung fallt, wofiir 
die Funktion (63) ibren groBten Wert D annimmt. Wir yerwenden die 
Zeichen c } C, %(z) 7 f(js) fur den Korper $ = (1 — t)& t + wie sie 
fiir den Korper ® in 29. erklart sind, nnd bezeichnen die entsprecbenden 
GrbBen und Bereicbe in bezug anf oder analog unter Hinzufiignng 
des Index 1 oder 2. Alsdann ist C ± =» ( 1 , 0, 0), C 2 — Ii 2 (1, 0, 0) nnd 

nacb der eben gemacbten Yoranssetznng wird 

(64) S^-D>1. 

V F s C x 

Der kleinste und groBte Wert yon 8 in $ bestimmen sicb gemaB 

(65) c = {l — t)c 1 + tc 2 , C=*(l — t)C l + tC 2 . 

Wir setzen nun, wenn c x 8 t ^ C 19 c 2 <^z 2 <^ C 2 ist, 

A 1 /i~ 

(66) j = r V 0 , fU^dz = r V s , 


nnd fiibren nmgekebrt die oberen Grenzen dieser zwei Integrale als Funk- 
tionen # x (r), # 2 (r) der Yariablen x ein, die sieb im Intervalle 1 

bewegt. Indem wir fiir x in beiden Funktionen dasselbe Argument ver- 
wenden, erbalten wir eine gewisse Zuordnumg der Scbnitte von 

und (&,(*)) von $ 2 . 

Andererseits stellen wir das Yolumea won $ in der Formel 

c 

r=-ftfwydz 


(67) 



Zur Geometrie. 


254 


dar. Setzen wir 

(68) 2 = (1 - i)^(r) + te a (r), 

so nimmt diese Funktion von r, wenn r von 0 bis 1 lauft, kontinuierlicb 
wacbsend die Werte von c bis C an. Wir wenden nun die in 30. erorterte 
Konstruktion, welche aus den Punkten von ^ und von $ 2 die Punkte 
von $ herzuleiten gestattet, spezieU auf die Punkte von % in seinem 
Schnitte &(%(*)) und die Punkte f 2 von in seinem Schnitte 
an, wobei t irgendein Wert >0 und < 1 sei. Die Menge der dabei 
bervorgebenden Punkte f — (1 — 0 fi "Mfa bildet alsdarin g eiLa11 d en Bereicb 

(69) (1 - t) & Ob W) + (*j W) 

in derjenigen Ebene s = const., die durcb den Wert z in (68) bestimmt 
ist; dana eb muB der zu diesem Werte s geborige Scbnitt g(e) von £ 
gewifi den ganzen Bereicb (69) in sicb entbalten. Zieben wir die Rela¬ 
tion (40) abs 26. beran, so gebt daraus 

(70) f{s) ^ (1 - 0 fi Ob W) + */» (*i W) 

bervor. Aus (67) erbalten wir nunmebr, wenn wir fur e t (t), f 1 (e t (%)\ 
z s (t), UM % 'i) zur Abkurzung z t , f t , z 2 , f a scbreiben: 

1 

Vi f(a- t)f t + tf,)' ((1 - 1) % + t U) dr. 

0 

Wir verwenden jetzt den Ausdruck (60) fur V, macben nocb von 

v ‘ -Jv Sr «* 

Gebraucb und lassen endbcb in der entstebenden Ungleicbung die GroBe t 
sicb der Grenze Null nabern; dadurcb kornmen wir zur Ungleicbung 

1 

3 


Nach. den Grleiclmngen (66) haben wir 

& g l T T -F 2 dfs TT 

Ti dr ~ Vq > ' 2 dr “ ^ 

und so ergibt sicb weiter 

i 

3F 1 ^/(F 3 |; + 2F 0 |)dv. 

0 

Setzen wir 

—- 9 >i, = Vi, 


Vr. w 


(71) 
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so laJBt sich diese letzte Ungleichung in 


(72) 3 (— 1 ^ f — 3 + dr — f [ fo — < Pg) i 0 dPi + 2 y») d 

\YF 0 2 K J J W / J <Pigp a a 


umwandeln. 

Andererseits baben wir gernaB (58): 

i 


Ql_ = a 2 _ /Vd 

V) 9l 2 ? V^s o 


initbin 


(73) J' 


Vr, 


( yi —y 2 )(qPi+qp 3 )r ^ = 


dr 
y 7 


9 2 

<Pi 9V 


Oi 




yF 0 


Nehmen wir jetzt eine positive GroBe d < — an, so wird unter Ver- 
wendung von (56) und (59): 


A 1 

/ rdr dr __ 

<P 2 2 «/ <P 2 2 


q 2 -^ 2 (t-6) 

Vvl 


<4 3 /d 


C., 


1-6 1 - 

und mit Riicksicht bierauf folgt aus (73): 
1-6 




(74) 


/ 


(9i — y2)(qpi + y s ) T 


9i 2 9 8 2 


> k o 


Die Ungleicbung (72) bleibt giiltig, wenn wir auf der recbten Seite 
die Integration nur bis zur oberen Grenze 1 — S erstrecken. Bezeicbnen 
wir den Integranden in (74) mit Y, so wird der Integrand in (72): 


(75) 


(<Pi + 2ya)<Pi S| P2~ ti/2 
(<Pl + <Ps,) S T S 


Nun ist ixn Intervalle 0 < r < 1 — d zufolge (57) und (59): 


3 

2 2 ° n > 

x i 7^-4 0l x 


9 / 


3 


» 


r t 7f . 4 

wobei von den zwei unteren Grenzen bier wegen (64) die erste die gi*5Bere 

ist; andererseits bat man cPl ^ Pl 2 ^ wenn tp t > <p 2 ist, und 

’ (9>i + 92 )" — 4 

8 wenn g? a ^ ©. ist. Danacb fallt der Fatter von ¥ 2 
l9i ~r 9s) * 

in (75) im Intervalle 0 < % < 1 — S stets 

27 'V'V'o Vs gi 


> 


li . 64 Gl C s 

aus. Auf Grund der aueb scbon fruber verwandten Hilfsformel (51) er- 
balten wir nunmebr: 
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Vf 0 *f. 


1 > 


7^' • 2 1 


-(4Vd) 


.(d(i- 


■i)* 


2) 


Das Produkt (4Vd) a (D — 1 — 4}/dZ>) nimmt seinen groBten Wert fur 
4 y§ = ~ an, wobei 4< ^, also sicker ist, und wird dann. 

4(D —l) s 


27 D s 


(76) 


Mit diesem Werte fiir d folgt endlick 
V 1 ^ 1 (.D — l) 6 


y F 0 *F, 


-1 > 


2 10 • 3 4 • 7' 3r 


D 6 


In solcber Form iibertragt sick diese Ungleickung sofort auf zwei 
beliebige konvexe Korper ^ und ® 2 und setzt in der Tat in Evidenz, 
da/3, imm ^ und $ 2 nicht homothetisch sind, stets 

y >VW 3 

ausfallt 

B2. Yertauscken wir die Rollen von und ® 2J so treten, wie aus 
(61) zu ersekeu ist, an Stelle von F 0 , F 1; F 2 , F s diese GroBen in um- 
gekehrter Folge und gekt aus F t ^ ]/ F 0 2 F s die Ungleickung F 2 >V^F 8 2 
kervor. Diese zwei Ungleickungen zusammen ergeben fiir den Ausdruck V 
in (60) die Abschatzung 

( 77 ) VF^a-^VFo+ryy. 

Bezeicknen wir das Minimum der Funktion (6B) auf der Kugelflaclie 

d 1 

@ mit d, so ist der Korper -«-= ganz im Korper 37 = = 2, 

yvo y f 

entkalten*, infolgedessen gilt: 

F(S„ S,,S,)^F(S 1 ,S 1 > S > ), 

d - k <* 3 F _i_i ~>_F_1. 

=yivV “Vr # *r, 

Yerbinden wir Hermit die Ungleickung (76), so folgt 
l , ^ 1 (-D-1) 6 


(78) 


d 2 


2 10 • 3 4 • 7^ 


D 5 


Yertauscken wir die Rollen von ^ und so ist D durck -j und 
d durck zu ersetzen und diirfen wir mitkin in dieser Relation (78) noch. 




D und 4 miteinander vertauscken. 
a 

33. Nekmen wir fur eine Kugel vom Radius 1, so ist V 3 = -j 
und 3 V 1 definiert uns die Oberflache von ® 1 . Die aus (62) entstekende 
Ungleickung 2 8 


37, 

4 3t — 



besagt: 


4 7t 

F 
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Jeder Jconvexe Korper, welcher nicht eine Kugel ist, besitzt tinnier eine 
growere Oberfliiclie als eine Kugel von demselben Volumen.*) 

Es sei jetzt zunachst ein vollkommenes Ovaloid. Wir bezeicbnen 
mit df ein Element der Begrenzung von .t 1; mit a, (S, y die auBere 
Norm ale dieses Elements, mit da* ein Element der Kugelflacbe 6, mit 
a*, (3*, y* die auBere Normale von da*. Alsdann bat die ortbogonale 
Projektion der Begrenzung von ^ auf eine zur Ricbtung u*. ft*, y* senk- 
reebte Ebene einen Flacbeninbalt 

P («*, P*, + df. 


Das arithmetische Mittel oiler Gr often P(d*, ft*, y*') in bezug auf alle 
mbglichen Michtungen (a*, ft*, y*) ivird nun 


7*)dco* 
fdco* 



aa* + ft ft* + yy* j dfdco* = 



d. i. gleich dem vierten Teile der Oberfldche von Dieses Kesultat iiber- 
tragt sicb sofort Yon Yollkommenen Ovaloiden auf beliebige konvexe 
Korper. Verbinden wir damit den vorhin gefundenen Satz, so ergibt 
sick die Folgerung: 

Jeder konvexe Korper, der nicht eine Kugel ist, besitzt stets tinier den 
ihm umbeschriebenen Zylindern solche, ivelche einen grbfteren Querschnitt Jtaben 
als die einer Kugel von demselben Volumen icie der Korper umbeschriebenen 
Zylinder. 

34. Wir nehmen ferner fiir $ 2 den Wiirfel Yon der Kante 1: 

— Y <a?<Y> Y< z < t? 


fiir diesen Korper ist S 2 (a, ft, y) == (| cc | + | ft | + | y |) und stellt infolge- 

dessen 3 V 1 = 3 V($ 2 , $) 1; S'J nacb (24) und (18) die Sumrue der Fiachen- 
inbalte der drei senkrecbten Projektionen des Korpers auf die drei 
Koordinafenebenen dar ; wahrend V 3 = 1 ist. Aus unserer allgemeinen TTn- 
gleicbung (62) folgt bier der Satz: 

Wird ein konvexer Korper vom Volumen V senkrecht auf drei zueinander 
orthogonale Ebenen projiziert, so ist die Summe der FldcheninJialte dieser 
drei Projektionen stets ^3F 3 und mtr dann = 3 V s , wenn der Korper 
ein Wiirfel mit Seitenflachen parallel den drei Ebenen ist. Unter soicben 

drei zueinander ortbogonalen Projektionen des Korpers befindet sicb dann 

2 

gewiB wenigstens eine Yon einem Flacbeninbalt W 


*) Yon der Literatur liber diesen Satz seien erwahnt: Steiner, tiber Maximum 
und Minimum bei denFiguren usw., Crelles Journal, Bd. 24,1S42 (aueh Werke, Bd. II). — 
H. A. Schwarz, Gottinger Nachrichten, 1884 (aucb Ges. Abhandlungen, Bd. II). — 
J. 0. Muller, Inauguraldissertation, Gottingen, 1903. 

Minkowski, Gesammelte Abhandlungen. H. 


IT 
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§ 7. Weitere Ungleichungen fiir die gemischten Tolumina. 

35. Es seien wieder % und t 2 zwei beliebige konvexe Korper und 
es mogen fiir sie F„ 7 t , F„ V s die biskerige Bedeutung (s. (61)) kabeu. 
Das Volumen eines Korpers + s 2 ® 2 , wobei s t > 0 and s a > 0 ist, 
kat den Ausdruek 


Si 8 F 0 + V i + 3s i s 2 2 F 2 + s 


V. 


'2 ' 3 


Wendea wir diese Form el auf eiaen Korper 


(1 + t) + ts$t 2 = + + sS s ) 

an wo t und s>0 seien, and ordnea die entstekende Formel nack t, so 

kommen wir zu folgender Bemerkung: 

Wenn durck t 1; & x + s® 2 ersetzt werden, so treten an die 

Sfcellen yon F 0 , V u F s> K die GroBen 

r 0 ,r 0 +sr u f 0 + 2sF x + s 2 f 2 , f 0 + 3sF x + 3s 2 f 2 + s s f s . 

Aus der Ungleickung V* - F 0 2 F 3 ^ 0 entstekt nun bei dieser Substitution 
die Ungleickung 

(F 0 + s V t f- F 0 2 (F 0 + 3s V t + 3s 2 F 2 + s 3 F.) 

= s 2 (3 F 0 (F X 2 - F 0 F 2 ) + s(F x 3 - F 0 2 F s )) ^ 0. 


Lassen wir kierin die positive GroBe s naek Null abnekmen, so gewinnen 
wir die folgende in den GroBen V { quadratiscke Ungleickung: 

(79) F x 2 ^F 0 F 2 . 

36. Yertauscken wir die Rollen der Korper $ x und ® 2 , so treten an 
die Stelle von F 0 , T t , F„ F 3 diese GroBen in umgekekrter Folge und aus 

(79) gekt die andere Ungleickung 

(80) F 2 2 ^ V 1 V 3 
herYor. 

Andererseits fiihren die zwei quadratiscken Ungleickungen (79) und 
(80) bei Elimination Yon V 2 zn 

F^^p^Fo 2 ^, 

mitbin zuriick zu der kubiscken Ungleickung, von der wir ausgegangen 
sind ; so da6 jene kubiscbe TJngleichung nnd die quadratiscke ((9) einander 
gegenseitig zur Folge haben. 

Dock bestekt in der Abkangigkeit dieser Ungleickungen yoneinander 
ein wesentlicker Entersckied, insofern als die Grenzfalle der quadratiscken 
Ungleickung sofort auck die Grenzfalle der kubiscken ergeben, dagegen 
nickt umgekekrt aus den Bedingungen, unter welcken in der kubiscken 
Ungleickung das Gleickkeitszeieken stattkat, voUkommen zu erseken ist ; 
wann das Gleickkeitszeicken in der quadratiscken eintritt. 
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37. Man kann nun die quadratiscbe Ungleiebung F x 2 > F 0 F 2 aucb 
auf einem direkten Wege durcb analoge Uberlegungen, wie sie zu der 
genaueren Ungleiebung (76) fiibrten, berleiten und gelangt alsdann aucb 
zur Kenntnis der Grenzfalle dieser quadratischen Ungleichung. Wir be- 
gniigen uns bier, das beziiglicbe Resultat obne Beweis anzugeben. 

Wir bezeichnen eine Stiitzebene go < 0 an einen konvexen Korper 
als eine Eckstutsebene an wenn wir cp = + 4 <p 2 + t s <p z setzen 

konnen, so daB t 1} t 2 , t s samtlicb > 0 und cp ± < 0, <p 2 < 0, <p z < 0 drei 
solebe Stiitzebenen an S' sind, deren auBere Normal enrichtungen undbhangig 
sind, d. b. nicbt einer einzigen Ebene angeboren. Ein konvexer Korper S 
beiBe ein Kappenkorper eines konvexen Korpers S) wenn mit Ausnabme 
nur von gewissen Eekstiitzebenen alle anderen Stiitzebenen an S zugleicb 
aucb Stiitzebenen an S r bilden. Der allgemeinste Kappenkorper einer Kugel 
wird erhalten, indem man die Kugel als Grundbestandteil nimmt, auf 
ihrer Oberflaebe eine endlicbe oder unendlicbe Anzabl von Kalotten be- 
zeicbnet, von denen keine die GroBe einer balben Kugelflacbe erreiebt 
oder iiberscbreitet und die untereinander bocbstens in den Randpunkten 
zusammenstoBen, und sodann die Kugel auf jeder dieser Kalotten mit der 
Kegelkappe versiebt, bei der die Kalotte als Basis dient und die Erzeugen- 
den des Mantels die Kugel in dem Rande der Kalotte beriibren. 

Es bestebt nun der Satz: 

In der Ungleichung F x 2 2> F 0 F 2 fiir zwei beliebige konvexe Korper 
und S 2 dann und nur dann das Gleichheitszeichen statt , wenn S\ 
homofhetisch mit S 2 oder mit einem Kappenkorper von S 2 ist. 

Bei einem vollkommenen Ovaloide kommen keine Eekstiitzebenen vor 
und kann ein solcbes daber niemals Kappenkorper eines anderen konvexen 
Korpers sein. Wenn also ein vollkommenes Ovaloid ist, gilt in 
F * 2 ^ F 0 F 2 das Gleicbbeitszeicben nur dann, wenn und §: ± selbst bomo- 
tbetiscb sind. 

Nehmen wir fur eine Kugel vom Radius 1, so ist F 0 das Yolumen, 
3 V t die Oberflaebe, 3 F 2 das Integral der mittleren Krummung von 
und Y 3 = s —— • Alsdann gilt F x 2 F 0 F 2 und bat bier das Gleicbbeits¬ 
zeicben dann und nur dann statt, wenn ^ eine Kugel oder ein Kappen¬ 
korper einer Kugel ist. Zweitens gilt F 2 2 V t V 3 und in dieser Unglei- 
ebung bat das Gleicbbeitszeicben dann und nur dann statt, wenn selbst 
eine Kugel ist. 

Banach liefern unter alien konvexen Korpern von gleicher Oberflache 
die Kugeln und die Kappenkorper von Kugeln das Maximum des Produkts 
aus Yolumen und Integral der mittleren Krummung und andererseits aUein 
die Kugeln das Minimum des Integrals der mittleren Krummung . Aus 

17* 
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diesen beiden Tatsachen zusammen folgt, daB unter alien konvexen Korpern 
Ton Member Oberflacbe die Kugeln das groBte Yolumen darbieten. 

38. Es seien jetzt &, drei beliebige konvexe Korper; das 

Yolnmen eines Korpers = s^i + s 2 ® 2 + s s ^ s , wobei s 1? s 2 , s 3 ^ 0, aber 
nicbt durcbweg 0 sind, stellt sicb durch eine ternare knbiscbe Form 

F= Vjki s j s k s i 

dar, wo jeder der Indizes die Werte 1, 2, 3 zu durcblaufen bat. Der 
Koeffizient V jhl bedeutet das gemischte Yolumen St k , ® ( ). 

Wir wenden nun die fur zwei konvexe Korper nacbgewiesene Un- 
gleicbung F x 2 — F 0 F 2 i> 0 derart an, daB wir fiir den ersten Korper 
+ + ftLr den zweiten 2 A + r h% + 2 A nebmen, wobei 

Pi, ■■■> Is lauter positive Parameter seien. Setzen wir 
VjkiPi 4 - VjtaPi 4 " VjksPa = F jk 3 

so wird bier 

r 0 -2!' p i*pjp» r * 

Wir nebmen nocb 

q 1 = tp x + r t , q 2 = ip% + r 2 > c h = tys + r s 
an-, dabei Jconnen r u r s , r s beliebige reelle Werte bedeuten nnd bei positiven 
Pit Pi: Ps ^ anTI stets t so groB gewablt werden, daB aucb g_ t , q. 2 , 2s s a™b 
licb > 0 sind. Die in Rede stebende Ungleicbung verwandelt sicb nun- 

mebr in . 

( 2 **#*$ ~ (2 p a^) ( 2 p ^)^°- 

Wir nebmen jetzt p s = 1 an und lassen die positiven Werte p u p, 
sicb der Grenze Null nabern; es entstebt dann bieraus: 

(Fu.r, 4- F 33 r,) 2 - V m (V m r* + 2 F m r x r 2 + F 223 r 3 2 ) ^ 0 
und dabei muB diese Ungleicbung fiir beliebige Werte r 1; r 2 gelten. Setzen 
wir nun 



Y 113? 

7 123? 

^133 

A (3 > ; 

y 213? 

I? 223? 

V 233 


^313 ? 

^323? 

T^qqh 


und bezeicbnen die adjungierte Unterdeterminante zum Element 
mit Wjf, so scbreibt sieli diese Ungleicbung 

(81) - TPfffi* + 2 WSr ± r t - 1*2>V > 0. 

Die Determinante der binaren quadratiscben Form recbts bier ist Uj33^ 


und folgt daber 


A^O. 

Femer baben wir insbesondere — —• TF^^O. 1st nun etwa 
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TFiS)>0, so gebt yermoge der Beziebung 


die Ungleicbung 


F us A® 


-Wif- 


T72 V V >0 

Y 123 Y 113 f 223 ^ u 


Iiervor. Analog erscblieBt man diese Ungleicbung, wenn — JJTg) > 0 ist. 

Hat man jedoeh sowobl — = 0 wie — W$ = 0, so rauB, da die 

Ungleicbung (81) fur beliebige r ± und r 2 stattbaben soil, durcbaus aucb 
__ o sein, und dann sind in die erste und dritte und ferner die 
zweite und dritte Reibe proportional und folgt dadurcb 

A (3 > = 0, — W!$ = 0. 

In alien Fallen gilt biernacb 

(82) ^l!s = ^113 ^223 * 

Yerbinden wir diese Ungleiehung mit den zwei Ungleicbungen 

(83) r *3 ^ Fin v m , f 2 | 3 ^ r& f 33S , 

welcbe die Beziebung F x 3 ^ F 0 2 F 3 fiir und $ 3 bzw. fiir $ 2 und 
yorstellen, so gelangen wir durcb Elimination yon V 113 und F 223 zu 

(84) F 123 Fin F 22 2 F 33S . 

Dabei kann in dieser Ungleicbung das Grleicbbeitszeicben nur stattbaben, 
wenn in beiden Ungleicbungen (83) das Gleicbbeitszeicben gilt. Damit 
kommen wir zu folgendem Satze: 

Drei beliebige konvexe Kbrper vom Volumen 1 (bier _ , 3 _ &.->, 

' Yv w Yv m 

- 1 ergeben stets ein gemischtes Volumen ( namlich s-======V 

W,„ 7 v Yv^v^VtJ 

das 1 und nur dann = 1 ist, wenn alle drei Kbrper einander homo - 
thetisch sind. 

Die frubere Ungleicbung F x 3 F 0 2 F 3 gebt aus diesem Satze, ebenso 
die Ungleicbung V 2 F 0 F 2 aus (82) als spezieller Fall beryor, wenn der 
zweite und dritte Korper identiscb gesetzt werden. 

39. Es seien $ 2 , . m beliebige bonyexe Korper. Wir wenden 
die Ungleicbung (82) fiir drei konvexe Korper an, indem wir fiir den 
ersten einen Korper fiir den zweiten einen Korper ^(tp { + ri)& a 

for den dritten einen Korper SsM^ (i = 1, 2, . . m) nebmen, wobei die 
r £ beliebige GrroBen und die Werte p i} tp t + r i? s { samtlicb positiy sind. 
Setzen wir 

V(@p $ k , ® z ) = Vjiii Vjki s i + Vjk2 s 2 + * * * + V Jkm $ m = S jk , 

so wird die betreffende Ungleicbung 

(2 8 J^s r i) S ~ (2 S J* r i r *) — 0 ’ 
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sie bedeutet, daB die quadratische Form J£3 jk r j r k bei einer Transformation 
in ein Aggregat von Quadraten reeller unabhangiger linearer Formen mit 
positiven oder negatiYen Yorzeichen ein einsiges Quadrat mit positivem und 
im ubrigen tauter Quadrate mit negativem Vorseichen darbieten muB. Im 
besonderen muB danacb die Determinante dieser Form mit (—l) m -i multi- 
pliziert, stets ^ 0 sein, d. h. far beliebige positive Werte s 1} s 2 , 
muB stets die Ungleicbung 

(85) (- l)” 1 " 1 1 Fj*i s i + r jlt s, H-+ r jim s m I ^ 0 

besteben. 

§ 8. Stetig gekrii innate konvexe Korper. 

40. Das aUg emeine Theorem f\ s F 0 2 F 8 fur zwei beliebige konvexe 
Korper ist aufs engste mit gewissen Fragen uber die Kriimmung konvexer 
Korper Yerkniipft. 

Sind & und zwei beliebige konvexe Korper, so wollen wir den 
Wert 3 V(St', $) die Relativolerfldche von $ in bemg auf !$' nennen. 
Es seien IT und S' die Stutzebenenfunktionen von $ und Wir nebmen 
$ z unaehs t als ein vollkommenes Ovaloid an und verwenden dafiir die in 
§ 3 eingefubrten Bezeiehnungen; alsdann gilt nacb (24) und (18) der 
Ausdruck 

(86) 3 7(St', St, St) =fs' (28 T - S 3 ) d*-JiE'df ; 

darin bedeutet df das Flachenelement der Begrenzung von R, welches durch 
parallel© Normalen dem Element dco der Kugelflache ffi entspricht, und 
RT — S 2 das Produkt der Hauptkrummungsradien, die reziproke Gaufisehe 
Kriimmung, an der Stelle you df. 

Setzen wir S' = S + dS, so hat der Korper (1 — f)R + tR', wenn 
£>0 und <1 ist, die Stiitzebenenfunktion jET + tdS. Die Differenz aus 
dem Volumen dieses Korpers und dem Yolumen Yon R ist dann bis auf 
GrroBen you der Ordnung t 2 gleich 

_ s 2 ) d<0 = t f dEdf. 

41. Diese Beziehungen, die jedenfalls bei einem Yollkommenen Ovaioide 
R stattbaben, Yeranlassen uns nun zu folgender Definition: 

Ein konvexer Korper R soli stetig gekrummt Tieifien, wenn fur ihn eine 
auf der Kugeloberfldche ($ stetige mid durchweg positive Funktion F*=F(a$ } y) 
existiert derart , dafi die Relativoberflache von R in bemg auf einen le- 
liebigen konvexen Korper R' mit der StiltsebenenfunMion S' immer den 
Ausdruck hat: „ 

(87) 3 F(r, St, R) - / S'Fdm . 
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Diese Funktion F(a, ft, y) (oder F(&, ip)) wollen to darru die Kriim- 
tnungsfmMon des Korpers $ nennen. Zunachst leuchtet ein, daB bei 
einem stetig gekriimmten Korper S' diese Funktion jedenfalls eine durch- 
■aus bestimmte ist. Denn nehmen wir an, es gabe fur & nock eine zweite 
auf © stetige und positive Funktion F* {a, (3, y), welche in derselben 
Weise wie F in (87) eintreten konnte, so ware dann fiir jeden beliebigen 
konvexen Korper Si' stets 

(88) I* 'F*dco =f H ‘ Fd<n, J‘. H' (F* — F)dto = 0. 

Da F* — F auf @ nicht durchweg Null ist, konnen wir auf @ einen Punkt 
finden, wo F* — F=%=0 ist, und hernach konnen wir, da F* — F auf ® 
stetig ist, eine ganze Kalotte um diesen Punkt bestimmen, (die wir kleiner 
als eine Halbkugel wahlen), so daB F* — F daselbst uberall === 0 und also 
yon konstantem Vorzeichen, etwa stets > 0 ist. Wir setzen auf die 
Kalotte die Kegelkappe, bei welcher die Kalotte die Basis bildet und die 
Erzeugenden des Mantels die Kugelflache @ im ftande der Kalotte be- 
riihren, und nehmen nun in der Grleichung (88) fiir einmal den Korper, 
der aus der Kugel & und dieser Kappe besteht, ein andres Mai © selbst, 

so hat das Integral s* (F* — F)dco im ersten Falle einen groBeren Wert 
als im zweiten Falle und kann daher nicht in beiden Fallen Null sein. 

42. Nehmen wir mit dem Korper S', fiir den (87) gebildet ist, die 
Translation Yom Nullpunkte nach einem Punkte a, b , c Yor, so ist 
H' (u 7 y) durch 

H' (a, y) + act + bfi + cy 

zu ersetzen. Da nun hierbei der Wert 3 F($', $) sich nicht andert und 

die GrroBen a 7 b 7 c vollig beliebig sind, so ersehen wir: 

IHe Kriimmungsfunktion F fur einen stetig gekriimmten Korper nmji 
stets die drei Bedmgungsgleichungen erfullen: 


(89) 


f a 


ccFdco = 0, 




-0. 


Andererseits erhellt, daB, wenn wir mit ® eine Translation vornehmen, 
dabei die Kriimmungsfunktion inYariant ist. Unter den samtlichen, aus 
$ durch Translationen abzuleitenden Korpern konnen wir einen bestimmten 
Korper durch die Lage des Schwerpunkts fixieren. 

Ist t ein positiver Parameter, so hat t$t die Kriimmungsfunktion t 2 F, 
wenn F die Krummungsfunktion you $ ist; dieses folgt unmittelbar aus 
der Formel 

3 F(r, tst, t«) = 3 1 2 r(R', St, St). 

43. Unsere weiteren Entwicklungen nun werden darauf gerichtet sein, 
den folgenden sehr bemerkenswerten Satz zu beweisen: 
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1st F '(«, p, y) eine auf der Kugelflache © beliebig vorgeschriebene, daselbst 
stetige imd dwrchweg positive Funktion, welche die drei Bedingungsgleichmgen 

j* iuFdco = 0 , J @Fda = 0, J yFdc3 = 0 


erf Hilt, so gibt es immer einen stetig gekriimmten konvexen Korper g mit 
F{a, y) als Kriimmungsfmktion, und dieser Korper ist bestimmt bis 
auf eine wilTkurliche Translation, durch die man ihn noch abandern kann, 
also eindeutig festgelegt, wenn noch zusatzlich gefordert wird, daB sein 
Schwerpunkt im Nullpunkte liegen soli. 

Wir heweisen zunachst den Xachsatz, daB den hier gestellten 
Forderungen, wenn iiberhaupt, jedenfalls nnr durch einen einzigen Korper 
geniigt werden kann. In der Tat, nehrnen wir an, es sei ein konvexer 
Korper £ gefnnden mit F als Krummungsfunktion und mit dem Schwer- 
punkte im Nullpunkte, und es sei H die Stiitzehenenfunktion Ton S. 
Zunachst ist klar, daB unter den mit St homothetischen Korpern kein 
anderer diese heiden Eigenschaften mit & teilt. 

Das Yolumen von £ ist durch 


V ■- 


ifi 


HFdcj 


dargestellt. .1st sodann S' mit der Stutzebenenfunktion H' und dem 
Yolumen V' ein beliebiger konvexer Korper, der mit S nicbt homotbetisck 

ist, so ergibt das allgemeine Theorem 
Si 1 ' angewandt: 


Vi 


v r 


> 3 -p=. auf die Korper ® und 


Vv 3 i /r e 


(90) 


t fw Fdm> ^M Fdo - 


Darin sind nun 


H 


ff ' 

und 3 “= die Stdtzebenenfunktionen der Korper 

yy 


£= 3 -^^ und £' = 

Vv 

und diese zwei mit $ bzw. S' homothetischen Korper sind dadurch charakte- 
risiert, daB sie ein Yolumen = 1 haben. 

Damit kommen wir zu folgendem Ergebnisse, welches zeigt, daB der 
Korper eindeutig bestimmt ist. 

Man betraehte fur able moglichen Jconvexen Korper & vom Volumen 1 
das Integral 

= LFdco, 

wobei L » L(u, §, y) die Stutzebenenfunldion von S und F= F(cc, ft, y) 
die gegebene Funktion fur die Argumente a, (5, y } die JsTormdle in do, be- 
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chute; gibt es einen stetig gekriimmten konvexen Korper $ mit F als 
Kriimmungsfimktion, so hat dieses Integral J( 2) fur einen ganz bestimmten 
Korper 2 mit dem NaUpunkte als Scluverpunkt (and fur die aus ihm (lurch 
Trcmslationen hervorgehenden Korper) einen kleinsten Wert J, unci alsdann 
ist $ identisch mil ]/j 2 oder geht aus letzterem Korper durch eine Trans¬ 
lation hervor . 

44. Zugleich werden wir bierdureb auf ein gewisses Variationsproblem 
bingewiesen, das in nabem Zusamraenbange mit der von uns zu bebandeln- 
den Aufgabe stebt; und in der Tat erkennen wit sofort, daB die Differen- 
tialgleicbung zu diesem Variationsproblem 

BT-S 2 ^F(&, i>) 

wird, worm F die gegebene, den Grleicbungen (89) geniigende Fnnktion 
ist, und die in i? ; S, T auftretende Funktion j ff(#, if) gefunden werden 
soli. Diese Grleicbung ist nach den Ausdriicken yon it, S, T in (17) fur 
t) eine quadratische Differentialgleicbung zweiter Ordnung yon dem 
Monge-Ampereseben Typus; sie transformiert sicb, wenn wir auf der 
Oberflacbe des gesucbten Korpers die Koordinate z als Funktion you x y y 
einfubren, in die Gleicbung: 

rt-S 2 = f(p, q ) 

fiir diese Funktion z(x , y ), wobei 

02 _ d_z_ _ C*Z _ m 0 2 s d'Z _ 

ex -P’ dy dx 2 cxdy S7 cy* 

gesetzt ist und 

f(pi I) ___ jp 

{ i+p* +q r~- r 

als eine beliebige eindeutige und stetige Funktion in 

_ —p * — g ^ __ 1 

yi +p a +g 2 ’ yi+^ 2 +2 2> v yr+ j s t2 ! 

Yorgescbrieben sein kann, die nur den Gleiebungen (89) zu geniigen bat. 

Wir werden jetzt ein gewisses Problem mit einer nur encllichen An- 
zabl yon Parametern, sozusagen eine Art yon Differenzengleicbung erledigen 
und bernacb yon diesem Probleme aus dureb einen G-renztibergang zur 
Losung der bier gestellten Aufgabe, die von einer kontinuierliehen Funk¬ 
tion F bandelt, gelangen. 

§ 9. Bestimmung eines Polyeders durch die STormalen und die 
Inhalte der Seitenfiachen. 

45. Es sei 5)5 ein beliebiges Polyeder mit n Seitenfiachen, die in 
irgendeiner Ordnung numeriert seien. Wir wollen annebmen, der JSTull- 
punkt liege in 5)5 selbst, sei es im Inneren, sei es auf der Begrenzung 
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von Wir bezeicbnen fiir i = 1 , 2, .. n mit (a it fa, y.) die auBere 
FTormale, mit F { den Flaebeninhalt der i ten Seitenflache von ip, mit p. 
die Lange des vom Nullpunkt auf die Ebene dieser Flacbe gef allten Lotes, 
endlicb mit V das Yolumen von ip. 

Die Ricbtungen (a i} fa, y t ) sind gewiB so bescbaffen, daB sie niebt 
samtlicb einer Ebene angehoren; die GroBen F { sind samtlicb > 0. Bei 
einer Translation des Polyeders 9P bleiben alle GroBen a if fa, y., F t un- 
geandert. 

Indem wir das Polyeder ip nacb der in § 2 entwickelten Metbode als 
Grenze von vollkommenen Ovaloiden darstellen und die Formel (86) beran- 
zieben, gewinnen wir die folgende Regel: 

1st G ein beliebiger Jconvexer Korper, Q seine StutzebenenfunMion und 
setsen wir dllgemein Q(a„ fa, y { ) = q { , so wird das gemischte Volumen 

(91) F(G, ip, «P) = y (Fi 2l + F 2 & + • • • + F n q n ). 


Insbesondere 

Ausdruek 


(92) 


entnehmen wir daraus fur das Volumen von ^ den 
V = Y (F llh +F 2 p 2 +--- + Fjo n ). 


Genau so, wie wir aus (87) die drei Gleicbungen (89) folgerten, 
scblieBen wir aus (91) durcb beliebige Translation des Korpers G auf das 
notwendige Besteben der drei Gleicbungen: 


(93) 0; 

Bezeiehnen wir das Volumen von D mit F* und bilden wir unsere 
allgemeine Ungleicbung in bezug auf das Polyeder als ersten 

und den Korper D als zweiten Korper, so finden wir, daB stets 


^94^ jjjji ~b js fe H~ ' ‘ • 4 ~ F n g_ n ^ FiPi Hh K 2 p 2 ~i I" F n p n 

y s' yk 

ist und bierin das Gleicbb.eitszeieb.en nur dann gilt, wenn £l mit bomo- 
tbetiscb ist* 

Wir werden nunmebr den folgenden Satz beweisen*): 

Us seien n beliebige Eichtungen (a iy ft i} yf) fur i — 1, 2,.. n gegelen, 
die nicht samtlich einer Ebene angehoren , und dazu n beliebige positive 
Groften F i? so daft die drei Gleicbungen bestehen 

2F&-0, 2F&- 0, 2F i7i ~ 0 (*-l,2,...,i»); 

alsdann gibt es stets ein Polyeder mit n Seitenflachen 7 wofiir die Eichtungen 


*) Diesen Satz habe ieh zuerst in dem Aufsatze: Allgemeine Lehrsdtze tiber die 
Jconvexen Polyeder , Gottinger Kaclmeliten, 1897, publiziert. (Dies© Ges. Abbandlnngen, 
Bd. H, S. 103. 
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(a f , ft i} y t ) die aufieren Normalen und die Gr often F { die Fldcheninhalte 
dieser Seitenflachen bilden, und dieses Polyeder ^ ist volllcommen bestimmt 
bis auf eine beliebige Translation, durch die man dasselbe nocli variieren 
Icann, also eindeutig festgelegt, wenn ferner nodi die Lage seines Schwer- 
punktes beliebig vorgeschrieben wird. 

46. Um zu einem Beweise dieses Satzes zu gelangen. fassen wir jetzt 
die Gesamtheit aller moglichen Polyeder mit n oder weniger Seitenflachen 
ins Auge ; welche die aufieren Normalen der Seitenflachen nur unter den 
n Richtungen (a v ft £ , yft besitzen und welche ferner den Nullpunkt in 
sich schliefien. 

Sind q lf q i} . . q n irgendwelche n Grofien, samtlich 0 und derart, 
dafi die n Ungleichungen 

(95) Ci £ x + ft £ y + y t B <L q { (i =1,2,..., n) 

ein wirkliches Polyeder definieren, so bezeichnen wir dieses Polyeder mit 
St(3i> 2 *» ■ ■ •> 2 *) oder @(t)> sein Volumen mit V(q 1 , q 2 , .. q j oder F(j f ), 
Dabei kann aucli ein Teil dieser Ungleichungen eine Folge der iibrigen 
sein, das Polyeder also weniger als n wirkliche Seitenflachen besitzen. 
Wir bezeichnen ferner mit qj* den groBten Wert von a £ x + -y -f y.z in 
®*r diejenigen Indizes i, wobei $ eine wirkliche Seitenflache mit 
der Normale {a i7 ft, yj) besitzt, ist immer q*=q. f wahrend wir bei den 
anderen Indizes nur q £ ^> qj* behaupten konnen. Wir nennen q{* } ..., q* 

die iangentialen Parameter von ®(q l7 q 2J . .., 2 a )*5 offenbar ist 

&(&> 2s > ■ ■ ; &) = ®(2i* 2i* • • •» 2.*) • 

Existiert nnn ein Polyeder p 2 ? • • gemaB den Forderimgen 

nnseres Satzes, so zeigt die Ungleichung (94), daB unter alien vorhan- 
denen Korpern $(jl l7 q 2) * • J n ) eben dieses Polyeder ^ und die ihm homo- 
thetischen Korper den kleinsten Wert des Ausdrucks 

Fj gi + F* ffs + ' —r Fn%n 

(,F(2i,g 2 ,...,2„))^ 

liefem. Daraus erhellt zunachst der letzte Teil jenes Satzes, dafi namlieh 
das gesuchte Polyeder ^ gewiB nur auf eine Art, abgesehen von einer 
Translation, bestimmt werden kann. 

Nunmehr wollen wir die wirkliche Existenz jenes Polyeders $$ dartun. 

47. Wir zeigen vor allem, daB, wie die n Richtungen (a £7 ft, yj) 
vorausgesetzt sind, gewiB irgendwelche Polyeder M{q i7 q 2 ,.. q n ) vor- 
handen sind. In der Tat, der durch die n Ungleichungen 

(96) a t x + ftiH 4- Vi* < 1 (i = 1, 2 , ■ ■ ■, n ) 

definierte Bereich ®(1, 1,..1) — $(1) stellt ein solches Polyeder, und 
zwar wirklich mit n Seitenflachen vor. Denn diese Ungleichungen sind 
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die Bediiigungen yon n verscliiedenen Tangentialebenen an die Kugel @* 
der Bereich enthalt daher die Kngel @ in sieh und besitzt jene n Ebenen 
als extreme Stiitzebenen. Andererseits kann dieser Bereich S(l) sicb nicbt 
ins Unendliche erstrecken; denn der Abstand eines beliebigen Punktes 
x, y,z in ibm von der i ten jener Stiitzebenen wird 

— — fay - 0 

und entnebmen wir aus den Gleiehungen (93) dann 

(i=l,2,...,n). 

Da die Werte F i samtlich > 0 sind, bestebt hiernach fiir eine jede 
GroBe eine obere Greuze. Nun konnen wir unter den Stiitzebenen (96) 
gewiB drei solcbe herausgreifen, die sicb. in einem Punkte schneiden; 
durcb die oberen Grenzen der drei zugehorigen GroBen werden dann 
drei zu ibnen parallele Ebenen angewiesen, welcbe mit den ersteren zu- 
sammen ein Parallelepipedum bestimmen, in dem der Bereicb ®(1) ganz 
entkalten sein muB. Danacli liegt dieser Bereicb ganz im Endlicben. Das 
Tolumen von £(1) setzen wir = alsdannbat . .,Z) dasYolumenl. 

Weiter wird iiberbaupt fiir beliebige endlicbe Werte q ly q 2 , .. q n der durcb 
die Ungleiebungen (95) bestimmte Bereicb ganz im Endlicben liegen und 
bei lauter positiven Werten q. stets ein wirklicbes Polyeder, wenn aucb 
nicbt burner mit n Seitenflachen, vorstellen. 

48. Wir betrachten jetzt in der w-fachen Mannigfaltigkeit 9E von n 
beliebig veranderlichen reellen GroBen q 1 ,q 2 ,. . q n den Bereicb SB aller 
solcben Systeme g 1? g 2 , . . q nJ r Punkte“ (q t ), wobei q t 0, q 2 ^ 0, .. q n ^> 0 
ist und den Groften q 1} q 2> .. q n ein Polyeder $(q 1? q 2 , * • q. n ) von einem 
Yolumen 

^ (fit ? 0.2 ? * • * J Qn) ~ ^ 

entsjprkht . 

Sind ( r i ) und (si) (i *1,2,..., n) zwei beliebige Punkte dieses Bereicbs 
SB und (r t -*) bzw. (s?) die tangentialen Parameter von $(ri) und $ (si) und 
ist 2 ? ein Wert >0 und <1, so besitzt der aus diesen zwei Polyedern 
abzuleitende Bereicb (1 — J0®(r £ ) + t$t($i) nacb (77) ein Volumen 

^ ((i - 1) Vrffi + 1V ^ ((i - 1) + ^- i • 

Die Stiitzebenenfunktion des letzteren Bereicbs bat fur die Argumente 
a ij Pi? 7i den Wert (1 — f)rj* + ts und danacb ist dieser Bereicb ent- 
weder identiscb, oder, wenn nicbt identisch, so docb jedenfalls ganz ent- 
balten in dem Bereich 

+ fiiV + Vi* ^ (1 — t)r* + tsf (i — 1,2,...,n), 

der dadurch gewiB auch ein Polyeder vorstellt, und um so mehr dann 
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onthalten im Polyeder $((1 — t)r £ ~ f- is?). Mithin ist fiir das letztere Polyeder 
notwendig ebenfalls das Volumen 1, also 

F((l — t)r £ + ts^) ^ 1. 

Der Bereicli 95 bat danach die Eigensekaft, mit irgend zwei Punkten 
(r t ), ( s 7) stets die ganze sie verbindende „Strecke“ von Punkten ((1 — t) r i + ts £ ) 
zu entbalten, und ist deshalb als ein „konvexes Gebilde u in der Mannig- 
faltigkeit SK anzusprecben. Da F(g 1; q 2? . . q n ) eine stetige Funktion der 
Argumente ist, wird ferner der Bereicli SB abgeschlossen sein und wird 
seine Begrenzung von denjenigen Punkten (g-) gebildet werden, fiir welche 

V(<h, <h, ■ ■ ; O = 1 

ist. Wir haben jetzt nach dem kleinsten Werte des mit den gegebenen 
positiven GroBen F i zu bildenden linearen Ausdrucks 

(97) -^i2i + F 2 q 2 + -f- F n q n 

im ganzen Bereicbe SB zu fragen. Der Bereicli SB erstreckt sick ins Un- 
■endliehe. Insbesondere ist q 1 = q 2 = • • • = q n = l ein Punkt aus SB. Nun 
wird durch die IJngleichung 

■fiffi + F 2 q 2 + ' * * + F n q n l(F t + F 2 + • - * + F n ) 

ein Teil Ton SB bestimmt, der ganz im Endlicben liegt und zum mindesten 
jenen speziellen Punkt enthalt. In diesem Teile hat der Ausdruck (97) 
sicher einen bestimmten kleinsten Wert, welcher nun zugleich das Minimum 
dieses Ausdrucks (97) im ganzen Bereicbe SB sein wird. 

_5 

Dieser kleinste Wert yon (97) in SB sei 3F% und es sei r v r t9 .. r n 
ein Punkt in SB, fiir den dieser Wert eintritt. Der Punkt (r £ ) Hegt dann 
jedenfalls auf der Begrenzung von SB, es stellt also $(r t .) ein Polyeder 
vom Volumen 1 yor. Nehmen wir mit diesem Polyeder diejenige Trans¬ 
lation yor, wodurcb sein Scbwerpunkt in den Nullpunkt fallt, so treten 
an Stelle der Parameter r £ gewisse Werte + + cy^ fur diese 

bat dann aber der Ausdruck (97) genau denselben Wert, da wir fiir die 
GroBen F t die Gleichungen (93) als bestebend angenommen baben. Danacb 
konnen wir aucb yon yornherein uns die Parameter r. so bescbaffen denken, 
daB der Scbwerpunkt yon S (r { ) sicb im Nullpunkte befindet. Als dann 
sind notwendig die GroBen r 19 r 2 ,. . r n samtlicb > 0. Fiir alle Punkte 
{q f ) in SB gilt nun die Ungleicbung 

(98) ^ + ^ + - + ^2.^87* 

und baben wir bierin also die Bedingung einer „Stiitzebene“ an SB durcb 
den Punkt (r f ), d. b. einer solcben Ebene, welcbe auf einer Seite yon sicb 
gar keinen Punkt yon 95 liegen bat. 

Fiir das Polyeder $(r 17 r 2 ,. . r n ) bedeute allgemein <t> £ den Flacben- 
inbalt der Seitenflache mit der auBeren Norm ale (a i9 y z ), wobei wir 
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<j>. = 0 zu setzen batten, falls eine solehe Seitenflacbe im Polyeder nicbt 
wklicb vorkame. Alsdann konnen wir zeigen, daB die Ebene 

-J-OMi + ‘Ms + • • • + MJ = 

die jedenfalls durcb den Punkt (r f ) geht, die einzige Stutzebene an 58 
durcb diesen Punkt yorstellt, daB mitbin die n Gleicbungen 

(99) (*-l,2,...,n) 

gelten raiissen. Penn batten nicbt diese yi Gleicbungen samtlicb statt, 
sp konnten wir in der durcb (98) dargestellten Stutzebene an S3 einen 
Punkt (r,. + s { ) finden, fur den 

j (OjSj + cD 2 s 2 + . . ■ + O n s n ) > 0 

ausfallt und nocb alle Werte r ; + s,.> 0 sind. Nun ist F(rJ = 1 und 
nacb (91) das gemiscbte Yolumen 

7(fl<r«+«,), a<r,), ft(r,)) = 1 + 1; 

infolgedessen wird das Yolumen von (1 — 2)®( r ») + s t ) dem Aus- 

drucke (60) zufolge bei binreichend kleinen positiyen Werten t sicber 
> 1 und umsomekr nacb den oben gemacbten Bemerkungen dann 

7((1 -t)r i + f (r, + $$) = V(r t + ts z ) > 1. 

Dieses konnte aber nicbt der Fall sein ? weil der Punkt (r i + ts^) in einer 
Stutzebene an S3 liegt, somit gewiB nicbt ein innerer Punkt yon S3 
sein kann. 

Damit ist in der Tat bewiesen, daB die n Grleicbungen (99) gelten 
miissen. Setzen wir so besitzt alsdann das Polyeder @(p £ ) zu 

den Normalen (a { , y t ) die Inbalte F i der Seitenflacben, entspricbt mit¬ 
bin genau den Forderungen unseres Satzes in 45. 

§ 10. Bestimmung eines konyexen Korpers zu einer gegebenen 
Eriimmungsfunktioii. 

49. Auf den soeben gewonnenen Satz uber Polyeder griinden wir 
nun den Beweis des Satzes in 43. liber die Existenz eines stetig gekrummten 
bonyexen Korpers zu einer gegebenen Kriimmungsfuinktion. Dabei wird 
uns namentlicb die in (76) abgeleitete untere Grrenze ftir die Differenz 
7,^*7, von Nutzen sein. 

Zunacbst baben wir eine Bemerkung uber gewisse Einteilungen auf 
der Kugelflacbe © (# 2 + y 2 + £ 2 — 1) vorauszuscbicken. Unter der Winkel- 
distanz zweier Punkte x und r* auf © wollen wir den Winkel tor* der 
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Radien vom Nullpunkte o nach diesen Punkten versteben. Es sei 6 ein 
beliebiger positiver Wert, den wir < y annebmen. Wir bestimmen auf 
® sukzessive Punkte r 1; r 2 , . .. derart, da6 die Winkeldistanz jedes folgen- 
den Punktes you alien vorbergehenden > 6 ist. Da die Oberflache Ton @ 
eine endlicke GrroBe bat, konnen wir eine solche Reibe von P unk ten nicbt 
unbegrenzt bilden, sondern wir gelangen scblieBlicb zu einer endlichen 
Beihe x 1} r 2 ,. . ., r M derart, da/3 nun fiir jeden beliebigen Punli r auf @ 
writer den n Winkddistanzen von r nach r 2 , r 2 ,. . x n immer wenigstens eine 
6 ausfallt. 

Es seien rj ( , die Koordinaten von X t (i = 1, 2, . . n). Die n Un- 

gleicbungen 

& + Viy + &< 1 (* = 1,2,..., n) 

bestimmen alsdann ein Polyeder mit n Seitenflacben das ganz in der 
Kugel mit 0 als Mittelpunkt vom Radius entbalten ist. Die Pyramide 
mit o als Spitze nnd 9ft z . als Basis scbneidet aus der Kugelfiacbe © 
eine Partie ©,. beraus, den Bereicb aller der Punkte r auf @ ? far welcbe 
die Winkeldistanz von dem betreffenden Punkte r* nicbt groBer als yon 
irgendeinem der anderen n — 1 Punkte r,- (j =j= 0 ist. Es sei E £ der 

Flacbeninbalt yon @ £ ; das Gebiet @. entbalt gewiB alle Punkte auf © mit 

0 

einer Winkeldistanz <; — yon r* und ist selbst ganz entbalten im Gebiet 
aller Punkte auf © mit einer Winkeldistanz 8 von r s ; daraus folgt 

2tc(1 — cos yJ < E-<C 2jz(1 — cos 0). 

Da uberdies 

E x + J? 2 +- \-E n =4x 

ist, so baben wir 

Y n { cos y) <1<y^(1 — cos 8 ). 


50. Es sei nun F(a } y) die gegebene auf @ durcbweg stetige und 
positive Funktion, welcbe die drei Gleicbungen 

== 0 7 J* | @Fda = 0, 

erfiillt und als Krummungsfunktion eines gewissen konvexen Korpers 
erkannt werden soil. 

Yersteben wir unter ct*, (}*, y* ebenfalls einen beliebigen Punkt auf ©, 
so stellt 

(101) S(cc*, j}*, y*) =Y t /* KK * + PP* + yy* \ F(a } (3, y)dco 

eine Funktion der Arguments a* 7 (3*, y* dar, welcbe gleicbfalls auf © durcb¬ 
weg stetig und positiv sein wird ; und besitzt diese Funktion dann auf © 



( 100 ) 


/■ 


aFdco 
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ein bestimmtes Minimum, das wir S 0 nennen und das aucb nocb > 0 
sein wird. 

51. Wir denken uns jetzt eine Massenbelegung der Kugelflache @ 
vorgenommen, wobei die Flacbendicbtigkeit an einem Punkte u,\3,y dureh 
F(cc, P, y) dargestellt ist. Der Schwerpunkt der Belegung des Gebiets (ft 
"wird alsdann, da der Sektor o (ft mit 0 als Spitze und (ft als Basis ein 
konvexer Korper ist und die Punkte auf (ft eine Winkeldistanz 6 von x. 
iaben, ein P unk t q ; sein, der eine Entfernung cos 6 und < 1 von o 
besitzt und so gelegen ist, dab der Strabl oq 2 . in seiner Verlangerung 
einen Punkt ft innerbalb (ft trifft. Wir bezeicbnen mit a { , ft, y. die 
Koordinaten von ft, so dafi oft^, qJ ; , die von q. sind. Setzen wir nock 

( 102 ) 

(*«) 

so wird 

(103) / aFda = a t F„ fpFdco = ftJft, ( yFdco = %-F); 

(<) <d (4 

darin sind die vier Integrate iiber den Bereicb (ft zu erstrecken. Fur die 
dam it eingefiihrten n Ricbtungen a i} ft, y t und n positiven GroBen F t 
werden nunmebr auf Grand der Gleickungen (100) die Beziebungen 

(104) 2<*iFi= 0, 2Pi F i= 0; ^ViFi=0 (i-l,2,...,n) 
stattbaben. 

Jeder Punkt auf © besitzt yon wenigstens einem der Punkte x. eine 
Winkeldistanz 8, und sodann Ton dem zugehorigen Punkte p i gewiB 
eine Winkeldistanz <2 8, weil immer r* von p. eine Winkeldistanz <6 
hat. Da wir nun 28 <~ vorausgesetzt haben, konnen hiernach die 
n Richtungen a i7 {3 £} y { gewiB nicht samtlich in einer Ebene liegen. 

Nach dem Satze in 45. wird es nunmehr ein ganz bestimmtes Polyeder 
ip geben mit n Seitenflachen, den Richtungen (a-, ($ i7 y t ) als auBeren Nor- 
malen und den GroBen F. als Fracheninhalten dieser SeitenfLachen, und 
zudem noch mit dem Schwerpunkte im Nullpunkte. 

52. Wir haben jetzt noch einige allgemeinere Abschatzungen zur 
Sprache zu bringen. 

Ist S ein beliebiger konvexer Korper mit dem Schwerpunkte im Nul1- 
punkte, H die Stiitzebenenfunktion von so wollen wir das Integral 

(105) y JH(cc, p, y) F(a, ft, y) dca = J (£) 

schreiben. Es sei G das Maximum unter den Werten S{cc 7 y) auf 
also der Radius der kleinsten, den Korper ® ganz in sieh enthaltenden 
Kugel mit dem Nullpunkte als Mittelpunkt, und etwa Ga*, Cr^* Gy* 
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ein soleher Punkt der Begrenzung von 8, der vom Nullpunkte die Ent- 
femung G kat. Naek der Definition der Stutzebenenfunktion ist da-nn 
sicberlicb immer 

(106) G(ua* + pp* + yy*) £ H(a, fi, y). 

Andererseits baben wir, weil der Sckwerpunkt von 8! sick im Nullpunkte 
befindet, mit Riicksicht auf die Ungleicknng (59) stets 

(107) H (a, P, y) < 3 R(— a, — P,—y). 

Wir wenden nun auf das Integral (105) die Ungleickung (106) fur 
alle diejenigen Riehtungen a, p, y an, wobei aa* -\- pp* yy* ^0 ist, 
und macken fiir die anderen Ricktungen von (107) Grebrauch; beackten 
wir nock, dafi zufolge der Gleickungen (100) das Integral 

yJ*\ pp* + yy*\F(cc, p, y)dco, 

erstreckt liber die halben Kugelflachen von wo ctcc*yy* > Q 
bzw. < 0 gilt, beide Male denselben Wert hat, mithin, nach der in 50. 
erklarten Bedentung der Grrofie S Q , jedesmal sein muB, so folgt 

(108) J(St) ^>±(S 0 + ±.S 0 )G = ±S 0 G. 

Setzen wir V ' 

(109) jF{u, p,y)da>~O 0 , 

so wird andererseits 

(110) 

Bei der Annabme F(a, y) = 1, wobei die Relationen (100) jeden- 
falls erflillt sind, geht anf diese Weise insbesondere 

(HI) ^G>\ fHdn^^G 

bervor. J ~ 9 

Setzen wir S(a i7 fa, %) = q., so ist nach (91) das gemisehte Volumen 

(112) F(ft, '$)=±(F 1 q 1 + F,q i +-.. + F nin ). 

Jeder Punkt a, y auf @ besitzt von wenigstens einem Punkte cc i: f3 if y i 
eine Winkeldistanz <20 ; also eine geradlinige Distanz <2si n6 und gilt 
alsdann nach. der Ungleichung (6) in § 1 immer: 

I &(<*? ft 7) — S(cc i? ft, jO|<2sin0. G. 

Mit Hilfe dieser Beziehung und der Pormeln (102) gewinnen wir 
aus (105) und (112) einerseits: 

(113) j(St) > V(St, «|5) - 2 sin 6 • 0 O <?; 
andererseits: 

( 114 ) SZo $) > J-(«) - 2sin^ • 0 0 G. 

Minkowski, G-esammelte Afthannungert. II. 
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53. Die abgeleiteten Ungleicbungen benutzen wir zunacbst, urn in 
betreff der Ausdebnung des in 51. konstruierten Polyeders $ gewisse 
Grenzen nacbzuweisen. Es sei P(«, «, ») die Stiitzebenenfunktion you % 
N das Maximum miter den Werten P(«, P, y), ferner F das Yolnmen 
von 9(5. Aus (111) entnebmen wir 


(115) 




Die Oberflacte you ist 

(116) F t + F 2 + -h F n <O 0 und > cos 6 ■ 0 0 . 

Wenden wir nun die allgemeinen TJngleiebungen F 0 2 F s , F 2 S > F 0 F s ! 

fur zwei beliebige konYexe Korper auf das Polyeder % und die Kugel © 
an, so erbalten wir mit Riicksicht hierauf. 


(117) 


L0*>— ~1V S >F. 

27 0 5 3 


Aus (113) gewinnen wir 

(118) J (9(5) > F — 2 sin (9 • O 0 N 

und aus (114) und (108): 

(H9) _JL_ > <7(9(5) — 2sin0 • O 0 iV2> 2sm0 • 0 0 ) JV. 

Mit Hilfe der zweiten Ungleichung in (117) folgt bieraus 

(120) F ! > Q B cos 6 (-f ««- 2 sinf? • O 0 ) • 

Wir nebmen nun einen Winkel 0 Q so klein an, daB jedenfalls 

sm u 0 < 9 

ist, und gewinnen dann aus (120) eine you d unabbangige positive GroBe F 0 
und bemacb aus der zweiten Ungleicbung in (117) eine von 6 unabbangige 
GroBe N 0 derart, daB immer 

( 121 ) 

stattbat, wenn 6 < 6 a ist, was wir von nun an voraussetzen. 

Das Polyeder -^9(5 bat das Volumen 1. Aus (119) entnebmen wir 

(122) J(i) - ±m< • 

die hier recbts stebende GroBe setzen wir = ~S 0 31 a , dann ist also 


F^F 0 , 


N,>N 


(123) 

54. Es sei jetzt £ ein beliebiger konvexer Korper vom Yolumen 1 
und mit dem KfuUpunkte als Scbwerpunkt, L(u, v, w) die Stutzebenen- 
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fnnktion yon S. Wir fragen, unter welchen Umstanden sieli 

(124) ASS^) 

herausstellen kann. Nach der Formel (108) und infolge der Ungleichung 
(128) wird hierzu jedenfalls notig sein, daB £ ganz im Inneren der Eugel 
yom Radius M 0 mit deni Nullpunkt als Mittelpunkt enthalten ist, daB 
also stets L(u, ft, y) < M 0 gilt. Each (113) ist sodann 

(125) J(, S) > V (£, «p, ?p) — 2 sin 6 • 0 0 M 0 . 

Jetzt ziehen wir die Resultate des § 6 heran. Bezeichnen wir mit D 
das Maximum unter den Quotienten 


('126') V ? X(qr ,fty) 

so gilt nach (76) die Ungleichung 

(127) i j) - 1 > x , 

v? 

worm % die numerisclie Konstante 


= JD 5 


2 10 - a 4 - 7 


(119) und (121) schlieBen wir nun 


(128) 


(^~ 1 ) + 2sin0 - °o 


(M? , X' 
2 * 




bedeutet. Aus (125), (124), 

j) 


> ^ 


(D-l)® 


Aus dieser Ungleichung entnelimen wir fur D — 1 eine obere Grenze, die 
naeh Null konvergiert, wenn 6 nach Null abnimmt. 

Andererseits haben wir ; wenn d das Minimum der Funktion (126) be¬ 
deutet, nach (78) und der an diese Ungleichung angeschlossenen Bemerkung: 

(129) Z> 2 -1 

und hieraus ergibt sich weiter fur 1 — d eine obere Grenze, die mit 6 
zugleich nach Null konyergiert. Wir werden somit auch eine GroBe s, 
die zugleich mit 6 nach Null konvergiert, angeben konnen, so daB 

l 


1 ^ D , d : 


1 + £ 


gilt, und wir haben damit das Resultat erlangt: 

Soil 

ausfalien, so mu/3 jedenfalls S gam in (1 -f- s) enfhdlten sein und seTbst 
t « F* 

das Polyeder —- in sich enthalten, wobei s eine gewisse vom Winkel 6 

1 ~r « ys 

dbhangende Grofie bedeutet, die mit nach Null dbnehmendem 8 ebenfaUs 
nach Null Jconvergiert . 


is 
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55. Dieses Resultat zeigt uns sofort (s. 9.), daB, wenn wir den 

Winkel 6 nack Null abnebmen lassen, das Polyeder naeh einem be- 

F 3 

stimmteu konvexen Korper 2 als Greuze konvergieren muB, -welcbem die 
Eigenscbaft zukommeu wird, daB fur ibn unter alien konvexen Korpem 
vom Volumen 1 und dem Nullpunkt als Scbwerpunkt das Integral 

,/(2) p, y) F(a, p, y)da>, 

unter L die Stutzebenenfunktion von 2 verstanden, den kleinsten Wert 
bat. Bezei cbn en wir das betreffende Minimum dieses Integrals mit •/, 
so konvergiert gleicbzeitig F® nacb J" (s. (118) und (119)) und das Polyeder 
nacb dem Korper St = J 1 2. 

1st jetzt S' ein beliebiger konvexer Korper, H' seine Stiitzebenen- 
funktion, G' das Ma xim um der Werte H (ft, ft, y), so folgt aus (113), 
(114) und (110): 

| J(S') - F(t', $) | < (y C 1 - cos 6) + 2 sin d) O 0 G'. 

Da nan ftir ein nack Nall abnekmendes 6 die GroBe F(ft', 5|S) nack 
y(ft' ; ft, ft) konvergiert, so erseken wir kieraus, daB allgemein die Dar- 
stellang r 

F(ft', ft, ft) = J(St '), d. i. - \J H'Fdco 

gilt. Danack ist in der Tat der gefundene konvexe Korper ft ein stetig 
gekrumxnter mit F(a , /3, y) als Krummangsfunktion, mitkin der Beweis 
far den Satz in 43. vollstandig erbrackt. 

5b. Wir konnen diesen Satz liber die Bestimmang eines konvexen 
Korpers zu einer gegebenen KrammungsfunktionF auck aaf Falle aasdeknen, 
wo diese yorgelegte Fanktion F nickt darckweg stetig ist. Insbesondere 
lassen sick alle konvexen Korper, welcke in der Regel konstanie positive 
Krummang and nar an singalaren Stellen anendlicke Kriimmang besitzen, 
darck folgende Aassage ckarakterisieren: 

Es seien aaf der Kagelfiacke © beliebige Partien akgegrenzt, 
denen ein bestimmter and von Nall versckiedener Flackeninkalt zakommt 
and so, daB der Sckwerpankt dieser Partien 5JI far sick, wie der der 
ganzen Kagelfiacke im Nallpankte liegt. Alsdann gibt es stets einen 
and nar einen konvexen Korper ft mit dem Nallpankte als Sckwerpankt, 
derart daB fiir jeden beliekigen konvexen Korper ft' die Darstellung 

F(r, S, ft) = i- J.H'dm 

m 

gilt, wo S' die Statzebenenfunktion von ft' bedeatet and das Integral nar 
fiber die Partien der Kagelfiacke © za erstrecken ist. 



XXYII. 

Uber die Korper konstanter Breite. 

(In russischer Sprache erschienen in: Mathematische Sammlung (Matematiceskij 
Sbomik), Moskau, Band 25, S. 505—508.) 

§ i. 

Unter der Breite eines Korpers in einer gegebenen Bichtung soli der 
ibstand der zwei zu dieser Richtung normalen Stiitzebenen des Korpers 
poneinander yerstanden werden. Als Stiitzebene des Korpers wird hier 
iede Ebeiie bezeichnet, welche an den Korper in wenigstens einem Punkte 
instoBt, ihn aber nicht durchsetzt. 

Ein Korper, der in alien Richtungen gleiche Breite hat, soli yon 
konstanter Breite heiBen. 

§ 2 . 

Es sei irgendein Korper K yorgelegt. Wir yerwenden rechtwinklige 
Koordinaten x, y , z mit einem Punkte 0 im Inneren yon K als Anfangs- 
punkt, und fuhren zur Festlegung der Punkte cc, y auf der Kugelflaehe 
rom Radius 1 um 0 Polarkoordinaten & } ip ein, so daB 
a = sin & cos ip, fi — sin ft sin ip, y = cos # (0 0 ip ^ 2tc) 

ist. ' 

Der Abstand derjenigen Stiitzebene an K, welcbe a, ft, y als die 
vom Korper abgewandte Normalenrichtung zeigt, yom Kullpunkt heiBe 
ip). 

Der zu einer Richtung a, $ 9 y (#, ip) entgegengesetzten Richtung 
— a, — /3, — y entsprechen dann die Werte % — ^ ip + % (mod 2 tv) dieser 
Polarkoordinaten. 

Die Breite yon K in der Richtung a, (5, y wird alsdann durch 
B(p, ip) = Kip', ip) + H(pt — fr,ip + a) 
dargestellt. Dieser Ausdruck bleibt ungeandert, wenn wir a, y durch 
die entgegengesetzte Richtung — cc, — /3, — y ersetzen. 

Denken wir uns K(p, ip) in eine Reihe nach Kugelflachenfunktionen 
entwickelt, 

n(&, t) - r 0 + ii- («-, f) + (*, t) + • • > 
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worin F 0 eine Konstante und Y m (&, ip) eine Kugelfunktion m ter Ordnung 
vorstellt, so folgt 

K{% — 4> + ri) = Y 0 — Y 1 (O, ip) + Y $ (O, ip) + * • * 

nnd I?(0, ip) — 2 F 0 4* 2 r 2 (O', x/>) + 2 r 4 (O, ip) H-. 

Damit K einen Korper konstanter JBreite vorstellt, ist hiermch not - 
wendig und hinreichend, da/3 die Terme gerader Ordnung Y 2 (O, ip) } 
Y^ft, ip), * * * in der Entwicklung von iT(0, ip) samtlich identisch verschwinden. 

§ 3 . 

Unter dem Umfange eines Korpers in bezug auf eine gegebene Richtung 
wollen wir den Umfang des Querschnittes bei demjenigen Zylinder verstehen, 
der von alien der betreffenden Richtung parallelen Stiitzebenen des Korpers 
umhiillt wird. 

Ein Korper, der in bezug auf alle Richtungen gleichen Umfang hat, 
soil von konstantem Umfange heiBen. 

Wir werden hier den Satz beweisen: 

Die Korper konstanter JBreite und die Korper konstanten Umfanges 
sind miteinander identisch. 


§4. 

Der Umfang des Korpers K speziell in bezug auf die Richtung der 
£-Aehse ist der Umfang der in der xy -Ebene von den samtlichen Greraden 

# cos ip + y sin ip = H (—■, ipj = h(ip) 


umhiillten geschlossenen konvexen Kurve. Fur die Punkte x, y dieser 
Kurve haben wir neben dieser ersten Gleichung noch die andere 


so daB fiir sie 


— x sin ip + y cos ip 


dhfy) 
dip 7 


x = h cos ip — sm ip y y = h sm ip 4- cos ip, 
dx = — (ji + sin ip dip, dy — (h + cos ip dip 


gilt und also der Umfang jener Kurve durch 

2 it 2 7t 

f{ h +w) d *-f hd * 

dargestellt wird. 

Setzen wir nun 


m 

ip) — A 0 P( m )(cos &) -f ^ (A v cos vip +S r sin vip) P„ (m) (cos -O') 
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an, wobei 

?W(1)-1, p<«-»(0)-o, pi- 1 ) (0)=(-iy 


ist, 

so erkennen wir, 


P v (rn) ( 1 ) = 0 („_1 

da8 



(t» *) d * 


bei angeradem m verschwindet und bei geradem sick als das Produkt 
aus dem Werte der Funktion Y m (&, ip) fiir den Pol # = 0 in eine gewisse 
yon m abhangige Konstante cb m = 2tcP ( 7W) (0) ergibt. 

Indem wir dieses in bezug auf die Eichtung der ^-Acbse gewonnene 
Eesultat anf eine beliebige Eichtung iibertragen, sehen wir, daB ans der 
angenommenen Entwicklung fur H(& 7 ip) sich fur den Umfang von K in 
bezug auf eine beliebige Eichtung (&, ip) die folgende Entwicklung 
u(&, ip) = 2jrr 0 + g3 2 t % (&, ip) + <5 4 r 4 (#, ip) -i— 

herausstellt. 

Damit K ein Korper konstanten Umfanges ist, finden wir hiemach 
notwendig und hinreichend, daB in der Entwicklung Yon E(d',ip) nach 
Kugelfunktionen die Terme Y i} -- samtlich Null sind. 

Ein Yergleich dieses Eesultats mit dem yorhin gewonnenen iiber die 
Korper konstanter Breite zeigt in der Tat, daB ein Korper konstanter Breite 
jedesmal zugleich ein Korper konstanten Umfanges ist und umgekehrt. 




xxvni. 

tlber die Bewegung eines festen Korpers in einer 

Fliissigkeit. 

(Sitzungsbericlite der K. PreuBischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 

Band XL. 1888. S. 1095—1110.) 

(Yorgelegt von Herrn von Helmholtz.) 

Gustav Kirchhoff*) hat aus dem Hamiltonscheu Prinzipe Diffe- 
rentialgleichungen fur die Bewegung eines festen Korpers in einer Fliissig- 
keit hergeleitet, und dieselben Gleichungen hat Sir William Thomson**) 
mit Hilfe seiner allgemeinen Bestimmung der nach Impulsen eintretenden 
Zustande gefunden. Es liegen diesen Gleichungen die Vorstellungen zu- 
grunde, daB der Korper von unveranderlichem Gefiige, die Fliissigkeit 
homogen, inkompressibel und reibungslos ist, ferner, daB die Fliissigkeit 
nach alien Richtungen sich in die Unendlichkeit erstreekt, dort iiberall 
ruht, und daB an jedem ihrer Punkte ein einwertiges Geschwindigkeits- 
potential existiert. Diese Vorstellungen halte ich im folgenden fest, und 
ich gebe fiir den Fall, daB keine Krafte wirken, eine Reduktion jener 
Gleichungen auf ein Problem, das mit dem der kiirzesten Linien auf einem 
Ellipsoide Ahnlichkeit hat. Bisher sind, selbst fiir diesen elementarsten 
Fall, nur einzelne Integrale, partikulare Losungen, und Folgerungen, die 
sich auf Korper von spezieller Gestalt und Massenverteilung beziehen, 
bekannt; hier werde ich keinerlei Beschrankungen liinsichtlich des Korpers 
eintreten lassen. 

Zunachst suche ich in § 1 diejenige Zerlegung der Bewegung eines 
Korpers in einer Fliissigkeit auf, welche das Analogon ist zu der Zer¬ 
legung der Bewegung eines Korpers im leeren Raume in die Bewegung 
des Tragheitsmittelpunktes des Korpers und die Rotation um diesen Punkt. 
In § 2 ist die Bedeutung der Differentialgleichungen von Kirchhoff und 
Thomson auseinandergesetzt, und werden diejenigen Bewegungszustande 

*) Crelles Journal, Bd. 71, S. 237—262. — Auch in den Vorlesungen iiber 
Mechanik, XIX. Yorl. 

**) Philosophical Magazine, 1871, Yol. 42, pp. 362—366. 
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eines Korpers in einer Flussigkeit bestimmt, die sick, olme EinfluB yon 
Kraften, nnverandert erhalten. YerscMedene yon den Resultaten dieses 
Paragrapben finden sick bereits in den Aufsatzen der Herren H. Lamb*) 
xmd Tb. Craig'**); aber die Entwieklung derselben gescbiebt bier einfacber 

nnd ubersicbtlicber. In § 3 leite icb die Bewegung des Korpers _ so 

wie sie vom Korper geseben sicb darstellt — fur den Pall, daB teine 
Krafte wirken, aus dem einen, der Bewegung eines Tragbeitsmittelpunktes 
analogen Teile allein ab. Indem ieb dann aucb aus dem Ausdrucke des 
Hamiltonseben Prinzips die Koordinaten des anderen Teiles berausscbaffe 
tritt eine neue und sehr anscbaulicbe Minimaleigenscbaft zutage. Diese 
ermoglicbt scbliefilich eine Anwendung der Satze yon C. G. J. Jacobi***) 
tiber diejenigen Probleme der Mecbanik, welcbe nur zwei zu bestimmende 
GroBen entbalten. 

Eine ganz aknlicbe und nicbt minder bemerkenswerte Gelegenbeit, 
yon diesen wicbtigen Satzen Nutzen zu zieben, bietet sicb, worauf ich 
indessen bier nicbt eingebe, in dem Probleme der Rotation eines, der 
Schwere unterworfenen Korpers um einen festen Punkt; ob die Rotation 
im leeren Raume oder in einer unendlicben, scbweren Flussigkeit yor sich 
gebt, macbt fiir die matbematiscbe Bebandlung nur insoweit einen Unter- 
scbied aus, als im letzteren Falle yon den drei, auf den festen Punkt be- 
ztiglicben Haupttragheitsmomenten aucb eines groBer als die Sumrae der 
beiden anderen sein kann, was im ersteren Falle ausgescblossen ist. 


In fester Yerbindung mit dem betracbteten Korper sei ein recbt- 
w mkli ges Koordinaten system angenommen; anstatt yon der Bewegung des 
Korpers konnen wir yon der Bewegung dieses Systems sprecben. Es 
seien u, 0, to die augenblicklicben Gescbwindigkeiten des Anfangspunktes 
dieses Systems parallel zu den Acbsen desselben, p , q, r die augenblick¬ 
licben Drebungsgescbwindigkeiten des Systems um diese Acbsen. tiber 
den Sinn positiyer Drebungen sei die gewobnlicbe Festsetzung getroffen, 
derzufolge die Ausdriicke fiir die Gescbwindigkeiten eines Punktes, dessen 
Koordinaten x, y , z sind, lauten: 

(1) n + zq — yr, 0 +• xr — zp , to yp — xq . 

Mit unseren Yoraussetzungen fiber die Ausdebnung und die Bewegung 
der Flussigkeit erreicben wir, daB durcb die Werte yon u, i), to, p, q } f 

*) Proceedings of the London Mathematical Society, 1877, VHI. pp. 273—286. 

**) American Journal of Mathematics, 1879. II. pp. 162—171. 

***) Yorlesangen hber Dynamik, XXII. V orl. — Ges. Werke, Snpplementband, 1884, 
S. 175. 
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jedesmal ancli der Bewegungszustand der Fliissigkeit vollig bestimmt ist, 
und daB wir uns den Zustand des ganzen, aus Korper und Fliissigkeit 
bestebenden Systems von der Rube aus moment an, durcb einen gewissen, 
auf den Korper ausgeiibten Impuls, entstanden denken konnen. Infolge 
dieser Umstande ist daim die gesamte lebendige Kraft des Korpers und 
der Fliissigkeit, die wir mit T bezeicbnen, eine homogene Funktion zweiten 
Grades von n, to, p, q, r mit konstanten Koeffizienten, deren Werte 
von der Gestalt des Korpers, der Masse dieses und ihrer Yerteilung, sowie 
von der Dicbtigkeit der Fliissigkeit abbangig sind; und der in Frage 
kommende Impuls, den wir kurz den augenblicklicben Impuls der Be- 
wegung nennen, und der eine, T gleicbe Arbeit zu leisten baben wiirde, 
ist Equivalent einer im Anfangspunkte der Koordinaten angreifenden im- 

pulsiven Kraft, deren Komponenten -g—, sind, verbunden mit einem 

ciT 3 T c T 

impulsiven Kraftepaare von den Komponenten Diese Diffe- 

rentialquotienten sind bier nur als Symbole fiir gewisse lineare Ausdriieke 
in u, t>, tv, p, q , r aufzufassen, die icb aucb der Keihe nacb mit it, v, tv, 
p, q, r bezeicbne. 

Zerlegung der lebendigen Kraft. In derselben Beziebung, wie die 
letzten secbs GroBen zum Anfangspunkte der Koordinaten, steben, vermoge 
der Ausdriieke (1), zu einem Punkte, dessen Koordinaten x, y, z sind, 
die GroBen: 

u , v , w, p + zv — yw , q + ovw — zu, r + iju — xv. 

Da biernacb die Bedeutung der impulsiven Einzelkrafte u , v, w — abnlicb 
wie die der Drebungsgescbwindigkeiten p, q,r — von der Wabl des An- 
fangspunktes vollig unabbangig ist und nur von den Ricbtungen der 
Acbsen abbangt, so fiibre icb diese GroBen u, v, tv als neue Variable an 
Stebe von u, t), ein. Das kann gesebeben, da die in Frage kommende 
Determinante niemals versebwindet, weil T eine wesentlieb positive Form 
ist. Die Form T mit seeks Variablen zerfallt aber dadurck in eine Form 
der drei Variablen u, v, w, und eine Form der drei Variablen p, q, r, die 
ibrerseits beide wesentlieb positiv sein miissen; icb sebreibe: 

T = F(u, v, w) + G(p, q , r). 

Die GroBen u, t>, to werden lineare Funktionen in u, v, iv,p, q, r mit 
konstanten Koeffizienten. Aus den Ausdriicken (1), welebe gewisse 
Funktionen eines beliebigen Punktes vorstellen, gebt bervor, daB derjenige 
Punkt im Korper, dessen Koordinaten 
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sind, eine von der Wahl des Koordinatensystems vollig unabhangige Be- 
deutung hat. 

In diesen Punkt, den ich im Hinblicb auf eine spater auseinander- 
znsetzende Eigensehaft das Zentrum der Hauptachsen des Korpers nenne,. 
soil fur die Edge stets der Anfangspunbt des im Korper festen Koordi- 
natensystems gelegt sein, d. h. ich seize die yorstehenden Differenzen gleich 
Null yoraus. Dann lassen sich die Differenzen 


u — 


dE 

Ihd 7 


dE 
cv 7 


ft — 


dE 

GW' 


die nicht mehr yon u, v, tv abhangen, als partielle Differentialquotienten 
nach p,q,r von einer gewissen quadratisehen Form in p 9 q 9 r darstellen, 
die ich mit — F(p, q,r) bezeichne; die Differenzen 


P 


dG _dG r _dG 
dp 7 ^ cq 7 d r 


sind hernach gleich den partiellen Differentialquotienten nach u 9 v, w von 
+ F(u 9 v, w). 

Ein identisches Yerschwinden dieser Form F — wie es beispielsweise 
immer eintritt, wenn der Korper der Gestalt und Yerteilung der Masse 
nach ein Rotationskorper ist, oder wenn die Dichtigkeit der Fltissigkeit 
Null ist, d. h. die Bewegung im leeren Raume erfolgt — zeigt an, daB 
der betrachtete Korper hinsichtlich des Ausdrucks der lebendigen Kraft T 
den Charakter solcher Korper tragt, die der Gestalt und Massenverteilung 
nach einen MittelpunTct aufweisen. 

Der Ort des Zentrums der Hauptachsen und die drei Formen E, F ' & 
mit je drei Yariablen inyolyieren zusammen dieselbe Zahl yon Konstanten, 
namlich 21, wie die eine Form T mit sechs Variablen. 

Ebenso wie die gesamte lebendige Kraft, erscheint die Bewegung 
des Korpers in zwei, yon der Wahl eines Koordinatensystems yollig un- 
abhangige Teile zerlegt, namlich in eine Verschiebungsgeschivindighett 
(p == 0, 2=0, r = 0) und eine Bewegung, deren Impuls ein impulsives 
Krdftepaar ist (u — 0, v = 0, w = 0). Im leeren Raume wiirde der erste 
Teil die Bewegung des Tragheitsmittelpunktes, der zweite die Rotation 
um diesen Punkt yorstellen. Die Yerschiebungsgeschwindigkeit hat zu 
Komponenten: das impulsive Kraftepaar: 

Um diese Zerlegung weiter zu verfolgen, denke ich mir fur einen 
Moment die Koordinatenachsen in Hauptachsen einer Flaehe zweiten Grades 
F(x, y, z) = konst, gelegt, so daB fur F(x } y,d) ein Ausdruck 

Y {ax 3 + Iff 2 + es 3 ) 

bestehe. Dann soil eine Linie, die in einer Richtung, deren Kosinus 
sind, yon dem Punkte 
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(2) x = (b — c)n%, y = (c — a)ti, g — (a — b)£ri (l 2 +i? 2 +§ 2 =l) 
oder you dem, diesem Punkte in bezug auf das Zentrum der Hauptachsen 
gegeniiberliegenden Punkte — x, — y, — z ausgebt und sick ins Unend- 
licke erstrecken mag, der zu der Richtung § gekorende erste, bzw. 
zweite Radius des Korpers heiBen. Als gleichwertig mit £ : £ komnen 

kier offenbar nur solcke Proportionen g gelten, in welehen m 

ein positiver Faktor ist. Zwei zu entgegengesetzten Ricktungen gekorende 
erste, bzw. zweite Radien greifen stets an demselben Punkte an; die Linie, 
die sie gemeinsam bestimmen, soli ein erster, bzw . ziceiter Durchmesser des 
Korpers heiBen. 

Man bestatigt leiekt mit Hilfe der Ausdriicke (1), daB durek das 

impulsiye Kraftepaar Fq’ Fr e * ne Schraubenbewegung um den zu der 

Ricktung p:q:r gekorenden ersten Radius entsteht, wobei die Geschwin- 
digkeit der Drekung die GroBe + j/p 2 -f- q 2 + r 2 und die der Steigung die 

GroBe Ip erlangt. Ganz analog reduziert sick der Impuls der 

3 E 3 E 3 E 

VerscHebungsgeschwindigkeit ~ju’ Tv ’ dw au ^ e “ Le ^pUsive Kraft 
+yw 2 +« 2 + w 2 langs dem zu der Ricktung u: v: w gekorenden zweiten 
Radius, und ein impulsiyes Kraftepaar ]/u 2 + v* + iv 2 um diesen 

Radius. 

Die zu den samtlichen Ricktungen gekorenden ersten (oder zweiten) 
Durchmesser bestimmen im Korper ein, nock von der Dicktigkeit der 
Fliissigkeit abkangendes, Straklensystem zweiter Klasse mit ausgezeichneten 
metriscken Eigenschaften: Die Mittelpunkte der Straklen, identisck mit 
den Punkten (2), sind zugleick die FuBpunkte ikrer kiirzesten Entfernungen 
Yom Zentrum der Hauptachsen: sie bilden in ikrer Gesamtkeit eine ge- 
scklossene Steinerscke Flacke, welcke sick auf die Flache eines Kreises 
oder gar auf das Zentrum der Hauptachsen zusammenziekt, wenn F — konst, 
eine Rotationsflacke oder eine Kugel wird. Siekt man femer irgend drei 
zueinander senkrechte erste (oder zweite) Durchmesser als nichtzusammen- 
kangende Kanten eines Parallelepipedums an, so fallt der Mittelpunkt 
dieses in das Zentrum der Hauptachsen. 

2 . 

Man kann zunachst aus dem Hamiltonscken Prinzipe sehr einfack 
die am Anfange yon § 1 auseinandergesetzte Bedeutung der Differential- 
quotienten der lebendigen Kraft Tnach den Gesckwindigkeiten ersehlieBen; 
dann sind die Differentialgleickungen yon Kirckkoff und Thomson nur 
ein Ausdruck fur die fast selbstverstandliche Tatsache, daB der augen- 
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blickliche Impuls der Bewegung in jedem Zeitelement dt genau um den, 
von den gerade vorhandenen Kraften wahrend dt ausgeiibten Impuls zu~ 
nimmt, vorausgesetzt, daB ein jeder Impuls nicht allein der GroBe nacli ; 
sondern aucb nach Richtung und Lage im Raume geschatzt wird. 

Wirken keine Krafte, und auch nur in solchem Falle wird ddher der 
Impuls der Bewegung einen unverdnderlichen Ausdruck im JRaume haben. 
Diese Bedingung bestimmt den ganzen Bewegungsvorgang; denn man er- 
kennt aus ibr, welche Anderungen der Geschwindigkeiten mit jeder Orts- 
anderung des Korpers einhergehen miissen. 

Der augenblickliche Impuls der Bewegung besitzt, wie jeder Impuls, eine 
einzige, vollig sicbere Darstellung, sei es als nichtverscbwindende impulsive 
Kraft mit einem, zu der Kraft senkrechten impulsiven Kraftepaare, sei es bloB 
als impulsives Kraftepaar. Unter der Achse des Impulses Yerstebt man in 
dem einen. Falle die der Richtung und Lage nacb vollig bestimmte Linie ; in 
welcber die impulsive Einzelkraft wirkt, in dem anderen Falle die nur der 
Richtung nacb bestimmte Acbse des alsdann allein Yorbandenen impulsiven 
Kraftepaars. Die Grojie des Impulses sei definiert durcb den Inbegriff 
zweier GroBen J und J l9 von denen die erste, J , die absolute GroBe der 
impulsiven Einzelkraft, und die andere, J 19 die im Sinne der Acbsen- 
ricbtung des Impulses gemessene GroBe des Moments des impulsiven 
Kraftepaars bezeichnen soil. 

Wenn keine Krafte irirken, so mu/3 also die Grd/3e des Impulses kon~ 
stant und seine Achse im JRaume unveranderlich sein. DaB alsdann aucb 
die gesamte lebendige Kraft T konstant sein wird, leucbtet aus dem Satze 
von der Erbaltung der lebendigen Kraft ein. 

Den analytischen Ausdruck dieser Bedingungen findet man in folgender 
Weise, wobei man den Fall J = 0 als Grenzfall eines unendlicb kleinen J 
auffassen kann. Zunaebst ist fur die GroBe des Impulses: 

(3) u 2 + v 2 + w 2 = J 2 } Q 

(4) up + rq + JJ l7 ~~ 

(wenn J" = 0, d. b. u = 0, v = 0, w = 0 ist, so bat man: p 2 + q 2 + x 2 =< Ii, ^ 0). 

Die Achse des Impulses besitzt in bezug auf das im Korper angenommene 
Koordinatensystem die Gleicbungen: 

(5) p + zv — yw: q +■ — #u:X + yu — %v 1 ^=* u:v:w:J 

(oder ist im Falle J = 0 durch p :q :x der Richtung nacb bestimmt); nacb 
Yerlauf eines Zeitelements dt baben sicb bierin u y v , w 7 p, q, X um ibre 
Differentiate wahrend dt geandert; da aber die Acbse des Impulses dieselbe 
geblieben sein soli, und nux der Ort des Koordinatensystems sicb geandert 
bat, so miissen die Gleicbungen dieser Linie nacb Yerlauf von dt aucb 
zum Yorscbein kommen (bis auf unendlicb kleine GroBen zweiter Ordnung), 
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wenn man in (5) nur zu x, y, z die in dt multiplizierten Gesckwindig- 
keiten (1) kinzufiigt. Halt man die Bedingung, daB die anf diese zweierlei 
Arten aus (5) entstekenden Gleiekungen dieselben Punkte x, y, 2 definieren 
sollen, mit der anderen zusammen, daB J und Konstanten, d. k. die 
Differentialquotienten der linken Seiten yon (3) und (4) nack t Null sein 
sollen, so kat man Beziekungen genug, um den Differentialquotienten jeder 
der GroBen u, v, w, p, q, r nack t als Funktion eben dieser GroBen dar- 
zustellen, worauf die Differentialgleickungen yon Kirehkoff und Tkomson 
hinauslanfen. 

Stationdre Bewcgungen . Wie der Korper auck kesckaffen sein mag, 
so gibt es stets fur ikn stationdre Bewegungszustande, d. k. es gibf Wert- 
sjsteme der Gesckwindigkeiten it, 0, to, p, q, r, die, einmal erzeugt, un- 
yerandert besteken, so lange als keine Krafte wirken. Eine Beweg un g, 
die mit Gesckwindigkeiten solcker Art beginnt, setzt sick als gleickformige 
Sckraubenbewegung fort. 

Die charaMeristische Bedingung fur stationdre Bewegungszustande ist 
die, daft die Achse der Beivegung (ndmlich der durch die Gesckwindigkeiten 
bestimmten Schranbenbewegung) und die Achse des Impulses der Beivegung 
der Lage nach msammenfallen miissen . 

Denn soil irgendein Bewegungszustand eine Weile andauern, der 
Korper also eine gleickformige Sckraubenbewegung ausfiikren, so muB der 
Impuls der Bewegung diese Sckraubenbewegung sozusagen mitmacken: 
dabei bleibt natiirlick seine GroBe ungeandert, seine Ackse aber ist nur 
dann fest, wenn sie in die Ackse der Bewegung fall! 

Die genannte Bedingung ist, falls eine der Acksen nur der Ricktung 
nack definiert, also keine Drehungsgesckwindigkeit oder keine impulsiye 
Einzelkraft yorkanden ist, dakin aufzufassen, daB den Acksen gleicke oder 
entgegengesetzte Ricktungen zukommen miissen. 

Fiir die Ackse des Impulses ist bereits ein analytiscker Ausdruck an- 
gegeben-, die Ackse der Bewegung kat, wenn die Drekungsgesckwindigkeit 
nickt Null ist, die Gleickungen: 

u + zq — yr : t> + xr — zp:To + yp ~~ xq = p:q:r, 
anderenfalls ist sie durck u: t>: To der Ricktung nack definiert. Damit 
diesen zweierlei Bestimmungen eine Linie geniigen konne, ist notwendig 
und kinreickend, daB mit irgendwelcken W'erten yon X und g die Be¬ 
ziekungen besteken: 

u: v : w : 1 = p: q : r: X « it — Xp : ft — Xq : to — Xx: g, 
d. i. 

0 = 8 [= S + wenn J=0 ist]. 

Danach liaben in stationdren Bewegungen die Gesch w indigkeiten soiche 

Minko wski, Oesam.in.elte Abkandlungea. XI. 19 
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Werte daft die, lei festgehaltener Grope des Impulses genommene erste 
Variation der lelendigen Kraft identisch verschwindet (dasselbe ist von der 
ersten Variation bei festgehaltener GroBe der Schraubenbewegung aus- 
zusagen). 

Um einen Uberblick fiber samtliehe tiberbaupt esistierenden statio- 
naren Bewegungen eines Korpers zu erhalten, kann man sie nack den 
Werten ikrel X auordnen; 2 bedeutet fur sie das Verhaltnis ibrer Drehungs- 
aescbwindigkeit zu ibrer impulsiven Einzelkraft, und zwar, wenn dasselbe 
nicbt Null Oder unendlich ist, mit positivem oder negativem Yorzeieben, 
je nacbdem ibre zwei Achsen der Bewegung nnd des Impulses gleicbe 
oder entgegengesetzte Ricbtung baben: 

Die Verhaltnisse der Geschwindigkeiten in den stationaren Bewegungen, 
welche zu einem festen Werte von X geboren, eifullen die Proportion 
u : v : tv: 1 = p : g : r : 2 und die Bedingung, daB die durcb u:v:w (oder 
p-.q-.r) bestinrmte Ricbtung die einer Hauptaclise der Flache zweiten 

Grades 

, 6) T — UJ-l = E(u, v, w) — 2lF(u, v, w) — l 2 G(u, v, w) = konst. 

sein muB, wenn man u, v, iv als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes 
(an Stelle von x, y, z) ansiebt. Der Parameter 2 kann bier jeden reellen 
Wert baben, und fur jeden Wert von X geboren so zu jeder Hauptachse 
der Flache (6) je zwei, einander entgegengesetzte stationare Bewegungen 
mit beliebigem Werte der lebendigen Kraft T. 

Die Gesamtbeit der Hauptachsen aller Flachen (6) bestimmt lm 
Korper fur gewoknlich einen Kegel secbster Ordnung. Auf der, diesem 
Kegel parallelen, von den Doppelachsen samtlicber stationaren Bewegungen 
gebildeten geradlinigen Flacbe baben irgend drei, zu demselben 2 geborende 
und zueinander senkrecbte Doppelacbsen stets eine solcbe Lage, daB der 
Mittelpunkt des Parallelepipedums, fur welcbes sie nichtzusammenhangende 
Kanten sind, in unseren Koordinatenanfangspunkt fallt. 

X = oo. Der letzten Eigensebaft ist nun aucb die fur diesen An- 
fang spunkt gewahlte Bezeicbnung als „Zentrum der Hauptachsen" ent- 
nommen. TJnter Hauptachsen sollen namlicb bier, ahnlieh wie bei einem 
Korper im leeren Raume, die Doppelacbsen derjenigen stationaren Be¬ 
wegungen des Korpers verstanden werden, welcbe durcb ein bloBes impnl- 
sives Kraftepaar zu erzeugen sind, d. b. der Annabme J— 0 (2 — oo) 
entsprechen. Die Hauptachsen sind biernacb erste Durcbmesser des Korpers, 
und zwar diejenigen, welcbe zu den Ricbtungen der Hauptachsen eines 
Ellipsoids G = konst, geboren. 

Fur die Folge sollen stets die im Korper festen Koordinatenachsen in 
die Mchtungm dreier zueinander senkrechter Hauptachsen gelegt sein, un 
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setze icli demgemaJB fur G (p, q, r) einen Ausdruck ~{Ap 2 -j- j Bq 2 + Cr 2 ) 
voraus; die Gleickung (4) fur lafit sick dann in der Form sckreiben: 
(4a) Aap -J- Bvq + Cwr — JJ X — 2 F(ii 7 v, tv) y 

deren Vorziige spater kervortreten werden. 

X = 0. Die Annahme 4 = 0 liefert sbationare Bewegungen ohm Drehuvq , 
also blofie Yersckieb ungen. Die Rich tun gen solcker stationaren Yer- 
schiebungsgeschwindigkeiten sind, wie bereits Kirckhoff angegeben hat, 
durck die Hauptachsen eines Ellipsoids E = konst, bezeichnet: die Acksen 
ikrer Schraubenimpulse sind die zu ihren Richtungen gekorenden zweiten 
Durchmesser des Korpers. — 

Wird ein stationarer Bewegungszustand, wie wir ihn hier betrachten, 
siabil genannt, wenn aus keiner unendlick kleinen Storung des Zustandes 
im Laufe der Zeit endlicke Anderungen seiner Geschwindigkeiten Fervor- 
geken konnen, so ist eine, durck ein bloBes impulsives Kraftepaar ent- 
standene stationare Bewegung, etwa eine solche urn die der i'-Acbse 
parallele Hauptacb.se — bei der zuletzt getroffenen Wahl des Koordinaten- 
systems — in folgenden Fallen stabil: Wenn das Moment C < A und < 
oder C > A und > B ist, mit Ausnahme des F aides, wo C = A -j- B und 
nicht zugleich der Scknitt der xy- Ebene mit einer Flache 


F{ x , y, *) 


4 \£# 2 


d*F , d*F' 

i>2 I 


dy 2 


dz 


y) (# 2 + y* + s 2 ) = konst. 


eine Ellipse -j- + — konst, ist; endlich wenn A = B = C und die ^-Aciise 

zugleich eine Hauptachse einer Flache F = konst, ist. 

Fiir die iibrigen stationaren Bewegungen, bei welchen eine impulsive 
Einzelkraft mitwirkt, kann die Entsckeidung iiber die Stabilitat in ein- 
facker Weise von einer gewissen quadratiscken Grleichung ab nan gig gemacht 
werden. Es erweist sich kier als eine kinreickende Bedingung fiir Sta¬ 
bilitat in dem angegebenen Sinne, wenn bei festgekaltener GrroBe des 
Impulses die zweite Variation der gesamten lebendigen Kraft wesentlich 
positiv ist. Letzteres wieder, und urn so mehr Stabilitat tritt sicher dann 
ein, wenn in der Flache (6), die zu der betrachteten Bewegung gehort, 
und wo nun die Konstante der rechten Seite positiv angenommen sein 
soli, das reziproke Quadrat desjenigen Durckmessers, mit welchem die 
Achse der Bewegung parallel ist, numerisch kleiner ist als das reziproke 
Quadrat irgendeines anderen Durchmessers. 


§ 3 . 


Nunmehr untersucken wir, welchen Yerlauf eine beliebige Bewegung 
des Korpers mit konstantem Impulse darbietet. 


19 
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jr = o. 1st der Impuls ein kloBes impulsives Kraftepaar, so existiert 
nnr der Teil der Bewegung, welcker Ton den Drekungsgesckwindigkeiten 
_p q } r abkangt; und letztere kaben in jedem Augenblicke dieselben Werte, 
und’ist dadurcb ancb die Winkelstellung des Korpers ixn Raume jederzeit 
dieselbe, als ob der Korper mit gleicbem Impulse sicb im leeren Raume 
bewegte’, und dabei seine lebendige Kraft urn den Tragkeitsmittelpunkt 
den Ausdruck G (p, q, r) katte. Letztere Bewegung wurde nack bekannten 
Formeln zu bereeknen sein, befolgt ubrigens auck die weiter unten fiir 
den FaE J> 0 aufgestellten Satze, indem aus jenen Satzen, wenn die 
Bewegung im leeren Raume vor sick gekt, (wenn JE(u,v,w) ein Viel- 
fackes von v? + v 2 + tv* und F identisck Null ist), die Grofie der im- 
pulsiven Einzelkraft okne weiteres kerausfallt. Sind die Drekungen des 
Korpers bereits ermittelt, so findet man die vom Zentrum der Hauptacksen 
parallel zu irgendeiner im Raume festen Ricktung n zuruckgelegte Strecke 
durcb das Zeitintegral: 

— J'(j^ cos (nx) + cos (ny) + cos (nzfj dt. 

Dieses Integral bleibt fur Ricktungen parallel zur Ebene des impulsiven 
Kraftepaars in der Regel immer endlick. Yersckwindet die Form F 
identisck, so ubernimmt das Zentrum der Hauptacksen offenbar die Rolle 
eines festen Punktes. 

J > 0. Hat der Impuls der Bewegung eine nicktversckwindende 
impulsive Einzelkraft, so wild durch folgende Gleickungen zunackst aus- 
gedruckt, daB fiir diese Kraft GroBe und Bichtung im Raume unveranderliek 
sind: 

(7) ~ = rv-qw, ^ =pw-ru, ~ — qu - pv. 

Diese Gleick ung en sind kinsicktlick p, q, r nickt voneinander unabkangig, 
sondern liefern die yon p,q,r freie Relation udu + vdv + wdw = 0, 
welche zu der Gleicbung (3) ffibrt; bringt man sie aber in Yerbindung 
mit der Gleicbung (4a) fiir J 19 die ebenfalls linear in p, q, r ist, so gelangt 
man zu Beziebungen: 

^ dv -n dw _ 

(Au 2 -f JBv 2 + Gw 2 ) p « (JJ ± — 2Z (u, v , w)) 11 + ~dt 

mit deren Hilfe man, da Au 2 + JBv 2 + Gw 2 hier gewiB yon Null yer- 
sebieden ist, die Drebungsgescbwindigkeiten p, q, r durcb die impulsiyen 
Emzelkrafte u , v, w und deren Differentialquotienten nacb t darstellen 
feann. Fubrt man alsdann fiir u, v, w solcbe Funktionen zweier Argument©, 
e x und e%, ein, daB die Gleicbung u 2 + v 2 + ^ identiscb erfiillt wird, 

so spriebt sieb der Inbalt der nacb § 2 fiir u, v, w, p, g, r bestebenden 
Differentialgleiebnngen erster Ordnung, soweit er nicbt bereits durcb (3), 
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(4a) und (7) erschopft ist, in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
fiir e t und e 2 aus, Gleickungen, die, wie ick naelx umstandlichen Reckmmgen 
gefunden kabe, folgende Auslegung gestatten: 

Man fixiere einen beliebigen Punkt und eine beliebige Ricktung im 
Korper; in einem Zeitelement dt sei da der Weg des Punktes kings der 
unveranderlicken Ackse des Impulses, da x der Weg der Ricktung um 
diese Ackse; die Projektionen des Punktes auf die in Rede stekende Ackse 
maeken die Strecke da anschaulick, den Winkel da t besckreiben die Pro¬ 
jektionen der Ricktung auf eine zu dieser Ackse senkreckte Ebene. Die 
Grofien e 1 und e 2 sind innerhalb einer beliebigen Zeitperiode solche FunMionen 
Hirer ersten und Hirer lelzten Werte und der Zeit , daji die erste Variation 
des iiber die Periode ausgedehnten Integrals 

d> =J\Tdt — Jde - 

verschwindet 

Die Integrate Jdt, J da , Jda ± iiber die betreffende Periode woken wir 
t, 6, 6 X nennen. 

Sind, in bezug auf das im Korper feste Koordinatensystem, a , b, c die 
Koordinaten des Punktes, a, (3, y die Kosinus der Ricktung, so kat man:*) 

da = [u(n + eg —■ br) + v (t) + ar — cp ) + iv (to -f bp — aqj] dt, 

_ jup + vq-{- wr—(au +_py + r«0(«P ±_pg+ yr) 

l u * _j_ v * _j_ — (au -j- pv -f- 7 w)“ 

DaB es auf die besondere Wakl des Punktes und der Ricktung niekt an- 
kommen kann, scklieBt man aus dem Umstande, daB die Differenz der 
GesamtgroBen a oder a ± fur zwei Punkte bzw. zwei Richtungen sick okne 
Integralzeicken, akein durck die Anfangs- und Endwerte yon e ± und e % 
darsteken lafit. 

Nack der Definition von da x muB der Winkel a ± eine sprungweise 
Andernng um + # erleiden, so oft die Ricktung, auf welcke sick a t beziekt, 
eine Lage passiert, in welcker sie der Ackse des Impulses parakel wird, 
was offenbar nur in niekt stationaren Bewegungen und kier jedesmal nur 
fiir einfack unendlick viele Ricktungen im Korper eintreten kann. Dock 
bleibt a x in dem Fake stetig, wenn zu gleicker Zeit die augenblickliche 
Drekungsachse der Ackse des Impulses parakel wird, d. k. du = 0 , 
dv = 0, dw = 0 ist, in welckem Fake nicht auck d 2 u = 0, d 2 v = 0, 
d 2 w = 0 sein kann, wek sonst die Bewegung stationar weitergeken 
miifite. 

DaB die gesamte lebendige Kraft T konstant ist — wir woken ikren 

*) s. Kireklioff, Crelles Journal, Bd. 71, S. 255. 
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konstanten Wert L nennen — driickt sick naeb Elimination yon p, q } >■ 
in der Gleichung ans: 

„ ( , l [J7 t —2F(u,v, w)] s 1 BC {dt) + GA (di) +AB {li) 

W &K U > V > W )-T 2 Au'-Jr Bv*+ Cw* ^ 2 J.w 2 + £« 2 +Cie s = l > 


die offenbar dazu verwandt werden kann, das Element dt aus den Differen- 
tialgleicbungen fur e 1 und e, herauszuscbaffen. Man kommt dadurch zu 
folgendem rein geometrischen Resultate: 

1st die Arbeit des Impulses der Bewegung (L) und seine Grofie (J, 
lekannt, und sind von den Stellungen, itelche die Richtung der ini Raume 
unvermiderliehen Achse des Impulses m den verschiedenen Zeiten in bezug 
auf den Korper einnimmt, irgend mei (e^, e 2 °; e u e 2 ) gegeben, so ist 


Oder 


(fi. <y 

¥ =J(2Ldt - Jde - J^erJ 
2Lt — Jg — J t <j t 


auf dem wirEichen Wege dieser Richtung im Korper ein Minimum (be- 
siehlich, ivemi die sivei Stellungen welter auseinander liegen, ein Grenzwert)> 
Es empfiehit sich ? fur die Bestimmungsstiieke e t und e 2 dieser Stel¬ 
lungen die zwei elliptischen Koordinaten zu nehmen, die einem Punkte, 
dessen rechtwinklige Koordinaten (abgeseben yon der Dimension) 


l u l v 1 w 

y ~~ V& J ’ z ~ Vc J 

sind ? auf dem, mit dem Korper fest verbundenen Ellipsoide 

Ax 3 + Bif + Cs*~l 


zukomraen. Die Gleichung (8) zeigt namlich, da8 die Gesckwindigkeit, 
die ein so gewahlter Punkt in seiner Balm auf diesem Ellipsoide hat, 

allein eine Funktion seines Ortes auf letzterem ist; und heiBt diese Gre- 

ds 

schwindigkeit oder s', so nimmt dazu das Element des Integrals ¥ einen 
Ausdruck an: 


Hierin sind die Funktionen F 1 und F % Null (fur a, b, c = 0, 0, 0), wenn 
die Form F identisch verschwindet und zugleich die Konstante 
Null ist. — 

Auf die im vorstehenden entwiekelten Minimals*atze sind nun die 
Methoden you Hamilton und Jacobi sebr einfacb anzuwenden.*) Druckt 
man in T — J ^ die GroBen u, v, w,p, q, r durcb 


s ) Siehe C. G. J. Jacobi, Yorlesruxgen uber Dynamik, Vorl, SIX und XXII. 
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r d 6 a r -r -t ~ 

e i J e 2’ u = e i ’ ^7 = e 2 ) J> ^1 
aus, bezeiehnet die entsteliende Funktion mit d>, fiihrt £~ 


.f £±-f 
h ’ Ge: '- 


ein, und stellt /i^' + ZW —<t> als Funktion e s , f u f a , J, jj dar, 

so lauten die Differ entialgleick ungen f'iir e 1} e 2 , f 1) f 3 - 


dt : de 1 : de 2 : df r : <i/ 2 


1 • <tHL . . £ $ 

d/i * ^ * £&> 


Die Gleiclumg T = L geht in ip L fiber und wird durch Einsetzung 
von jj-, -gj- far f 19 f % zu einer partiellen Differentialglei chung, welcher das 

Integral ¥ geniigt, wenn man dasselbe als Funktion der Werte von e e 
an seiner oberen Grenze ansieht, die Werte dieser GroBen fur die untere 
Grenze, e* } e 2 °, dagegen als konstant betracbtet. 

Sobald yon dieser partiellen Differentialgleicbung eine Losung gefunden 
isfc, welche eine willkiirliche Konstante, auBer der bloB additir hinzn- 
tretenden, enthalt, konnen unmittelbar samtliche Integralgleichungen der 
Bewegung des Korpers hingeschrieben werden. Bezeiehnet man mit ¥ die 
Differenz aus einer solchen Losung und dem Werte, den die Losung filr 
das System e 1 = e i ° > e 2 = e 3 ° annimmt, und mit M jene, noch in dieser 
Differenz vorkommende Konstante, so sind 

w dL ■“ *> m ~~ u 


die Gleichungen, welche e ± und e 2 als Funktionen you t definieren; eine 
eingehendere Betrachtung des Ausdrucks von ¥ als Integral ftihrt zu: 


und endlich ist: 




Diese Gleiehungen bestimmen nun zu jeder Zeit den Ort des Korpers 
Yollstandig. Denn man erhalt ein im Raume festes reehtwinkliges Ko~ 
ordinatensystem £ ? t) 7 j, indem man folgende Annahmen macht: die J-Aehse 
soil mit der Aekse des Impulses identisch sein, der Anfangspunkt mit dem 
Ausgangspunkte der Streeke <?, die Richtung der £-Achse mit der Aus- 
gangsrichtung des Winkels 6 lf und endlich soli Yermoge der ty-Achse das 
Koordinatensystem der £, I dem Eorper festen Svsteme der 
kongruent sein. Die so definierten Achsen £, 5 , $ kann man aber in jedem 
Augenblicke vom Korper aus mit Hilfe der letzten Gleiehungen, namlich 
durch die Werte von e lf e 2} e ± r ? e 2 - wiederfinden. Durch die vier 

ersten GroBen oder Yielmehr durch u 7 v, w, p, q, X findet man nach (5) 
die j-Aehse, dann durch 6 den Anfangspunkt, durch (j 1 die Richtung 
der j-Achse. 
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Fiir die Entfernung, die irgendein Punkt des Korpers von der Achse 
des Impulses hat, gewinnt man leicht, durch Beriicksichtigung des Um- 
standes, daB die lebendige Kraft T eine wesentlich positive Form ist ; eine 

obere Greuze von der Art: multipliziert in eine von den Koeffizienten 

der Form T abhangige Konstante, so daB diese Entfemung immer endlieh 
bleibt. — 

A. Clebsck*) hat bemerkt, daB fiir die von Kirchhoff aufgestellten 
Differentialgleichungen der Multiplikator eine Konstante wird, und er hat 
daraus den SchluB gezogen, daB eine vollstandige Integration dieser Glei- 
ehungen durch Quadraturen gelingt, sowie den drei Integralen mit den 
Konstanten J , J x , L irgendein, gleichfalls von t freies, viertes Integral 
h inz ugefiigt werden kann. Weit mehr, als die bloBe Anwendung des 
Prinzips des letzten Multiplikators ergibt, leisten nach der hier vorge- 
nommenen Transformation jener Gleichungen die Satze von Jacobi liber 
diejenigen Probleme der Mechanik, welche nur zwei zu bestimmende 
GroBen enthalten. Bringt man das vierte Integral auf eine der Gleichung 
ip = L analoge Form: 

u htfufu J, Ji) = konst. = M, 

und ermittelt aus diesen zwei Gleichungen f x und f 2 als Funktionen von 
e x und e 2 , so ist nach jenen Satzen f x de x + f%de% ein vollstandiges 
Differential und 



(«i°» ^°) 


woraus die Quadraturen fiir alle Integralgleichungen zu ersehen sind. 

Indem Clebsch den Ansatz machte, daB das vierte Integral eine 
ganze homogene Funktion ersten oder zweiten Grades der Geschwindig- 
keiten des Korpers sein sollte, ergaben sich ihm im ganzen zwei Falle, 
in welchen ein derartiges viertes Integral existiert; in unserer Bezeichnung 
sind dieselben sehr einfach zu charakterisieren: 

Wenn die drei Fldchen E = konst, F = konst, G konst. Botations- 
fldchen urn eine gemeinsame AcJise sind, so ist die Drehungsgeschwindigkeit 
um diese Achse konstant. Yon der Art, wie die Bewegung alsdann von- 
statten geht, hat neuerdings Herr Halphen**) ein sehr anschauliches Bild 
auf Grund von Eigenschaften elliptiseher Funktionen entworfen. Kommt 
der Umstand hinzu, daB die Form F identisch verschwindet, so sind 
Rotationskorper — nach Gestalt und Massenverteilung — denkbar, die in 

*) Mathematiscbe Annalen, Bd. 3, S. 238—262. 

**) Journal de Liouville, 1888. 4 e serie, T. IY, pp. 1—81. — Aucbin dem Trait4 
des fonctions elliptiques et de leurs applications, T. II. 
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ibren Bewegungen obne EinfluB von Kraften vollstandig mit dem ge- 
gebeuen Korper ubereinstimmen, ein Fall, fur welcben bereits Kircbboff 
die Mogbcbkeit einer Integration durcb Quadraturen gezeigt batte. 

Wenn ferner F identisch Null ist, und die durch sicei Fldchen 
E = Iconst und G = lonst. hestimmte Flachenschar eine Kugel auficeist d. b. 
eine lineare Relation 

(11) 2E(x, y, *) + l(Ax 2 + Bf + Cz 2 ) = ,„(*»+ »* + **) 

besteht, so ergibt sieb als ein viertes Integral: 

l(BCP + CAv 2 + AEw' 2 ) + AY + BE/- + (?->■- = konst. = 2M. 

Ist G = konst, die betreffende Kugel, also l = oo, A = B = C = ~, so 
scbeint dieses Integral nur in die Gleiebung (3) iiberzugeben, wesbalb 
aucb Clebscb diesen Fall besonders untersucbt bat; indessen erweist sieb 

die lineare Yerbindung IM — mL — (A + B + C)Im — m 2 J P aus 

den drei Gleicbungen fur M, L und J- aucb bier als ein neues Integral, 
naebdem man aus derselben zuerst mit Hilfe yon ( 11 ) A. B, C eliminiert 

und dann fur “ den gemeinsamen Wert dieser Grofien und l = cc gesetzt 
bat; von der Moglicbkeit, dab sowobl G = konst, wie E = konst. Kugelrt 
sind, seben wir dabei ab, dann wiirde iibrigens jede Bewegung eine 
stationare sein. In diesem zweiten Falle, der durcb Quadraturen zu er- 
ledigen ware, stieB Clebscb auf Scbwierigkeiten bei dem Yersucbe, die 
Bewegung als erplizite Funktion der Zeit darzustellen. Dieses Ziel bat dann 
Herr H. Weber*) durcb Benutzung von Tbetareiben mit zwei Argumenten 
fur den Fall vollstandig erreicbt, wo die Konstante J t Null, der Ira puls 
der Bewegung also eine einzelne impulsive Kraft ist. Hier wird durcb 
die Gleicbungen (9) und (10) fur jeden Fall dasjenige Umkebrproblem in 
einfacbster Weise bezeicbnet, dessen Losung den Kempunkt bei der eigent- 
licben Berecbnung der Bewegung bildet. 


*) Mathematische Annalen, Bd. 14, S. 173—206. 
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1. Kapillaritat und Kohasion. 

An den Grenzen einer Fliissigkeit gegen die sie umgebenden Medien 
auBert sick eine besondere Form der Energie, welche namentlicb Gestalt 
nnd Lage der freien Grenzflaehen beeinflufit, wie z. B. die Hohe des An- 
steigens der Fliissigkeit in einer KapiUarrohre, nnd welclie von diesem 
speziellen Phanomene her allgemein den Namen Kapillaritat erhalten hat. 
Diese Energie ist sichtlich yerkniipft mit dem, sei es nun diskontinuier- 
lichen, sei es schnellen kontinuierlichen Wechsel des Zustandes iiber eine 
Trennungsflache hinuber. Theoretisch wird sie entweder unmittelbar an- 
gesetzt mit einem Term, welcker dem Flacheninhalt der Trennnngsflache 
proportional ist, nnd wobei der Proportionalitatsfaktor eine Spanming in 
der Oberflache angibt. Oder aber sie wird erklart als die potentielle Energie 
yon besonderen Anziehungskraften, welche zwischen alien Massenteilchen 
untereinander, jedoch mit wahrnehmbarem Betrage nnr auf auBerst kleine 
Distanzen wirksam sind. Alsdann ist ein iiberwiegender Anteil dieser 
Energie dem Volumen der Fliissigkeit proportional, wobei der Proportio¬ 
nalitatsfaktor, negativ genommen, einen Druclc im Raame angibt, den man 
die Kohasion der Fliissigkeit nennt. 

Es soil hier die erstere Auffassung der Kapillaritat vorangestellt werden, 
welche dieser Energieform die Trennungsflachen als ausschlieBlichen Sitz 
zuweist. Diese Auffassung erscheint hernach als ein mathematisch ein- 
facher Grenzfall der anderen tieferen Auffassung, welche die ganzen Massen 
als Spielraum von Kohasionskraften annimmt. 


I. Kapillaritat als Flaclienenergie. 

2. Olberflaclienenergie und deren Variation. 

Eine Trennungsflache zwischen einer Fliissigkeit A und einem zweiten 

Medium B ist yerkniipft mit einer potentiellen Energie T AB F AB , wobei 

F ab den Flacheninhalt der Flache und T AB eine yon den beiderseits an- 

grenzenden Medien abhangende Konstante ist. Dabei sind A und JB 

bomogen gedacht und sollen Anderungen von Temperatur und Dichte zu- 

nachst nicht in Betracht kommen. T AB hat die Dimensionen und 

cm 2 

heiBt Oberflaclienspannung yon A gegen B . Unter der Oberflachenspannung 
schlechthin versteht man fiir eine Fliissigkeit diejenige gegen ihren ge- 
sattigten Dampf, woyon die einer Trennnngsflache gegen Luft*) vielfach 

*) Yon einer Oberflachenspannung gegen eine gasformige Phase kann, streng 
genommen, nur hei Plussigkeiten die Rede sein, welche mit der gasformigen Phase 
in chemischem Grleiehgewicht koexistieren. 
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teine Yersckiedenkeit zeigt. Fur Wasser gegen Luft ist 

T- 74 ^ = 0,075^^, 

fur Quecksilber gegen Luft T = 0,55 gr Gewickt/cm, fur Quecksilber gegen 
Wasser T = 0,42 gr Gewicht/cm. 

Die Folgerun.o'en aus dem Bestelien des Terms TabFab in der Energie 
lieBen sick am kurzesten darlegen auf Grund der Bemerkung, daB genau 
derselke Ausdruck der Energie Platz greifen wurde fur erne unendkck 
diinne elastiscke Haut, welcke die Trennungsflacke bedeckt, w enn m ikr 
ukerall eine konstante Spannung = T A£ kerrsckt, d. k. jede m ikr an- 
gekrackte Scknittlinie an beiden Ufern emen von dem anderen fort ge- 
lekteten Zug Tab auf die Langenemkeit erfakrt. Diesen Yergleick von 
vornkerein einzufiikren, kiefie aber, die Sckwierigkeit, welcke fur die Tkeone 
der Kapillaritat in der Notwendigkeit der Annakme von Drue diskon i- 
nuitaten transversal zu einer Trennungsflacke liegt, nickt beseifagen, sondem 
nur sie einem anderen Kapitel der Meckanik zusekieben. Urn kmsick lich 
der Voraussetzungen der Tkeorie Xlarkeit zu gewmnen, ist es deskalb 
notwendio', im wesentkeken den Gang von GauB emzukalten un . den 
EinfluB des Terms TF der Energie auf Grund eines akgemeinen Prmzips 
der Mechanik zu verfolgen, wie des Prinzips, daB Gleickgewickt dure 
ein Minimum der potentiellen Energie oder, bei Berucksicktigung auck 
tkermodynamiseker Umstande, durck ein Minimum der Energie bei kon- 

stanter Entropie ckarakterisiert wird. „„ , 

Hiernack muB vor allem die virtuelle Yeranderlickkeit von IF be- 
tracktet werden. GauB kat, indem er bei diesem Anlasse uberkaupt die 
Prinzipien fur die Yariation von Doppelintegralen mit veranderlieken 
Grenzen sekuf, eine fundamentale Transformation fur die Yariation von Ti 
entwickelt. Man kann sick aflerdings, worauf auck GauB beilaung kin- 
weist, das Resultat dieser Transformation durck infinitesimale Betracktungen 
leickt plausibel macken, indem man eine beliebige unendlick klerne Ver- 
ruckung einer Flacke in eine erste Yerriickung, wobei jeder Punkt normal 
zur Flacke fortsekreitet, und eine zweite Yerriickung, wobei jeder Pun* 
tangential zur Flacke fortsekreitet, zerlegt. Dock ersekeint es amgemessen, 
kier auck das eigentlicke analytiseke Prinzip jener TJmwandlung, we c es 
in einer gewissen partieken Integration bestekt, anzugeben. .In Anbetracht 
des Umstandes jedock, daB die Yariationsrechnung, namentlick m Hinsick 
auf Probleme mit Nebenbedingungen, wie sie kier schlieBkck vorhegen 
werden, nock keine aUgemein anerkannte Darstekung besitzt,. auf die sons 
einfack zu verweisen ware, mag es zur Durcksicktigkeit beitragen, wenn 
wir nur auf bekanntere Hilfsmittel der Integralrecknung rekurrieren. 

Die Trennungsflacke F^ B , die wir uns berandet denken wollen, duren- 
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laufe bei einer virtuellen Bewegung, wakrend welcker der Parameter w 
von w = 0 an wackst, eine Sckar you Flaeken F(«c?). Wir konstruieren 
auf jeder Flacke die zwei zueinander ortkogonalen Sckaren von Kriim- 
mungslinien und sodann zwei Flackensckaren u 2 = konst,, u t = konst., 
welche aus den F (w) gerade diese Krummungslinien keraussckneiden. Wir 
stellen nns der Einfackkeit halber die 
Flaeken F (w) samtlick als auseinander- 
liegend und derart vor, dafi in dem von 
ihnen erfiillten Gebiete jedem Punkte 
sick hiernack Werte u 19 u 2 , tv eindeutig 
zuordnen. Die Ricktungen von einem 
Punkte u lf u 2) w aus, in denen nur tt l9 
nur u. 2 , nur w und zwar zunekmend 
variiert, sollen in Argumenten trigono- 
metriscker Funktionen kurz durck u l9 
u 2 , w angedeutet werden, und n bedeute 
die nach JB hin gerichtete Normale auf 
F(w); die u 19 u. 2) w-Ricktung sollen stets ein Recktsschraubensjstem wie 
die Koordinatenacksen x 9 y 9 0 bilden (Fig. 1). 

Die Berandung von F (tv) wircl durck eine Gleickung u 2 =* y(u lf w) 
dargestellt sein, und da wir irgendeine Funktion von und tv als einen 
neuen Parameter an Stelle von u x einfukren konnen, so diirfen wir diese 
Gleickung als tv nickt entkaltend: u 2 = %(u x ) annekmen. Das Quadrat des 
Linienelements in dem von den F(tv) erfiillten Gebiete wird sick 

(1) ds 2 = dx 2 + dy 2 + dz 2 

= L t \du x - l x divf + L 2 2 (du 2 - \divf + N*dtc* 

schreiben lassen, wobei L< > 0, L 9 > 0 und ^ T » L > 0 sei, also N 
? cos (ton) ’ 

mit dem Yorzeicken von cos (wn) gerechnet werde. Nun ist 



( 2 ) 


dF 

dw 


F =• J*j L x L 2 du x du 2} 


du, 


''2 i 


wo das Doppelintegral sick iiber das Innere von erstreckt. 

Der Ausdruck kier gestattet auf Grand der ckarakteristiscken Eigen- 
sckaft der Kriimmungskurven, dafi die Normalen langs iknen eine ab- 
wickelbare Flacke bilden, eine wicktige Umformung durck Produktinte- 
gration*). Zu einem Punkte P(u l9 tv) liegt auf der benackbarten 


*) Die zunackst folgende infinitesimale Betracktung dient nur dazu, diese Eigen- 
sckaft der Krnmmungslinien scknell in eine Pormel nxnzusetzen. 
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Fladie F(w + dw) in der kleinstmogliclien Distanz Ndw = dn, also auf 
der Normalen von F(te) der Punkt Qfa+^dw, m 2 + l s dw,w + dw). 
Entsprecbend liege normal iiber P x (u x + du x , u 2 , w) auf F(w + dw) der 
Punkt Q : es sei M 1 der Krummungsmittelpunkt der Krummuugslinie 
PP 1 auf 1 ]?(?«), also der Treffpunkt der Geraden PQ und P 1 Q 1 , der 
Krummungsradius M x P uni zwar positiv, falls M X P die Ricbtung n nack 
B bin bat”anderenfalls negativ. Man bat PP X = L x du x . Aus der Abnlicb- 
keit der Dreieeke M 1 PP 1 , M X QQ X und im Hinbbck auf ( 1 ) folgt 

PQ QQi-*A dP^l-^dn + L^dw), 

MJ>~ PP t » B, L t \dn ^ 1 du t )’ 

d. i. naeb Fortlassung des Faktors dw 

N l /3Pi 7 , 3Pi 7 i i i r J . 

% Afe ?1+ ^- + ^ +1 du P 

Eine entsprecbende Relation gilt fur den zweiten Hauptkriimmungsradius 
i ? 0 in P und dureb Addition beider entstebt 


Hk+i 


T I T d Z J 1 

^ + 2 Old 


d Li L% | 0 £*1 1-j s Z 8 

du± du t 


Macbt man biervon in (2) Gebraucb und fubrt partielle Integrationen 
nacb «! und « 2 aus, so ergibt sicb 

(/) w 

darin bedentet allgemein df das Flachen element, das Randlinienelement 
yon F (iv) in positivem Umlauf nm die Normale n. Bezeichnet man mit j 
die Richtung, die normal auf ds ins Innere der Flacbe F(w) bineinfubrt- 
(s. Fig. 1), so ist 

Li-rr — cos («gi)» ^7 - - cos C M ii)> 


— L x l x = L cos (m x w), — L. 2 l 2 = L cos (m 2 w) ; 

scbreibt man nocb A cos (-wy) cZzu = dj ; so entstebt daber aus der letzten 
Gleicbung die folgende Darstellung der ersten Ableitung. der Kapillar- 
energie TF nacb dem Variationsparameter w: 



die insbesondere fur w — 0 anzuwenden sein "wird. Darin bedeuten dann 
die dn = Ndw fiir die Punkte der Trennungsflacbe die zur Flacbe normalen 
und die dj = L cos iwj) dw fur die Punkte ibres Randes die in die Flacbe 
fallen den. zum Rande normalen Komponenten der einem Zuwacbs dw ent- 
sprecbenden Verriickungen; bierauf fuBend kann man sicb die Trans¬ 
formation ( 3 ), wie scbon oben angedeutet, unmittelbar geometriscb plau- 
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sibel macben.*) —-(if + ]gr) S °H? w ^ e <*ie Yorzeicben Ton j R t und E 2 

oben festgelegt sind, die mittlere Krilmmung der Stelle df nach B Mn 
beiBen. 

Da in (3) die Parameter der Kriimmungskurven wieder eliminiert slcd 7 
so ist diese Darstellnng nicbt an die anfanglicb betreffs der Koordinaten 
u t , w gemacbte Besehrankung gebunden. 

Die Yolumina Ton A und B seien V B} ibre Dicbten q Aj q b . Wir 
raerken nocb an ; daB bei den fraglicben virtuellen YerrLickungen die Yo- 
liimina gemaB 

i4) 

variieren, ferner die potentielle Energie beziiglicb der Schwerkraft far 
beide Medien zusammen die Ableitung nacb iv: 

( 5 ) 9(<>a-Qb) 

erfabrt; dabei ist die #-Acbse vertical nach oben gedacbt. 

3. Bifferentialgleichung fiir eine freie Oberfiaclie. 

Die Trennnngsflacbe yon A gegen B sei frei beweglicb (B eine Fliissig- 
keit wie A oder ein Gas), nnd neben der Kapillaritat komme nur nocb 
die Scbwere in Betracbt. Stabiles Gleicbgewicbt des Systems wird durcb 
ein Minimum der potentiellen Energie gegeniiber alien yirtueilen Yer- 
rtickungen charakterisiert. Nun liegt aber eine Nebenbedingung in der 
Konstanz des Gesamtvolumens von A (oder von B, vgl. (4)) vor. Urn 
dieser Nebenbedingung Recbnung zu tragen, zieben wir die Regeln der 
Differentialrecbnung flir ein sogenanntes relatives Extremum beran. 

Wir denken uns wieder die Trennungsfiacbe F^ 5 als das Element 
w = 0 einer beliebigen von einem Parameter w abbangenden Scbar von 
Flachen z = ip (x, y ; w), welcbe alle den Rand gemein baben mogen. Der 
Nebenbedingung wiirde allerdings, wahrend w sieb verandert, nicbt mebr 
gentigt werden. Denken wir uns aber nocb eine beliebige zweite solebe 
Schar von Flacben % — ip*(x, y } iv *), welcbe wieder fiir lv* — 0 von der 
gegebenen Flacbe ausgeht, und erweitern wir diese zwei einparametrigen 
Scbaren irgendwie zu einerJBTacbenscbar mitzweiParametern z=ip{x ? y,iv,w*) f 
welcbe fiir w* — 0 in die erste, fiir w = 0 in die zweite einparametrige 
Scbar libergebt, so wird die GroBe des Volumens Ya bei den Flachen dieser 

*) Wir baben im ubrigen die gebraucbliehen Zeicben § d'w usw. der ersten 
Variationen vermieden, um evident zu maehen, dab es sieb scblieblicb nur umDiffe- 
rentialquotienten im gewohnlicben Sinne bandelt. 
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allgemeineren Schar eine Funktion V A (w, w*) der zwei Parameter sein, mid 
innerhalb der zweiparametrigen Schar gibt uns diejenige einparametrige 
Schar, welche durch die Bedingung V A {w, w*) = V A (0, 0) ausgesehieden 
wird, jetzt eine tatssichliche virtuelle Bewegung der Trennungsflache. Da- 
nach haben wir die Bedingung zu formulieren, daB unter alien Flachen 
der zweiparametrigen Schar, fur welche V A {w, tv*) = V A (0, 0) ist, die 
Flache w = 0, tv* = 0 das Minimum der potentiellen Energie 

E = T ab F ab + gQAf zdv + gQnj zdv 


liefert; (die Bezeichnung hier ist so zu verstehen, daB dv in dem ersten 
Integral die Volumenelemente von A, in dem zweiten diejenigen von B 
durchlauft). Fur dieses Extremum mit einer Nebenbedingung liefert nun 
die Differentialrechnung in bekaunter Weise die zwei Grleichungen 


dJE 3 SF 
+ /lj - s dw 


gw 


L®4-1 ^ = 0 

“ div * + 1ab dw* U 


(w = 0 ; w* = 0) 


mit einer geeigneten Konstante X AB - Die zweite Gleichung dient uns jetzt 
nur dazu, um zu erkennen, daB der Wert von X AB in keiner Weise you 
der beliebig angenommenen ersten Schar 0 = ip(x,y, w) abhangt, also fur 
die Trennungsflache F AB an sich eine bestimmte Bedeutung bat; und bei 
ausdriicklicber Hinzunahme dieser Tatsache vertritt die erste Gleichung 
bereits das System der beiden. Danacb rnuJB (ygl. (3), (4), (5)) mit einer 
geeigneten Konstante l AB , die sich schlieBlich aus dem Werte von V A be- 
stimmen wird, die Bedingung 

J* N(T a b (j^ + ^r) + 9(q a — Q b )# + ^AB) d f === 0 

B 

gelten. Dabei unterliegt yermoge der willkurlichen Wahl der Schar F (w) 
die Funktion N — ^ auf der Flache F^ 4B einzig der Beschrankung, daB 

sie durchweg stetig ist und am Rande gleich Null genommen wird. Fur N 
in diesem Umfange kann das yorstehende Integral nur dann bestandig 
gleich Null ausfallen, wenn der Faktor von N an jeder Stelle innerhalb 
F^ verschwindet, d. h. die Gestalt der freien Oberflache mufi der Diffe- 
rentialglei chung 

(*> ^(i + i)+K?.-P> + ^,-0 

geniigen.*) 

Es kann F^ 5 auch aus mehreren getrennten Stucken bestehen und 
l AB hat fiir die verschiedenen Stiicke denselben Wert. 


s ) Laplace, Supplement an. livre X de la Mecanique celeste, no. 4. 
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Ein Minimum von E ist hier jedenfalls nur moglich, wenn T AB > 0 
ist, da sonsfc durch ein Hin- und Herfalten der Trennungsflache an ihrem 
Orte sick E beliebig verringern lieBe. 

Es moge q a =j= q b sein. Setzen wir 

* AB= ~WS r e7)’ 

so wild duick s z AB eine bestimmte konzoutale Ebene augewiesen, 
welcke Niveauebene keiBen soil. Verlegen wir z = 0 nack der Niveau- 
ebene, so folgt die Grleickung (6) in der Gestalt 

(6a) T ab = - g( Qi - Qb ) z . 

Danack ist an jeder Stelle der Trennungsflacke aus der mittleren Kriimmun«* 
nack B kin sofort auf die Lage der Niveauebene zu scklieBen. Ist g > o 
so liegen die Stellen der Trennungsflache , wo diese mittlere Kriimmung positiv 
ist, d. h. die Flacke nack B kin konvex- 
konvex oder konvex-konkav mit groBerem 
Betrage der ersteren Hauptkrummung ist, 
unterhalb der Niveauebene und zwar um so 
tiefer damn ter, je starker jene mittlere 
Krurnmuug ist; Stellen, wo diese Kriimmung 
nach B hin negativ ist, liegen oberhalb der 
Niveaiiebene, Stellen, wo sie Null ist, not- 
wendig genau in Hoke dieser Ebene (Fig. 2). Insbesondere kann die 
Trennungsflacke asymptotisck eben nur in Hoke dieser Ebene sick ge- 
stalten, wodurck ikre Bezeicknung als Niveauebene begriindet ist. 



4. Randwinkel. 

Zur vollstandigen Festlegung von F AB sind auBer der Differential- 
gleichung (6) weitere Bedingungen fur den Rand der Flacke dort, wo A 
und B an dritte Medien G grenzen, erforderliek. 

Grrenzen drei Fliissigkeiten A, B, C mit drei Trennungsflacken F AB , 
F ac, F B c, in denen die Oberflackenspannungen T AB , T AG , T B c kerrscken, 
langs einer Kurve zusammen (Fig. 3), so 
wiirde zwar mit jedem virtuellen Bewegungs- 
zustand der Randkurve stets auck der ent- 
gegengesetzte Bewegungszustand fur sie vir¬ 
tue]! sein; immerkin wollen wir (weil kernack 
auck ein Fall von nickt in diesem Sinne 
umkekrbaren Verriickungen in Betraeht kommt), zunackst nur von dem 
vorausgesetzten Grleickgewichtszustand an (nickt durck ikn kindurck) 



Mg. 3. 


Minkowski, Oesammelte Abhandltmgeii. II. 
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yariieren und wir denken uns eine von einem Parameter iv(> 0) ab- 
bano-ende Sebar tou Lagen dieser Randkurye, mit den namlichen End- 
punkten, falls niobt die Kurye gescblossen ist, und von gewissen damit 
verbnndenen Lagen der drei Trennungsflacben; dabei sollen diese stets 
<xemeinsam an der Randkurye ansetzen, ibre sonstigen Randteile aber fest 
bebalten tmd zngleicb in ibren inneren Partien solcbe Deformationen er- 
fabren da6 die ganzen Yolumina von A, S, C unverandert bleiben. Um 
zum Ausdruck zn bringen, daB die Gesamtenergie E im Gleichgewicbtszu- 
stand fur w = 0 am kleinsten ist, baben wir dann in Anbetracbt der erst 
einseitigen Variation bloB die TJngleicbung 

zu fordem. Da aber fiir die Trennungsflacben gemaB (6) bereits solcbe 
Gleicbungen feststeben, daB die bierin als Elacbenintegrale auftretenden 
Terme ffir sieb Null sind, so ziebt sicb diese TJngleicbung gemaB (3) zu 

_ C.L(T AS cos (w j as) + T a c cos (wj AC ) + T B c cos (wjsc)) ds~^0 

zusammen, wobei das Integral liber die gegebene Lage der Randkurye zu 
erstreeken ist und an jedem Elemente ds unter w die Ricbtung, unter 
Ldtv die GroBe der dem Zuwacbs die entspreebenden Yerriickung des 
Randpunktes, unter j A s, }ac, Jbc die auf ds ins Innere der Flachen bin 
erriebteten Normalen zu yersteben sind. Da die Funktton L bier beliebig 
gewablt werden kaun, nur daB sie stetig und stets 0 ist und an den 
Endpunkten der Randkurye yersebwindet, so folgt bieraus 

(7) — T A b cos ( wj AB ) — T AC cos ( wj A c ) — T B c cos (wjsc) ^ 0 

langs der ganzen Randkurye, und zwar nocb fiir beliebige Ricbtungen w. 
Nun konnen wir aber mit jeder Ricbtung w die entgegengesetzte kombi- 
nieren, und ist daber das Zeicben ^ bier durcb = zu ersetzen. Hiernacb 
miissen sicb drei Yektoren yon den Liingen T AB , T A c, T S c und den zu 
JabJacJbc parallelen Richtungen zu einem gescblossenen Dreiecke an- 
einanderfugen*). Der Winkel (JabUc) = z. B. ist dann der yon den 
zwei ersten Seiten in diesem Dreieck gebildete AuBenwinkel und bat 
biernacb langs der ganzen Randkurye einen konstanten aus den drei 
Spannungen folgenden Wert. Dieser Winkel co A beifit der JRandwinkel von 
A gegen B und G,\ 

Em erstes Erfordemis fur das angenommene Gleichgewicht ist nun, 
daB aus den drei Langen T A b 7 T a q 7 Tbc iiberbaupt ein Dreieck zu bilden 
ist, d. h. daB Yon jenen drei Spannungen keine groBer als die Summe er 

*) Diese Bedingung ist von F. ^Neumann. aufgestellt und znexst in der Disser 
tation von Paul du Bois-Beymond (Berlin 1859) veroffentlicht worden. 
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beiden anderen ist. 1st jedocb etwa T AB > T AC + T BC , so wird vielmebr 0 
sicb zwischen A und B auszieben, eventuell zu einer dtiimen Schiclit mit 
zwei einander derart nabe liegenden Treimungsflacben gegen A und B 
daB dadurcb Umstande resulfieren, die erst auf Grund der Amnabme einer 
raumlicben Yerteilung der Kapillarenergie genauer zu verfolgen sein werden. 

Die Relation T AB ^> T A g~\~ T B c fdr drei Medien dient aLs binreiehende 
Erklarung der mannigfacbsten KapiUarphanomene*). 

2sTacb den Beobachtungen yon Marangoni**) ist in alien Fallen fur 
zwei Flussigkeiten die gegenseitige Oberflacbenspannung kleiner als die 
Differenz ilirer Oberfiacbenspaniiungen gegen Luft***), bierbei also niemals 
jenes Dreieck yon Spannungen realisierbar. Der Fall yon 
Quecksilber und Wasser., den Marangoni als eine Ausnabme 
ansab, fugt sicb dieser allgemeinen Regelf). Wenn Wasser 
auf Quecksilber in einem Tropfen stebt, so baften der Queek- 
silberoberflacbe fremde Bestandteile an, die ibre Spannung 
berabsetzenff). 

Stellt G einen festen Korper vor, so kann die Treffiinie 
yon A ? B 7 G nur auf der Oberflacbe dieses frei verscboben 
werden ; und erbalten wir die Relation (7) in dem entsprecben- 
den bescbrankteren Umfange ; namlicb, wenn G keine Diskon- 
tinuitat der Tangentialebene an der Randkurve bat (Fig. 4) ? einmal so, 
daB w mit j AC} das andere Mai so, daB w mit j BC zusammenfallt, und wir 
erscblieBen damit 



Fig. 4. 


( 8 ) 


cos co A ■■ 


^BC ~ T A C 


wo co A wieder den Randwinkel (J A bJag) von A gegen B und Cbezeicbnet jfy). 


*) Eine bis znr Gegenwart reickende Ubersickt der Beobacktungsmethoden und 
-ergebnisse zur Kapillaritat bringt der Artikel von E. Pock els im Handbuck der 
Pkysik, kerausg. von A. Winckelmann, Bd. 1 (Breslau 1907). 

**) Marangoni, Sull’ espansione delle goccie di liquido galleggiante sulla 
superficie di altro liquido, Pavia 1865; Ann. Pkys. Ckem. 143 (1871), S. 348. Dieselbe 
Taisache fanden van der Mensbruggke, Mem. cour. de l’Acad. de Belg. 34 (1869); 
ferner Ltidtge, Ann. Pkys. Ckem. 137 (1869), S. 862. 

***) Sieke die Anm. auf S. 297. 

f) Quincke, Ann. Pkys. Ckem. 139 (1870), S. 66. Lord Rayleigk, Sc. papers 
3, p. 562. 

tf) Das Ausbreiten eines Tropfens einer Fliissigkeit auf einer anderen Flussigkeit 
gesekieht jedesmal in ckarakteristiscken Formen, die mit den Substanzen sekr mannig- 
faltig variieren, den Tomlinsonscken Kokasionsfiguren; vgl. daruber 0. Lekmann, 
Molekularpkysik 1 (Leipzig 1888), S. 260; Paul du Bois-Reymond, Ann. Pkys. 
Ckem. 139 (1870), S. 262. 

ttf) Quincke (Ann. Pkys. Ckem. 137 (1869), S. 42) fand, daB langs einer auf Glag 
keilformig aufgetragenen diinnen Silkersckickt Wasser oder Quecksilber einen kon- 

20 * 
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Diese Relation wiirde unmoglick sein, wenn der Quotient rechts dem 
Betrage naeh. > 1 (oder < — 1) ausfallt. Im Falle T B g> T ag + T AB (es 
brauchten hier T AG} T BG nicht ^0 zu sein) kommt dann Gleichgewicht 
dadurch zustande, daB sick die Flussigkeit A am festen Korper C in 
einer selbst mikroskopisch nicht mefibaren diinnen Scbicbt entlang zieht, 
0 l)6n&t^t 7 wodurch an der zu bemerkendeii Randlinie JB beiderseits an A 
grenzt und daher eben nacb dieser Formel (8), worm nun A statt G und 
T aa = 0 zu nehmen ist, sick der Randwinkel you A gleicb Null her- 
aussteilt. 

Hat die Wand ties festen Korpers G an der Randkurve gerade eine 
Sehneide, (ein Fall, wie er sich bei der Adhasion einer Flussigkeit an 
einem festen Korper leicht darbietet (Fig. 5)), so kommen zweierlei nicht 

entgegengesetzte Verschiebungen der Rand- 
kurve auf C in Betracht. Das Ergebnis ist 
dasselbe, als wenn man sich die Sehneide 
als Grenze abgerundeter Formen denkt*, man 
kommt zur Ungleichung (7) einmal so, daB 
darin w durch j A c, aber j B c durch die zu 
Jac entgegengesetzte Richtung, das andere Mai so, dab darin w durch 
j BCj aber j AC durch die zu j B c entgegengesetzte Richtung vertreten wird; 
man erhalt demnach 

— T A b cos (j A c Jab) — T A c + T BG ^ 0? 

Tab cos + ^ac — T BG ^ 0? 

d. h. 

( 9 ) (jAcjAB)>&A, (jABjBc)>X — &A, 

wo co a den durch (8) bestimmten Winkel 0 und % bedeutet. Aus 
beiden Relationen zusammen folgt 

( Jac is c) ^ 

Danach kann im Zustande des Gleiehgewichts die Grenzlinie der freien 
Oberflache niemals langs eines endlichen Stiieks auf einer konkayen Sehneide 
des festen Korpers liegen*). 

Die Bedingungen fur das Zusammentreffen yon vier Fliissigkeiten in 
einem Punkte sind nunmehr ohne weiteres ersichtlich. Die Moglichkeit 
der Bildung einer neuen Trennungsflache an einer Linie, langs der mehr 
als drei Fliissigkeiten zusammentreffen, erorterte Gibbs**). 

stanten Randwinkel erst dort ergibt, wo die Dicke der Silberlamelle mindestens 
50 x 10~ 7 cm betrilgt. 

*) Gau£, Principia generalia theoriae figurae fLuidorum, art. SO. 

**) Gibbs, Equilibrium of heterogeneous substances, p. 453. 
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5. Kapillardruck. OTberflachenspammng, 

Wollen wir den Begriff des Drucks in einer Fliissigkeit auck bei 
Ersckeinungen der Kapillaritat verwenden, so wird die Vorstellung not- 
wendig, daB dieser Druck an einer Trennungsflacbe zweier Fliissigkeiten 
im allgemeinen sick diskontinuierlich andert. Die Diskontinuitaten sind 
mit den Sckwerpunkts- nnd Flaekensatzen der Meckanik in U bereinstimmung 
zn bringen. Will man die Diskontinuitaten weiter begrfinden, okne jedock 
Hypotkesen iiber Molekularkrafte einzufiikren, so kann man von dem An- 
satze ausgeken, dab in einer Flussigkeit an jeder Stelle eine raumlieke 
Energiedickte bestekt, welcke von der Massendickte daselbst nnd auch nock 
von den ortlicken Differentialquotienten der Massendickte abkangt. Man 
kat sodann einen Grenziibergang in der Weise zu vollzieken, daB die 
Differentialquotienten der Massendickte im allgemeinen gleick Null gesetzt 
werden und nur an gewissen Fiacken derart unendlick werden, daB dort 
die Massendickte einen konstanten Sprung erfakrt. Der Begriff des Druckes 
entstekt dabei als der negativ genommene Differentialquotient der Energie 
einer Masse nack ikrem Volumen (Gl. (42) in Nr. 18). 

Der Kiirze wegen begntigen wir uns kier mit folgenden mehr axio- 
matiscken Festsetzungen: Innerkalb einer einzelnen Flussigkeit A variiert 
der Druck stetig mit der Dickte, ist aber nur bis auf eine additive Kon- 
stante zu bestimmen; bei gewisser Verfiigung iiber diese Konstante wollen 
wir von ikm als JcinetiscJiem Druck P A sprecken. Nun seien zwei versckiedene, 
der Sell were unterworfene Fliissigkeiten A und B durck eine korizontale 
Ebene z = 0 getrennt und eine jede derart besekaffen, daB in ihr Dickte 
und Temperatur tiberall nur von der Vertikalhoke z abkangen. Alsdann 
erleidet der kinetiseke Druck beim TJbergang von A nack B eine Diskon- 
tinuitat, die wir als Kohasionsspmng bezeicknen wollen. Die beziigkcke 
Abnakme des kinetiseken Drucks von A nack B konnen wir in die Form 
K a — Kb setzen, so daB K a nur von A } Kb nur von B abkangt. 

Die Differenz P A — K A = Pa soil dann der hydrodynamische Druck in 
A keiBen; dieser Druck wiirde nun an horizontalen Trenmmgsflachen 
keinerlei Diskontinuitdt erfakren. In einer rukenden Flussigkeit A, in 
welcker die Dickte nakezu als konstant anzuseken ist, variiert der Druck 
p A derart ; daB er abkangig von der Vertikalkoke z allgemein den Ausdruck 
Po *“ Qa^z hat, w0 Po e ^ ne Konstante ist. 

Nun mogen zwei rukende Fliissigkeiten A und B von versekiedener 
Dickte eine beliebige, der Differentialgleickung (6) entspreckende Trennungs- 
fiacke F^^kaben; wir bestimmen die Niveauebene dazu, waklen sie als Ebene 
& = 0 und denken uns andererseits in einem sekr weiten GefaBe ebenfalls 
A und B und beide durck eine horizontale Ebene und zwar genau in 
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Hoke jener Mveauebene getrennt, und yerbinden endlicb die A beiderseits 
und die B beiderseits je dnrcb eine kommunizierende Rokre (Fig. 6), so 

wird das G-leiekgewickt nach der Grleickung 
(6 a) bestelien bleiben. 1st nun p 0 der in jener 
horizontalen Trennungsflacbe in A und B 
gleickeliydrostatisckeDruck, so ist dieserDruck 
in A in einer Hoke z gleich p A = p 0 — g A gz 
und in B in einer Hoke z gleick p B =_p 0 — Q B gz. 
An einer beliebigen Stelle der Trennungsflacbe 
F ab findet daker gemafl (6 a) eine Druck- 
diskontinuitat 

(10) p A — p B = — 9 (q a — 9 b ) 2 = T ab + jj) 

statt. Diese Differenz heiBt der Kapillardruck an der Stelle in A. 

Stellt B den gesattigten Dampf der Flfissigkeit A vor, so ist p 0 der 
Sattigungsdruck liber einer ebenen Flfissigkeitsoberflache, und wfirde da- 
gegen p B den Druck des im Grleichgewicht mit der Flfissigkeit befindlicben 
Dampfes fiber einer solehen Stelle der Flfissigkeit, welehe nach dem Dampfe 

hin die mittlere Krttmmung y (J- + zeigt, angeben; danach ttber- 

•wiegt der letztere Sattigungsdruck p B um 



g-B 

Qa 



den Druck p Q *). Es folgt daraus z. B. ein vermekrtes Verdampfungs- 
bestreben kleinster Wassertropfeken in der Luft ; weil mit dem Grleick- 
gewicktsdruek des Dampfes liber einer ebenen Wasseroberflacke nock nickt 
der Gleickgewicktsdruck liber den Oberflacken der Tropfcken erreickt ist. 

Ist in dieser Weise einnial die Druckdiskontinuitat des Kapillardrucks 
eingefukrt ; so wtirde das Besteken der Trennungsflackenenergie nack dem 
Ausdrucke (3) ikrer Ableitung vollstandig mit der weiteren Annakme zu 
ersckopfen sein, daB auBerdem an jedem Randelement der Trennungsflacbe 
in ikr, normal gegen den Rand nack innen gericktet, eine konstante Zug- 
spannung = Tab, auf die Langeneinkeit der Randlinie berecknet, kerrsckt. 

Indem nun die Formel (3) sick auck auf jeden beliebigen Ausscknitt 
aus der Trennungsflacbe anwenden laBt, wiirden die Kapillardrucke langs 


*) W. Thomson, Edinburgh Proc. Roy. Soc. 7 (1870), p. 63. —In einer Kapillar- 
rohre vom Radius 0,00012 cm, in weleher Wasser 1300 cm steigt, wiirde der Grleich- 
gewichtsdruck des Wasserdampfes um etwa y iooo kleiner als der Wert dafur iiher der 
Niveauebene sein. Mit den durch die Relation (10) gegebenen Umst’anden hangt 
aueh der Siedeverzug luftfreier. Fliissigkeiten, ferner die Sehwierigkeit der Bildung 
der ersten Blaschen bei der Elektrolyse zusammen. 
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der Flaehe und diese Zugspannungen an ihrem Rande fur die virtuelle 
Arbeit gleichbedeutend mit der Annahme sein, daB aberall innerlialb der 
Trennungsflache eine konstante Spanmmg = T AB berrscbt. Aber sprecben 
wir in solcher Allgemeinheit Ton einer Spannung innerbalb der o-attzen 
Flaehe, so heiBt dieses im Grande nichts anderes als: Es besteht fur die 
Trennungsflache eine potentielle Energie = T AB F AB , wovon wir eben 
ausgegangen sind. 

Auf diese Analogie einer Flussigkeitsoberflache mit einer elastischen 
Haut grundete Thomas Young*) eine vollstandige Theorie der Kapillar- 
phanomene, die allerdings durch Yermeidung mathematiseher Symbole an 
Durchsichtigkeit einbiiflte. Den Begriff der Oberflachenspannung einer 
Fliissigkeit hat Segner**) eingefiihrt. 


6. Formen freier Oberfiachen. Tropfen. 

Die Differentialgleichung einer freien Oberflache kommt in Versuehen 
namentlich unter zweierlei speziellen XJmstanden in Betracht: namlich es 
handelt sich meist entweder urn Rotationsflachen um eine yertikale Achse 
oder aber um Zylinderflachen mit horizontalen Erzeugenden, wobei letztere 
Flachen auch noch als eine Approximation der ersteren bei groBem Quer- 
schnitt dienen. 


Im FaUe einer Rotationsflache um die a-Achse sei fur die Meridian- 
kurve r der Abstand von der Achse, <p der Neigungswinkel der Tangente 
gegen die horizontale r-Achse (Fig. 7), also tg cp = dz dr, so ist die 


Kriimmung der Kurve 


■®i (cos <j>) 1 dr 


und die reziproke Lange der 


Normale 


= —die Gleichung (6) geht also in 




Zumeist handelt es sich um eine solche partiku- 
lare Losung dieser Gleichung, welche die Achse trifft 
und sie dann notwendig senkrecht durchsetzt, dainit 
die Flaehe sich an der Stelle regular verhalt. Diese 
Losung hangt nur noch yon einer Konstante ab, da 



*) Th. Young, Essay on the cohesion of fluids, Phil. Trans, Roy. Soc. London 
1805. — Fiir die Wfirdigung der Leistung von Young vgl. Lord Rayleigh, Phil. 
Mag. 30 (1890), p. 285, 456 — Scientific papers 3, p. 397. 

**) Segner, Comment, soc. reg. Gotting. 1 (1751), p. 301. — Plateau (Statique 
des liquides, chap. Y) gibt eine bis 1869 gefiihrte historische tlbersicht fiber die 
Arbeiten zur Theorie der Oberflachenspannung. Mannigfache Belege zn dieser Theorie 
hat namentlich Van der Mensbrugghe beigebracht. 
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dzidr = 0 fur r = 0 gefordert wird. Verlegt man den Koordinatenanfang 
in jenen Treffpunkt mit der Kurve, so bedeutet 2T as /Xj.h den Krummungs- 
radius daselbst und bei Wahl dieser GroBe als Langeneinheit hangt die Form 
der Kurve nur noch von einem Parameter ab, der die Relation zwischen 
dem vorgescbriebenen Werte des Randwinkols von A am Ende der 
Meridiankurve und dem Volumen von A vermitteln mu8. 

Laplace*) und in der Folge Lord Kelvin**) haben die Meridian¬ 
kurve der kapillaren Rotationsflache aus kleinen Kreisbogen mit stetig 
sicb aneinanderreibenden Tangenten unter Berecbnung der Krummung am 
Anfange jedes Bogens gemaB der Gleicbnng (11) angenahert aufgebaut. 
C. V. Boys***) hat diese Methode besonders handlich gemacht, indem er 
die Kreisbogen durch eine feste Marke an einem (durchsichtig hergestellten) 
Lineal beschreibt, auf dem das Drehungszentrum sukzessive verandert wird, 
wodurch die Stetigkeit in den Tangenten der sukzessiven Kreisbogen ge- 
sichert wird. Zudem sind die Teilstriche des Lineals durch ihre reziproken 
Entfernungen von der festen Marke bezeichnet, an der selbst dann oo steht. 
Bashforthf) lieferte ausgedehntes Tabellenmaterial zu jener partikularen 
Losung von (11). C. Rungeff) nahm die Gleicbung als Beispiel bei 
Darlegung einer numerischen Integrationsmethode fur die Differential- 
gleiehungen zweiter Ordnung. Eine im Bereiche 0 <i <p < jr/2 konvergente 
Entwi eklu ng von z nach Potenzen von r fur die Losung von (11) be- 
handelten K. Lasswitzfff), Th. Lohnstein*f). Allerhand Annaherungs- 
formeln, bzw. des Krummungsradius fiir r = 0, des Maxiinalwertes von r usw. 
findet man bei Poisson**f), Fr. Neumann***f), A. Konig*ff), 

H. Siedentopf**tf)- 

Die Formen eines Quecksilbertropfens auf einer horizontalen Unter- 
lage, einer gegen eine Horizontalebene stoBenden Luftblase, eines an einer 
Horizontalebene hangenden Wassertropfens sind Rotationsflachen, bestimmt 

*) Laplace, Coimaissance des Temps, 1812. 

**) W. Thomson, Capillary attraction, Proc. Roy. Inst. 11 (1886), aufgen. in 
Popular lectures and addresses 1, London 1889. Der Anfsatz enth&lfc verschiedene 
Diagramme znr Illustriernng des Verfahrens. — J. C. Schalkwijk, Leiden Communic. 
No. 67 (1901). 

***) C. V. Boys, Phil Mag. (5) 36 (1893), p. 75. 

f) Bashforth and Adams, An attempt to test the theories of capillary action, 
Cambridge 1883. 

ft) C. Rnnge, Math. Ann. 46 (1895), S. 167. 
fft) K. Lasswitz, Inaug.-Diss. Breslau 1873. 

*f) Th. Lohnstein, Inang.-Diss. Berlin 1891. 

**f) Poisson, Nouv. theor. de Tact, capill., Paris 1831. 

***t) Fr. Neumann, York fiber Capill, 1894. 

*tf) A. KOnig, Ann. Phys. Chem. 16 (1882), S. 10. 

**ft) H. Siedentopf, Ann. Phys. Chem. 61 (1897), S. 235. 
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Burch die Differentialgleichuug (11), durch die Forderung, die Achse zu 
treffen, durch den Randwinkel am Endpunkt der Meridiankurve und durch 
das vorliegen.de Yolumen. 

Hangt die Losung der Gleichung (6) von y nicht ab, ist sie also eine 
Zylinderflache mit horisontalen Erzeugenden parallel der y-Ackse, so -wird 
die Gleichung ihres vertikalen Quersehnitts mit der x’2-Ebene, ivenn g den 
Winkel der Tangente gegen die z-Achse, ds das Bogenelement bedeutet: 


( 12 ) 


rp d sin cp 

lAB ~inr 


rp d Cp 

Iab Ts 


^ X AB + 9(.Q a — Q b )2- 


Es ist das die Gleichung der Gleichgewichtsform, die ein elastischer gleich- 
formiger unendlich diinner und ohne auBere Krafte geradliniger Stab an- 
nimmt, wenn an den Enden zwei in die Richtung der positiven und 
negativen #-Achse fallende entgegengesetzt gleiche Krafte und dazu die 
geeigneten Kraftepaare angreifen*). Die Differentiation von (12) naeh 8 
ergibt 

m CPcp , , . 

±AB-J-I = g[£ A - q b ) sm cp ; 


und ist danach, q a > q b angenommen, die Abhangigkeit des Winkels % — cp 
yon s dieselbe wie des Ausschlags eines gewohnlichen mathexnatischen 

t ab 

Pendels mit der Lange - yon der Zeit. Wird z = 0 nach der 

“ 9 B 

Niveauebene gelegt, also /i AB ^0 angenommen, so erhalt man aus (12; 
durch Multiplikation mit tg cpdx = dz und Integration, entspreehend dem 
Integral der lebendigen Kraft in der Pendelbewegung: 


(13) 


T ab (c- cos cp) = g($ A — 9 b ) y ■ 


Darin ist die Integrationskonstante c = 1, wenn die Flache sich asymptotisch 
an die Niveauebene heranzieht, und c > 1, wenn sie sonst eine korizontale 
Tangente hat; andererseits ist, wenn die Flache einen Wendepunkt (~ = 0^ 
besitzt, notwendig c < 1. 

Die Form eines an einer Horizontalebene hangenden zylindrisehen 
Tropfens, wie er durch Austreten einer Fliissigkeit aus einem langen Spalt 
entstehen konnte, hat Fr. Neumann**) behandelt. Dm iiber die Stabi¬ 
lity der Form zu entscheiden, haben wir das Jacobische Kriterium fiir 
ein Extremum in einem Yariationsproblem heranzuholen. Benetzt A die 
Ebene und wird der Einfachheit halber 2T AB :g(Q A ~ q b ) als Flachen- 
einheit eingefuhrt, so kommt hier das Yariationsproblem darauf hinaus, 


*) Ygl. z. B. A. E. H. Love, A treatise on the mathematical theory of elasticity 
2 (Cambridge 1893), Arts. 227—-229. [(2 nd edition 1906, Art. 262. Deutsche Ausgabe, 

bes. v. A. Timpe (Leipzig 1907) §§ 262, 263)]. 

Pr. Neumann, Voxl. fiber CapxlL, S. 117. 
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in einem Intervalle — x 0 x % 0 , dessen Lange 2x 0 ebenfalls nocli ge- 
sucht wird, eine an den Bnden verseliwindende stetige Funktion z(x) derart 
zu bestimmen, daB Xo _ 

/( l 1 +(£)‘- 1 

— Xq 

2*o 

zu einem Minimum wird, wakrend f sdx = J gegeben ist. In einer ge- 

wissen Tiefe— z 0 nnter der Horizontalebene zeigt das tellerformige Profil 
des Tropfens durch einen Wendepunkt die Niveauebene an und verlauft 
sodami gemaB (13) bis zum tiefsten Punkte ais spiegelbildliche Fortsetzung 
am Wendepunkt, so daB # 0 die ganze Tiefe des Tropfens wird. Ist 26 
die Neigung der Wendetangente gegen die Horizontal und % = sind, so 
findet man auf Grand von (13): 

= 2~/2u, x 0 =*}/2(2jE — K), J = oc 0 & 0 , 
wo K und E die voilstandigen elliptischen Integrate erster und zweiter 
Gattung Yom Modul ^ sind. Der Ausdruck J = oc 0 z 0 hat ein Maximum 
ungefahr bei 6 = 35° 32' mit J = 2,606. Nur wenn das Yolumen des 
Tropfens auf die Langeneinheit des Spalts, J, unterhalb dieser GroBe liegt, 
gibt es iiberhaupt Tropfenformen, welche den Gleichungen des Problems 
entsprecken, und zwar dann eine breitere und weniger tiefe Form, wobei 
0<35°32' ist, und eine schmalere tiefer herunterhangende, fiir welche 
diese starkste Neigung gegen die Horizontale > 35° 32' ist. Nur die 
erstere Form ist stabil. 

DaB fur rotationsformige kangende Tropfen die Verhaltnisse analog 
liegen diirften, geht aus einem Experiment von Lord Kelvin*) hervor, 
wonach eine urn einen horizontalen Metallring gespannte dunne Kautschuk- 
haut, die durch. HinaufgieBen von Wasser in eine tropfenaknliche Form 
gedehnt wird, in einem gewissen Stadium der Fiillung ruckweise eine 
Lage instabilen Gleichgewichts passiert. 

Nach dem AbreiBen. eines Tropfens zieht sich der ausgezogene zuriick- 
schnellende Hals in einen oder mehrere kleinere Tropfen zusammen. Der 
Vorgang wird der Beobacktung zuganglicker, wenn die Tropfenbildung in 
einer nur wenig leichteren Flussigkeit erfolgt, ist jedock einer mathe- 
matischen Bekandlung nock nickt unterzogen**). 

*) W. Thomson, Popular lectures and addresses 1, London 1889, p. 38. — 
Daraus sind die Tropfenformen in Fig. 8 oben entnommen. 

**) G, Hagen, Ann. Phys. Chem. 67 (1846), S. 1, 152; 77 (1849), S. 449. — C. V. 
Boys, Seifenblasen. Void, uber Capill. Deutsche tibers. von G. Meyer, Leipzig 1893, 
S. 33, 65. — Die Beziehungen zwiBchen dem Durchmesser einer ftohre und dem 
Gewieht daraus abfallender Tropfen behandeln Lord Rayleigh, Phil. Mag. 48 (1899), 
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7. Steigholien. 

Die in einem GefaBe G senkreett unterhalb der Trennungsflache ¥ AB 
von der JSTiveauebene z = z AB an gerechnet, stehende Masse von A iiber- 
wiegt die dadurcb. verdrangte Masse von JB um 


(14) 


9 b) a) COS (ns) df= — T ae J(± + ±.^ 

= T ab f COS (jAB*)ds f 


cos (nz) df 


wo letzteres Integral sich liber den Rand yon F AB erstreckt. Die erste 
Umformnng folgt aus (6), die zweite durch Anwendung der Formel (3) 
auf eine Parallelverschiebung der Flaclie in der ,2-Richtung, wobei ibr 
Flacheninhalt sick nicht andert. Steht die GefaBwand am Rande von P 45 
iiberall vertikal, so ist hier (Jab*) = n — cu, unter o A den Randwinkel 
yon A verstanden, und wird daher der letzte Ausdruck in (14) = T AB cos co A U 7 
wo TJ den Umfang der Randkurve bedeutet, insbesondere demnach positiv, 
Null oder negativ, je nacbdein der Winkel co A spitz, ein reeliter oder 
stumpf ist. 

Stellt C eine vertikale Kapillarrohre mit kreisformigem Querschnitte 
yom Radius R vor, so tritt in der Rohre ein Aufsteigen oder eine De¬ 
pression yon Fliissigkeit ein (wir denken uns bier > q b und R ober- 
balb A gelegen), je nacbdem der Randwinkel von A spitz oder stumpf 
ist, im speziellen also ein Ansteigen, wenn A die Rohre benetzt. Die 
mittlere Steighohe liber der Querschnittsflacbe der Rohre ist nach (14) 


2T ab gosco^ 
9 (.Q a Q b ) R 


> t bg ~~ T ag 
'HQa — Qb) r ’ 


also umgekehrt proportional dem Radius der Rohre*). Der Meniskus laBt 
sich in erster Annaherung als eine Kugelfiache ansehen. Approximiert 
man ihn genauer als ein Rotationsellipsoid um die Rohrenachse**), welches 
mit ihm im Randwinkel, in dem Krhmmungsradius auf der Achse und im 


p. 321 (Sc. papers 4, p. 415), Th. Lohnstein, Ann. Phys. Chem. 20 (1906), S. 237, 
S. 606. — A. M. Worthington and R. S. Cole, Impact with a liquid surface, London 
Phil. Trans. 189 (1897), p. 137. 

*) Die Proportionality der Steighohe in einer Kapillarrohre mit dem Reziproken 
des Durchmessers scheint zuerst von Borelli (De motionibns natnralibus a gravitate 
pendentibus, Reggio 1670) ausgefuhrt zu sein; der Satz wird von manehen Antoren 
Jurin (Phil. Trans. 30 (1718)) zugeschrieben. 

**) Mathieu, Capillarite, Paris 1883, p. 49. 
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angeRoRenen GewicRt uRereinstimmt, so folgt z. B., wenn A die RoRre 
Renetzt, als SteigRoRe auf der AcRse 


1 + 


3 


Werden in einer KapillarroRre meRrere die Wand nicRt Renetzende 
Fliissmkeiten A, B, B * . .. iibereinander gescRicktet, so ist das gesamte 
anaeRoRene GewicRt das namlicke, als wenn sicR iiRer A nnr B Refande. 
Eia Einwand den Young aus BeoRacRtnngen gegen diese SckluBfolgerung 
uud damit uRerhaupt gegen die TReorie yon Laplace erReRen zn miissen 
glaukte, wurde durcR Poisson*) entkraftet. 

Zwiscken zwei parallelen yertikalen Platten ist zufolge (14) die nnttlere 
Steio-hoRe RalR so groB als in einer KapillarroRre von emem DurcRinesser 
<rleicR dem ARstand der Platten. SteRen die zwei yertikalen Platten mit 
geringer Keiloffnung gegeneinander, so steigt die Flussigkeit an iRnen zu 




Fig. 10. 



Fig. 11. 


einer gleicRseitigen Hyperkel empor (Fig. 9). In einer koniscken Rohre 
kann unter Umstanden ein Tropfen im Gleichgewickt sem bei spitzem 
Randwinkel, wenn die Rokre sicR nacR oRen verjiingt (Fig. 10), oder bei 
stumpfem Randwinkel, wenn sie sicR nacR unten yerjiingt (Fig. 11). 


8. KapillaranftrieR. AdRasion. 

Der Korper C sei nur mit den Fliissigkeiten A und B in BeriiRrung. 
TJm den yon C zur ErRaltung des GleicRgewicRts gegen A und B zn leistenden 
Gegendruck in der Komponente — P m nacR einer RelieRigen RicRtung w 
zu ermitteln, lassen wir C in dieser RicRtung parallel mit sicR verscRiek- 
Rar sein. Wir neRmen sodann eine yon einem Parameter w aRRangende 
ScRar yon Yerriickungen des Systems vor, wokei C in jener RicRtung 
um die Langen w fortseRreitet, die Partien F^c, F bc> a l s0 aucR iRre 
gemeinsame Ran dlini e unverandert mitgeRen, alle GrenzflaeRen in denen 
A und B an andere Medien als 0 anstoBen, festbleiken, endlicR F j.s noc ^ 
sicR derart deformiert, daB die Yolumina V A und V s ungeandert RleiRen. 


*) Poisson, Nouy. theor. de l’act. capill., p. 141. 
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Wir konnen alsdann fur die gesamte ins Spiel kommende Energie E, 
einschlieBlicb des Terms wP m fur den Gegendruek - P a} die Relation 
g = 0 ansetzen. Nun sind die Flacbeninbalte yon ~E AC , F se unvei- 
andert, langs F AB besteht die Differentialgleichung (6), zur Vereinfachuno- 
legen wir z = 0 in die Niveauebene von A, B, haben also l AB = 0. Im 
Hinblick auf (3) und (5) erhalten wir daber: 

~J9{q a ~ Q c ) 2 cos ( u:n )df — j9 {q b — Q c )s cos (ten) df 

(15) ^bc 

— T ab J cos (ivj AB )ds = 0, 

wo sieb das erste Integral auf F AC , das zweite auf F BC , das dritte auf 
ihren gemeinsamen Rand beziebt und n die aufiereNormale von C bezeichnet, 
Der auf C ausgeiibte vertikale Auftrieb berecbnet sicb hieraus, indem 
wir fur w die s-Ricbtung nehmen. Hat die Trennungsflache F AB keine 
Begrenzung auBer ibrer Randlinie auf C, d. h. verlauft sie im iibrigen 
asymptotiscb an die Niveauebene, so zeigt die bei (14) yorgenommene 
Transformation, daB der letzte Term in (15) alsdann = g (p l — q ) V ab 
wird, unter V A b das unterbalb F. 4B bis zur Niveauebene reicbende Yoluinen 
verstanden (soweit F,i b unterbalb der Niveauebene verlauft, ist das da- 
zwischenliegende Yolumen in V AB negativ einzurechnen). Yon diesem 
Volumen entfalle der Anteil V auf das Medium A (Fig. 12). Andererseits 
werde C durch Fortfiibrung der Niveauebene in einen unteren Teil vom 
Volumen und einen oberen Teil vom Volumen zerlegt, so werden 

der zweite und dritte Term in (16) bzw. 

- 9(q a ~ O W + V AB - J/ ), - S(Q B - QcWT- V a b + y) 

und folgt demnacli 

(16) p - 9 { 9a - 9g ) fy> + g( Qs - 9o ) vy - 9 ( 9a - Qb ) r. 

Die ersten zwei Terme bilden den hydro- 
statischen Auftrieb, falls die Trennungsflache in 
die Niveauebene fiele, der dritte Term, der 
Jcapillare Auftrieb (bzw. negative Abtrieb) ist 
entgegengesetzt gleicli dem infolge der Kapilla¬ 
ritat liber die Niveauebene gehobenen Fltissig- 
keitsgewicht. Hiernach kann bei stumpfem Rand- 
winkel co A unter TTmstanden ein Korper auf 

einer Flussigkeit von geringerem spezifischen---— — 

Grewicht schwimmen. Plg X ~* 

Wird eine kreisformige Scheibe G auf eine weite horizontale Ober- 
flaehe von A in B gelegt (Fig. 5) und mit horizontal bleibender Basis, 
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die stets ganz mit A in Beruhrung sei, kontinuierlich senkrecht gehoben,. 
so entspricht die am Rande der Scheibe ansetzende freie Rotationsfiaehe 
wieder der Gleichung (11); die Meridiankurve verlauft asymptotisch an 
die^Mveauebene, wahrend der Randwinkel cp von A gegen die borizontale 
Basis der Scbeibe kontinnierlich abnebmend zufolge der ersten Unglei- 
chung (9) nnr bis zu dem durcb (8) bestimmten Werte & A beruntergeben 
kann, wobei dann die Fliissigkeit abreiBt. Bei groBem Flacheninhalt 8 
der Scheibe ergibt sicb die maximale Hohe z 0 des Anbebens angenabert 
ans (13) fur c = 1, cp — co A und zwar als unabhangig von S und folgt 
das dabei uber die Mveauebene gebobene maximale Flussigkeitsgewicht 
+ dem Gewicbt der Scbeibe aus (16), indem dort V^ A) =~ — z 0 S substituiert 

und Tab ans (14) mittels (Jab#) = y + berecbnet wird. 

Bei der Adhasion zweier sebr nabe befindlicber gleicber borizontaler 
Platten, sie mogen etwa wieder kreisformig vom Flacheninhalte 8 sein, 
vermoge einer zwiscben ibnen befindlicben diinnen und sie benetzenden 
Flussigkeitsschicbt A vom Volumen V A ist fur die angenabert durcb (12) 
bestimmte Meridiankurve die Hohe z, die wir von der oberen Flache der 
Scbicbt recbnen, und damit ancb dcpjds wenig veranderlich und daber die 
Kurve angenabert ein Halbkreis vom Durckmesser V A jS (Fig. 13). Mich 
(12) befindet sicb dann die Mveauebene in einer Hohe z = — z Q , die um- 
gekebrt proportional diesem Werte ist. Aus (15) entstebt wieder genau 
die Relation (16), wobei = — Sz 0 , V = 0 einzusetzen ist, und folgt 
daraus der auf die obere Platte mitsamt ihrem Gewicht ausgeiibte Zng 
nacb unten, und zwar als proportional mit S 2 /V A . Bei kleinem V A kann 
daber eine auBerst groBe Kraft zur Trennung der Platten notig sein. 



Fig. 13. Fig. 14. Fig. 15. 


Sind dagegen die Randwinkel an den Platten stumpf\ so liegt die 
Mveauebene iiber der Scbicbt, es ricbtet sicb die GroBe der von A be- 
deckten Flache der Platten nacb dem Werte von V A? und es ist ein 
entsprecbender Druck auf die Platten notig, um ihre Distanz zu ver- 
ringern (Fig. 14). 

Stellt C eine auf beiden Seiten gleicb beschaffene vertikale, der yz- 
Ebene parallele Platte von einer sebr groBen Breite L vor, die in A und B 
eintaucbt, wobei aber der Stand der Trennungsflachen ¥ aB beiderseits an 
G verschieden boch sein kann (Fig. 15), so berecbnet sicb aus (15) die 
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Summe der zwei Drucfee P~ und P+ in Richtnng der s-Ackse, weleke 
die Platte links und reckts, auf der Seite der,kleineren bzw. der groBeren a; 
erfakrt; die zwei Randintegrale keben sick auf, die Flackenintegrale 
bleiben nur fur den einerseits Ton A, andererseits von B bedeckten°Tei! 
der Platte iibrig. Stekt, A links bis zur Hoke reckts bis znr Hoke z+ 
an der Platte, so resultiert als Gesamtdruck 

= 9{q a ~ L = T a b (c+ - c~)L, 

wenn fiir die Form der Flacke F AB nack (13) links die Integrations- 
konstante c~, reckts c + in Betrackt kommt. 

Taucken jetzt zwei Platten G~ und <7+ von gleicker Breite L parallel 
zur y^-Ebene und sekr nake zueinander ein und kommt fiir den Meniskus 
in der u^-Ebene zwiscken iknen die Integrationskonstante c in Betrackt, 
wahrend jenseits von iknen die Flacken F, 1S asymptotisck an die Niveau- 
ebene verlaufen mogen, also hier die betreffende Konstante den Wert 1 
kat, so werden die Platten mit einer Kraft T AB (c— l)L gegeneinanaer 
getrieben. Bildet nun A an beiden Platten spitze oder an beiden Platten 
stumpfe Winkel, so zeigt der Meniskus in der 22 -Ebene zwiscken den 
Platten notwendig eine Stelle mit horizontaler Tangente und ist daker nack 
(13): c> 1, es findet, also eine scheinbare Anziekung der Platten statt und 
zwar, da c — 1 nack (13) dem Quadrat der Steigkdke an jener Stelle 
proportional ist, angenakert umgekekrt proportional dem Quadrat des 
Abstandes der Platten. Bildet A an einer Platte spitze, an der anderen 
stumpfe Winkel, so entsprickt einer gewissen Distanz der Platten ein 
labiles Gleickgewickt, das bei Annakerung der Platten (durck starkere 
Kriimmung des Meniskus) zu einer Anziekung, bei Entfernung zu einer 
AbstoBung fiikrt*). 

9. Ausschaltung der Schwerkraft. 

Die Wirkung der Sckwere auf die Gestalt der Trennungsflacke von 
A gegen B ersckeint nack (6) ausgesckaltet, wenn = p B ist, die beiden 
Fliissigkeiten also gleiche Dickte kaben. Dieser Umstand, an den sckon 
Segner**) gedackt kat, wurde von Plateau***) vielfaltig benutzt, um 
reine Kapillarwirkungen zu studieren. 

*) Laplace, Suppl. a la theor. de l’act. capill. (De F attraction et de la re¬ 
pulsion apparent© des petits corps qui nagent a la surface des fiuides). — Poisson, 
Nouv. th^or. de Fact, capill., cbap. VI. — Allgemeinere Theoreme uber Anziebung 
und AbstoBung schwimmender Korper entwickelt W. Voigt, Kompendium der tbeor. 
Pbys. 1, Leipzig 1895, S. 239. 

**) Siebe Anm. S. 311. 

***) Plateau, Mem. de FAcad. de Belgique, 1843 bis 1868; Statique esperimentale 
et tbeorique des liquid es (Gaud 1873). 
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Ein Oltropfen, in eine gleich scbwere Mischung yon Wasser und 
Alkohol gebracbt. nimmt nacb (6) im Gleichgewicbt die Fignr einer Flacbe 
konstanter mittlerer Krttmmnng an. Scbwebt der Tropfen vollkommen 
frei, so zeigt er daber notwendig Kugelgestalt, denn die Kugel ist die 

einzige geschlossene singularitatenfreie Flacbe von 
konstanter mittlerer Kriimmung*). Ist die Ober- 
flacbe des Tropfens nicbt allseitig gescblossen, 
sondern lebnt sie sicb teilweise an eingetaucbte 
Rotationskorper an, so mag sie sicb als eine 
Rotationsflacbe um die beziiglicbe Acbse bilden. 
1 / . Sind nun auf einer beliebigen Normale der 

I / Meridiankurve dieser Flacbe nacbeinander(Fig,16) 

'/ p der Punkt der Kurve, If das Kriimmungszen- 

Flg ' 16 ' tram, N der Treffpunkt mit der Acbse, also 

PM PN die zwei Hauptkriimmungsradien der Rotationsflacbe und ist 
endlich Q derart gelegen, daB PNQM Tier barmoniscbe Punkte sind, also 

1,1 2 



PM^ PN PQ 


ist, so rnuB nacb (6) oder (11) die Lange PQ konstant ausfallen; das 
Spiegelbild Q* Ton Q an der Acbse liefert daber eine konstante Summe 
pjy NQ*=>PQ, wahrend PN und N Q* entgegengesetzt gleicbe Neigung 
gegen die Acbse zeigen. Lassen wir nun P die Meridiankurve bescbreiben 
und konstruieren fortwabrend in der dargelegten Weise A, Q, Q*, so wird, 
weil P Q konstant ist, Q eine Parallelkurve zur Meridiankurve bescbreiben, 
daber die Bewegung von Q stets normal zu NP und also die spiegel- 
bildlicb dazu an der Acbse verlaufende Bewegung von Q* stets normal 
auf NCf sein. Daraus ist ersicbtlicb, daB die Meridiankurve unserer 
Rotationsflacbe durcb den Brennpunkt P eines bestimmten Kegelscbnittes 
erzeugt wird, den man olme Gleiten auf der Rotationsacbse abroflen laBt, 
dessen anderer Brennpunkt Q* und dessen doppelte groBe Acbse PQ ist**). 

Wird der Tropfen durcb zwei mit den Zentren vertikal iibereinander 
liegende borizontale Scbeiben oder Ringe gesttitzt, so konnen durcb Ab- 
anderung der Distanz dieser Stiitzen sowie der zwisclien ibnen befindlieben 
Olmasse die verscbiedenen Formen dieser Rotationsflacben konstanter 
mittlerer Kriimmung erzielt werden, das JJnduloid in den Grenzen Kugel 
Zylinder— Katenoid, das Nodoid in den Grenzen Katenoid Kugel, welcbe 
bzw. einer roflenden Ellipse oder Hyperbel und den Grenzfiaeben Strecke, 


*) Vgl. Liebmann, Math. Ann. 53, S. 81. , 

**) Ch. Delaunay, J. de math. (1) 6 (1841), p. 309. — Die Literatur uber die 
Plachen mittlerer Kriimmung bis 1869 bespricht ausfiihrlich Plateau (Statique des 
liquides 1, p. 131). 
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Kreis, Parabel entsprechen (Fig. 17). Dabei werden auBerhalb an den 
Ringen sick jedesmal noch Kugelkalotten von der nam lichen mittleren 
Krummung wie der dazwischen befindliche Tropfen ansetzen. Das Katenoid 
ist hier eine stabile Gleichgewichtsfigur, namlich 
wirklich eine Flache von kleinstem Fiacheninhalt bei 



Undiiloid 


Katenoid 



gegebener GroBe des zwiscben den zwei Basiskreis- 
fiachen gebaltenen Yolumens, nur so lange die Tan- 
genten in den zwei Endpnnkten der sie erzeugenden 
Meridiankurven ibren Seknittpunkt yor der Rotations- 
acbse finden*) ; und die Zylinderfiache ist in dem- 
selben Sinne stabil, nnr so lange die Hohe des Zylin- 
ders nicbt den Umfang des Querschnitts erreicht**). 

Wird der freischwebende und eine Kugelgestalt 
bildende Oltropfen mit Hilfe einer in das 01 einge- 
tancbten Scbeibe in gleichformige Rotation um eine 
Achse — etwa die #-Achse — gesetzt, so entsprechen 
wachsenden Werten der Winkelgeschwindigkeit co der 
Rotation yerschiedene Gestalten des Tropfens; er erscheint zuerst ellipsoi- 
disch, yertieft sich oben und unten, endlich lost sich am Aquator ein Ring 
ab ? der an der Rotation teiMmmt***). Denkt man sich, was freilich dem Yer- 
suche nur unzureichend entspricht, es rotiere nur der Tropfen A, nicbt die 
umgebende Fliissigkeit B, und behandelt die Bewegung yon mitrotierenden 
Koordinatenachsen aus unter Einfiihrung des Potentials der Zentrifugalkrafte 

J* r2( % v > 80 er talt man (mit Bezeichnungen wie in (11)) als Glei- 

2 

chung fur die Meridiankurye des rotierenden Tropfens: 


Kodoid. 


Fig. 17. 


Tab 


d (r sin qp) 
rdr 


Iab~~ 9 a ^ 



Hieraus bestimmt sich g als hyperelliptisches Integral in r yom Ge- 
schlecht 2 und kommt man je nach den Werten yon co auf spharoidische 
oder ringformige Flachenf). — Einen Vergleich der hier auftretenden 
Figuren mit den Gestalten grayitierender in stationarer Rotation befind- 
licher Fliissigkeitsmassen konnte man allenfalls zustande bringen, indem 

e-cr 

man yon Fernkraften mit dem Ausdrucke —-A—(c 0) als Potential 
fur zwei Masseneinheiten in der Distanz r ausgeht, woraus einerseits 


*) L. Lindelof in Moigno-Lindelof, Calcul des variations, Paris 1861, 
p. 209, 231. — Poincare, Capillarite, p. 66. 

**) Plateau, Statique des liquides 2, chap. IS. — Poincare, Capillarite, p, 95. 
***) Plateau, M4m. de l’Acad. de Bruxelles 16 (1843). 

f) Beer, Einl. in die math. Theorie der Elastizit'at u. Sapillaritat, Leipzig 1869. 
Minkowski, Gesammelte ATbhandlungen. U. 21 
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Gravitation, andererseits Oberflachenspannung als die zwei Grenzfiille c = 0 
und c = oo folgen. 


10. Fliissigkeitsbaute. 

Unter Umstanden kann eine Fliissigkeit A in einem Medium B langere 
Zeit bindurcb als eine diinne Haut mit zwei einander sebr n alien Trennungs- 
flacben gegen B besteben. Die Dauerbaftigkeit solcher Fliissigkeitsbaute 
berubt naeb Plateau*) auf einer vornehmlicb nacb den Grenzschichten 
bin bervortretenden gallertartigea Bescbaffenbeit (Oberflachenviskositat). 
Diese wieder erklart sicb durch eine andere Yerteilung der stofflicben 
Bestandteile in den Oberflacbenscbicbten als im Inneren der Haut, wodnrcb 
jene Scbicbten eber die Eigenscbaften eines festen Korpers als einer 
Fliissigkeit baben**). In Hauten von sebr geringer Dicke wird dann ein 
FlieBen des Inneren zwiscben den Oberflacbenscbicbten auBerordentlicb 
durcb die innere Reibung der Fliissigkeit verzogert***) und dadurcb eine 
Variation des gegenseitigen Abstandes der zwei Trennungsflacben sebr 
erscbwert. Sind Fab, Fab die Flacbeninbalte der zwei Seiten der Haut, 
so ist alsdann zum Gleicbgewicbt der Haut das Minimum der potentiellen 
Energie 

Tab (Fab + Fab ) + 9(Qa @b) + gQ B J&dv 

A A + B 

ganz allein in bezug auf solcbe yirtuelle Verriickungen von A zu fordern, 
■wobei die normalen Abstande der zwei Trennungsflacben ungeandert 
bleiben; denn andere Verriickungen sind als unausfuhrbar anzuseben. Diese 
Forderung komint nun, wenn nocb die Dicke der Haut als vers cbwin dend 
zu betracbten ist, im Hinblick auf (3), (4) ; (5) einfacb darauf binaus, 
dafi fiir die Haut 2 Tab Fab oder also F A b, clarunter die ganze Ausdebnung 
der Haut yerstanden, ein Minimum sein soil. Wird z. B. ein Rabmeu, 
irgendwie aufgebaut aus festen Drabten, beweglicben Faden, als Stiitze 
dienenden festen Oberflacben, in eine Seifenlosung getaucbt, so spannt sicb 
biernacb innerbalb der yorgescbriebenen festen und yeranderlicben Grenzen 
die Seifenlosung in der Form einer Minimalflache (Artikel von Lilientbal, 
Enzyklopadie HI D 5, S. 307) aus, und man trifft bier einen der seltenen 
Fade an, daB ein rein matbematisches Grebiet ans einer verhaltnismaBig 
leicbten Experimentierkunst die yielseitigste Anregung zu scbopfen yer-* 
mocht bat. 

*) Plateau, Statique des liquides 2, chap. VII. 

**) Marangoni, hTuovo Oimento (2) 5, 6 (1871/72); (3) 3 (1878). — Lord Ray¬ 
leigh, Proc. Roy. Soc, 48 (1890), p. 127 (Sc. papers 3, p. 363). 

***) Vgl. die bezuglichen Rechnungen bei Gibbs, Equilibrium of heterogeneous 
substances, p. 475. 
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Als Differentialgleichuug fiir die Form der Haut erhalt man 

( 17 ) i + ± = °> 

wahrend fiir ihren Rand, soweit er nicht fest vorgeschrieben ist, die Be- 
dingung resultiert, anf die dazu dargebotenen Flacben senkrecbt anfzu- 
treffen. Dabei konnen sicb infolge der vorgescbriebenen Grenzbedingungen 
Kreuzungsstellen der Haut in ihrem Verlaufe als notwendig erweisen: in 
stabilem Gleicbgewicbt konnen aber niemals ruehr als drei Lamellen langs 
einer Kurve und zwar dann immer nur unter gleieken Flaehenwinkeln, 
also von 120°, zusammentreffen und hocbstens vier 7 und zwar mit gleieben 
Raumwinkeln um einen Punkt herum ansetzen*). So bildet sicb z. B. in 
dem Kantengeriist eines regularen Tetraeders eine Seifenbaut, bestebend 
aus sechs ebenen Lamellen, den sechs Dreiecken vom Schwerpunkt des 
Tetraeders aus nacb den einzelnen Kanten, dagegen entstebt innerbalb des 
Kantengeriists eines Wiirfels jedesmal eine Flache, die nicbt alle Sym- 
metrien des Wiirfels ubernimmt, sondern ein beliebiges Paar seiner Seiten- 
flachen begiinstigt (Fig. 18)**). 

Es ist eine cbarakteristiscbe Eigenschaft der Minimalflachen, daB ibre 
Abbildung durcb parallele Normalen auf eine Kugelflache eine konforme 
mit Umlegung der Winkel ist. Soil nun die Begrenzung der Minimal- 
flacbe ein gegebener gescblossener Streckenzug sein 
oder allgemeiner, soil sie stuckweise in Yorgesckrie- 
benen Geraden oder Ebenen verlaufen, so miissen die 
Geraden Asymptotenkurven auf der Flacbe werden und 
die Ebenen Krummungskurven aus ibr berausscbneiden, 
und jene spbariscbe Abbildung wird ein Kreisbogenpoly- 
gon von bekanntem UmriB. Die analytiscbe Bestimmung 
der fraglicben Minimalflacbe erfordert die konforme 
Abbildung dieses Polygons auf eine Halbebene, diese Abbildungsaufgabe 
bangt yob einer linearen Differentialgleicbung zweiter Ordnung mit rationalen 
Funktionen als Koeffizienten ab, und scblieBlicb soli man eine endlicbe 
Anzabl Yon Parametern, die in diese Gleicbung eingeben, den Langen und 
Winkeln des gegebenen Rabinens entsprecbend einricbten, worm transzen- 
dente Relationen liegen, deren Tbeorie erst in Spezialfallen zu befriedi- 
gendem AbscbluB gebracbt werden konnte***). 

Plateauf) und in der Folge H. A. Schwarz***) baben eine Menge 
Yerschiedenartiger Minimalflachen (z. B. das Katenoid innerbalb zweier senk- 

*) Lamarle, Mem. de PAcad. de Belg. 35, 36. — Plateau, Statique des liquides 1, 

chap. Y. *•) Plateau, 1. e. p. 318. 

***) Ygl. H. A. Schwarz, Gesammelte math. Abh. 1, Berlin 1890. 

t) Siehe Anm. S. 319. 
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recht ubereinander gehaltener Kreisringe, eine Schraubenflache innerhalb 
ernes Glaszylinders zwiscben zwei Erzeugenden) durch Seifenlamellen 
realisiert und zugleich die Grenzen ibres extremalen Charakters sowie die 
TJmlagerungen bei eintretender Instabilitat tbeoretiscb wie experimentell 
fegto-esteUt- 0 — Innerbalb eines Drahtes, der in den seebs Kanten eines 
geraden, regelmaBigen, secbsseitigen Prismas und den sie abwecbselnd in 
der einen und der anderen Grundflacbe verbindenden Seiten ausgespannt 
ist bildet sich, falls die Prismenkanten im Verbaltnis zu den Basisseiten 
binreicbend lang sind, eine Lamelle aus, die auf der Mittellinie des Prismas 
einer der zwei Grundflachen wesentlicb naher liegt und die dureb ein 
leicbtes Scbiitteln in das Gegenbild in bezug auf die andere Grundflaehe 
iiberspringt: diese auffallende Erscbeinung soil aber ganz allein auf die stets 
vorbandenen geringen TJnvollkommenbeiten der Modelle zu scbieben sein. 

Pur die Stabilitat einer Fliissigkeitsbaut in einem festen Rabmen ist 
die Bedingung die, daB keine unendlicb nahe Minimalflacbe dureb irgend- 
ein auf der Flacbe liegendes gescblossenes Kurvensystem moglieb ist*). 
Fiir den Fall beweglicber Grenzen geben die allgemeinen Kriterien yon 
Hilbert**) bezuglieb des Vorbandenseins eines Extremums AufscbluB 


fiber die Stabilitat. 

Indem man geeignet verfabrt 7 kann man mnerbalb eines festen It airmens 
aucb Seifenlamellen einspannen, in denen vollstandig gesehlossene Flacben 
(Blasen) auftreten. (Zum Beispiel kann man innerbalb des Kantengeriists 
eines Wiirfels eine Seifenbaut herstellen, welcbe aus einer inneu sebwebenden 
gescblossenen nacb auBen gekriimmten Flache mit den 
Symmetrien des Wiirfels und zwolf, deren Sebneiden mit 
den entspreebenden Wiirfelbanten verbindenden trapez- 
artigen, ebenen Lamellen besteht (Fig. 19)***).) Dabei 
entbalt jede geseblossene Blase B l '~ > ein ganz bestimmtes 
Luftquantum bei irgendeinem Yolumen V (j ' ! und irgend- 
einem Druek p {i \ und ist demgemaB zur potentiellen 
Energie des gesamten Systems jedesmal nocb der ent- 
spreebende Term — p® V® binzuzufugen. Dadurcb folgt dann fiir eine 
Seitenflacbe der Blase, auf welcbe auf der anderen Seite ein Druek p {h) 
herrsebt, in Anbetracbt der zwei Trennungsflacben. der Lamellen anstatt 
(17) allgemeiner und im Einklang mit (10): 


--t 

/I 


u 

lU 

ZJL 


Kg. 19. 


2 ^(U + U), 


*) H. A. Schwarz, Acta soc. scient. Fermieae 15 (1885), p. 315 (Gres. math. 
Abh. 1, S. 223). 

**) Hilbert, G-ott. Nachr. 1905, S. 159. 

***) Plateau, 1. c. p. 361. 
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wo die Kriimmungsradien positiv bei nacb auBen konveser Kriimmung 
zu rechnen sind; zur Festlegung der jp» dienen der Wert des auBeren 
Druckes sowie die Betrage der einzelnen eingescblossenen Luftquanta. Die 
Randbedingungen beim Zusammentreffen dreier Flacben sind dieselben wie 
im friiberen Falle nicht gescblossener Lamellen. So lassen sich z. B. mit 
Hilfe zweier fester Ringe wieder alle Formen des Unduloids und Nodoids 
gescblossen durcb angesetzte Kugelkalotten, erzielen. Eine einzelne freie 
Seifenblase bat notwendig Kugelgestalt und ist der Uberdruck innen um- 
gekebrt proportional ibrem Radius und der Proportionalitatsfaktor das 
Yierfacbe der Oberflacbenspannung. 


11. Stabilitat einer Trennungsllache. 

Fur das stabile Grleichgewicbt einer Trennungsflacbe F AS , die bereits 

d/JE 

der friiber erorterten Bedingung — = 0 (w = 0) in jeder von einem 

Parameter tv abbangenden und durcb sie hindurck fiibrenden Scbar von 
virtuellen Verriiekungen entspricbt, ist weiter der definit-positive Cbarakter 
der zweitm AUeitung der potentiellen finergie nacli dem Variationsparameter tv, 
d. i. die Ungleicbung: 

(18) fur w = 0 


erforderlicb. Nehmen wir an, der Rand von ¥ AB sei festzubalten, so daB 
das Kurvenintegral in (8) fortfallt, so folgt durcb Differentiation nacb ic 
aus (3), (4), (5) im Hinblick auf (6): 


cVE_ 
dw 2 


~f N + 




Hiervon sei eine spezielle Anwendung gemacht. Die Tren- 
nungsflacbe falle in die Niveauebene s = 0. Die Flussigkeit B 
befinde sick oberkalb A in einem nacb unten offenen GefaBe, sei 



Fig. 20. 


aber scbwerer als A ; also Q B >Q A . (Fig. 20). 
Flacben 

dw ' 


Hier ist fur die yariierten 


0 — Nw (mod w 2 ), dw — 8x s 8y! (mod w ), 


(wobei durcb das Zeicben = und den Zusatz (mod bzw. (mod w) eine 
Gleicbheit bis auf Glieder yon der Ordnung w 2 bzw. w angedeutet werden 
soil), und kommt die Bedingung (18) auf 


(19) 
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hinaus, wahrend 

( 20 ) 


die Konstanz des Yolumens 


fm- 


0 


v A B 


V A die Gleicbung 


erfordert und ferner N am Rande you F jb durcbweg Null sein soli. 

Ia einer mebr elementaren Ausfubrung sagt Maxwell*), der Inte¬ 
grand in (19) miisse durchweg )> 0 sein, was iiberbaupt niemals fur den 
cranzen ITmfang der bier zuzulassenden Funktionen N zu erzielen ware. 

1st die Offnung des Gefafles ein Kreis vom Radius R urn den Null- 
punkt, so tragt man der Bedingung des Yerschwindens von N(x, y) am 
Rande in allgem einster Weise Recknung durcb den Ansatz: 

00 oo 

N(r cos (p, r sin <p) = 22 M ( a mk cosm 93 + b mk sin m<p), 

m = Q 1c — 1 


worin J m (i) die Besselscbe Funbtion erster Art von der Ordnung m 
und X„ lt , /L mS , .. ■ ibre der Grofie nacb geordneten positiven Nullstellen 
bedeuten**). Aus (19) entstebt dann 


— ff(Q B — Qa)) + Kik) > 0 ? 


771 =s 0 k = 1 


wahrend aus (20) die Gleichung: 


cc 

23t 2 x^ a ° k ^° 

Jc~l 0k 


wird. Nach der GroBenfolge der X mk kommt die Forderung hier in der 
Tat auf das Ton Maxwell angegebene Kriterium fur Stabilitat hinaus ? daB 


R<L 


v. 


l ab 


9(,Q b —Qa) 

sein soli. Benetzt R die GefaBwand, so kann die obere Grenze hier 


)/2 


]/h m geschrieben werden, wenn h m die mittlere Steighohe in einer 


Kapillarrohre vom Radius 1 ist (vgl. Nr. 7)***); die Konstante A n /]/2 hat 
den Wert 2,709... 

Ist die Offnung des GefaBes ein Rechteck mit den Seiten a, b und 
a b } so wird fur die Stabilitat des Gleichgewichtes 


^ (a 2 5 2 ) ^ ® 

*) J. C. Harwell, Scientific papers 2, p. 585. 

**) Ygl. Die part. Differentialgl. d. math. Physik, nach Riemanns Yorl. neu 
bearbeitet von H. Weber, 2, S. 262; 1, S. 164. 

***) Beobachtungen von Dnprez (Mem.de l’Acad. de Belgique 26 (1851), 28 (1854)) 
sind in Chereinstimmung mit diesem tbeoretischen Ergebnisse. 
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erfordert, woraus zugleicb fur a = oo die entsprecbende Bedingung in 
bezug auf einen langen Spalt ersicbtlieb ist. 


12. Kapillarschwingungen. 

Im Gleicbgewichtszustand befinde sieh A ganz unterbalb, B ganz ober- 
balb der Niveauebene z = 0, und ihre unbegrenzt gedacbte Trennuncsflache 
fiihre nunmehr unter EinfluB der Oberflaebenspannung und der Scbwere 
flacbe Scbwingungen 

s = Ef(x, y, i ) (mod e 2 ) 


aus, worm £ einen Parameter in gewisser TJmgebung you 0 bedeutet. In 
A wie in B mogen Gescbwindigkeitspotentiale == sq> A bzw. = e<p (mod A) 
gelten, welche der Laplaceschen Differentialgleichung geniigen und deren 
negativ genommene Differentialquotienten naeh den Koordinaten die be- 
ziiglichen Geschwindigkeitskomponenten darstellen. An der Trenn ung s- 
fiache baben wir einerseits fur A, andererseits fur B erstens die kin e- 
matiscbe Forderung einer zur Flache tangentialen Relatiygescbwindigkeit, 
zweitens fiir den dort geltenden Druck = p 0 -f- ap i bzw. =p 0 -f sp (mod e s ) 
das Integral der lebendigen Kraft und bestimmt sicb drittens die Druek- 
differenz = s(jp A — p B ) (mod a 2 ) als Kapillardruck gemaB (10). Fiir 
lim s = 0, d. b. fiir unendlicb flacbe Wellen werden diese Beziebungen: 


df 
dt ' 


s <Pa 

d* 


dz ’ 


Pa 


d( f A f 


O. fit. &f> 


Pa~Pb 


AB 


Pb 

fill , 3 2 A 

\dx 2 ' dyV 


0 ), 


Soil noch A fiir lim £ = — oo ? B fiir lim# == + oo ruhen, so wird 
alien hier genannten Bedingungen in einer Weise ; die zur additiven Kon- 
strubtion ihrer allgemeinen Auflosung hinreieht, durcli den partikularen 
Ansatz: 


f= 3 \{e~ iat F(x,y)), <p A = f), <p B = ttfeer*- 1 '*! 1 ), 


-4 + S+^= '0 


dx % n dy 2 

geniigt, worin 6 y 7c reelle positive Konstanten sind ; 3i das Zeichen fiir den 
reeHen Teil der dakinter aufgefiihrten Grofie ist und wo dann noch aus 
den letzten Relationen die Beziehung: 


( 21 ) 


V * / Q a + ?b k Qa + Qb 


zwiscben h und 6 folgt. 

Wellen, die yon y nicbt abbangen, folgen bei dem Ansatze F = Ge ik( - x ~ x ^ 
und damit ist l = — die Lange borizontal-zylindriscber, in einer Richtung 
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fortsclireitender oder aucb. stehender Wellen tod der Sclvwingungszalil — . 
Diese Beziebung (21) baben Lord Kelvin*), ferner Kolacek**) gegeben; 
sie fLndet Anwendung auf die Fortpflanzung yon Wellen einer unbegrenzten 

Wasserflacbe unter der gemeinsamen Wirkung 
yon Scbwere und Kapillaritat obne Wind, 
ferner auf solcbe erzwungene stebende Ka- 
pillarschwingungen, bei denen die Knoten- 
linien als parallele Geraden gelten konnen***). 

Der Gleichung (21) zufolge bat, Q i{ >Q B 
vorausgesetzt, die Fortpflanzungsgescbwindig- 

keit c = ~ ein Minimum c m bei einer ge- 

wissen Wellenlange X m9 mit welchen GroBen 
dann (21) sicb 

* 21 ‘) 5“t(c+t) 



-A 


Tig. 21. 


scbreibt. (In Fig. 21 ist die bierdnreh bestimmte Kurve in X und c nebst 

den Kurven c 2 jc* = y V4* und ° 2 / dargestellt, urn die Wir- 
kungen von Scbwere und Kapillaritat zu vergleicben.) Mit einem jeden 
Werte c > c m vertragen sicb alsdann zweierlei Wellenlangen, eine kiirzere 

X X 

X t < X und eine langere X 2 > X m9 wobei die Quotienten ~ und — reziprok 

* " L ^in, 

sind. Die Wellen mit X < X m9 bei denen in (21) der Term mit Tab gegen- 
iiber demjenigen mit g iiberwiegt, bezeichnet Lord Kelvin als „ripples“ 
Fur Wasserwellen in Luft ist etwa X m = 1,75 cm, c, in = 23,2 — - 

Lord Kelvin erorterte ferner den EinfluB des Windes auf die Ge- 
scbwindigkeit von Wasserwellen. Hierbei wird die Annabme gemacbt, daB 
die obere Flussigkeit B fur lim £ = oo mit einer gegebenen Gescbwindig- 
keit u in Ricbtung der #-Acbse fortscbreitet. Bei der Wellenlange X sind 
alsdann zweierlei Fortpflanzungsgescbwindigkeiten 




u 4- 


1/0 


(! + ?)■ 


U M 



moglicb, wo c die durcb (2.1a) bestimmte Gescbwindigkeit fur % = 0 ist. 
Ein imaginarer Wert der Quadratwurzel bier wiirde bedeuten, daB die un- 
verandert als Ausgangspunkt zu nebmende komplexe Partikularlosung 


*) W Thomson, Phil. Mag. (4) 42 (1871), p. 368; Edinburgh Proc. Roy. Soc. 
1870/71, p. 374. 

**) Kolacek, Ann. Phys. Chem. 5 (1878), S. 425; 6 (1879), S. 616. 

***) Ygl. die ausgedehnten Yexsuchsreihen von L. Grunmach, Wiss. Abh. d. 
kais. Normaleichungskommission, Berlin 1902, S. 101. 



KapiUaritat. 


329 

nunmebr in ihrem reellen Teile Wellen mit bestandig zunehmender Ampli¬ 
tude darstellt. Diese Instabilitat kommt fur samtliche Wellenlangen nieht 

in Frage, sowie u < — c m ist. 

q ' 1 

Denkt man sick wieder A in horizontal-zylindriseher, von y nicht 
abhangender Bewegung derart, daB das von z = 0 wenig abweiehende im 
iibrigen aber vollig willkurlich angesetzte Wellenprofil von A gleichformio- 
mit der Geschwindigkeit c in der a;-Ricitung fortschreitet und anderer*- 
seits A fiir z — — oo ruht, so gewinnt man durcb das Integral der 
lebendigen Kraft an der Oberflache von A und andererseits den Kapillar- 
druck eine Integralgleicbung (Fouriersches Integral), um das Wellen- 
profil gerade einer willbiirlicb angenommenen Verteilung des auBeren 
Druckes p B an der Oberflache anzupassen. Insbesondere wirkt eine mit 
einer Geschwindigkeit c > c m in der £S-Ricktung scbwimmende zur y-Acnse 
parallele Gerade, welcbe an ihrem Orte den Gesamtbetrag des Druckes 
auf die Langeneinheit um P vermehrt, wahrend sonst der Druck kon- 
stant sei, genau wie eine sprungweise Zunahme des Ricbtungskoeffizienten 
dz/dx des Wellenprofils um den Betrag 2P/T AB und ruft in einiger Ent- 
fernung vor sicb her einfach-harmonische Wellen von der Lange (< A m ) t 
hinter sicb von der Lange L (> /l m ) bervor. — Eine gegen ibre Fort- 
scbreitungsricbtung einen Winkel ~ — 0 bildende Drucklinie wirkt dann 
als wenn sie nur senkreclit gegen sich die Gescbwindigkeit c cos 6 bat, 
woraus durch eine Integration naeh d sich die Wirkung eines gleichformig 
mit der Geschwindigkeit c schwimmenden, druckvermehrend wirkenden 
Punktes berechnet und insbesondere sich zeigt, daB ein soleher eine keil- 
formige Wellenfront (man denke an das Bild von Schiffswellen) mit dem 

durch c cos 0 = c m bestimmten Offnungswinkel 2 (y — vor sich hertreibt*). 

Die Berucksichtigung der inneren Reibung wird fur flache, in einer 
Riehtung fortschreitende Wellen auf einer reinen Wasseroberfiache derart 
zu geschehen haben, daB an der Oberflache die Schubspannung gleicb 
Null angenommen, die Zugspannung dem Kapillardruck entsprechend be¬ 
rechnet wird. Ist g der Reibungskoefficient und v = [i/q 4 , so findet man 
zu gegebener Wellenlange l anstatt der friiheren Portpflanzungsgeschwin- 
digkeit c 7 wofern & == 2 tcv/cI . klein ausfallt, (fur Wasserwellen ist 

= 0,0048 cm), eine modifizierte Wellengeschwindigkeit = c( 1 —]/2 

%7t-V ^ 

wahrend zugleich die Amplituden einen Dampfungsfaktor e , also eine 
Relaxationszeit 

*) Lord Eayleigh, Proc. Loud. Math. Soc. 15 (1883), p. 69 (Sc. papers 2, p. 258). 
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(= 0,712 A 2 sec fiir Wasser) 

aufweisen*). % 

Die berubigende Einwirkung von 01 auf Wasserwellen wird dadurcb 
erklart **)***), dafi zunachst infolge Uberwiegens der Oberflacbenspannung 
von Wasser gegen Luft uber die Summe der zwei Oberflacbenspannungen 
von Cl gegen Wasser und gegen Lnft das 01 sick zu einer auBerst diinnen 
Haut auf dem Wasser auszieht und fur die Oberflacbenscbicbt mit der 
Beimengung von 01 dann elastiscbe Eigenschaften zutage treten; ibre 
Spannung bleibt nicbt linger konstant, sondern wacbst, wenn die Dicke 
durcb Streckung weiter zn reduzieren gesucbt wird; dadurcb wirkt sie 
gleiobsam wie eine biegsame und scbwer debnbare Membran und binder! 
durcb ibren Zng auf das darunter befindlicbe Wasser die freie Entfaltung 
und Fortp flanz ung der Wellen. Infolgedessen ist, wenn man den EinfluB 
der inneren Reibung ermitteln will, nicbt mebr, wie im Falle einer reinen 
Wasseroberflacbe, mit der Grenzbedingung an der Oberflacbe zu recbnen, 
daB dort die Scbubspannung Null ist, sondern eber mit der anderen, daB 
dort die borizontale Gescbwindigkeitskomponente Null seif). Fiir diesen 
anderen extremen Fall ergibt sicb eine gegen die vorliin betracbteten 
Umstande im Yerbaltnis 4]/2¥ : 1 kleinere Relaxationszeit. 

Die kleinen Schwingungen einer Trennungsflacbe von der Gestalt 
eines Kreissnjlinders bebandelte Lord Rayleigbff), nm von da aus die 
Stabilitat der Flussigkeitsstrablen beurteilen zu konnen. Die Scbwere wird 
nicbt beriicksicbtigt. Es sei A innerbalb, B aufierbalb des Zylinders be- 
findlieb, II der Radius des Zylinders, seine Acbse die #-Acbse, und 
r = R+ sf(s, 6, t ) (mod a 2 ), (x + iy = ref 6 ), 
im lim a = 0 seine Scbwingungsgleicbung. Wird der auBere Druck in JB 
konstant angenommen, was damit gleicbwertig ist, q b = 0 zu nebmen, so 
kann man fiir das Gescbwindigkeitspotential in A den partikularen Ansatz 
g 9 \(C<fV c, ~ at+me )J m (Her)) (mod £ 2 ) 

macben, wobei J m die Besselscbe Funktion erster Art von der Ordnung m 
bedeutet, und man gelangt durcb die kinematisebe Bedingung und anderer- 
seits die Druckgleicbung an der Oberflacbe zu der Relation 


<? 2 


ikJRJ^tikR) ,, 2 \ . m 2 _ i \ ^ 5 . 

J m (ihR) ^ M + 1 J e A R s 


*) Ygl. H. Lamb, Hydrodynamics, 3 rd ed., Cambridge 1906, p. 563. [Deutsche 
Ausgabe, bes. v. J. Friedel, Leipzig 1907, S. 699.] 

**) Reynolds, Brit. Assoc. Rep. 1880 (Sc. papers 1, p. 409). 

***) Aitken, Edinbnrgli Roy. Soc. Proc. 12 (1883), p. 56. 

f) H. La mb, Hydrodynamics, 3 rd ed., Cambridge 1906, p. 570. [Deutsche Ausg.,S. 709.] 
ft) Lord Rayleigh, Loud. Proc. Math. Soc. 10 (1878), p. 4; Proc. Roy. Soc. 
29 (1879), p. 71 (Sc. papers 1 , p. 361, 377; Theory of sound, 2 nd ed. chapt. XX); in 
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Fiir m 0 wird o 2 < 0, Ms IR < 1 ist, was den instabilen Cha- 
rakier von Storungen bedeutet, deren Wellenlange 2n!k den Umfang des 
Zylinders iiberschreitet. Die Instability wird infolge des Faktors e\° 1 in 
den Amplituden am groBten, wenn dabei | o j am groBten ausfallt, was auf 

= 4,51 x2R hinfiihrt, so daB fur Sebwellungen und Kontraktionen 

von dieser Wellenlange die Tendenz des Strahls A zum Zerfallen in Tropfen 
am starksten ist. 

Nach ahnlichen Prinzipien behandelt Lord Rayleigh*) den Fall 
Qa = 9 b > w °bei sich als die Wellenlange groBter Instability 

^ = 6,48 x 2 R ergibt. 

rC 

Das erste Ergebnis findet Anwendung auf das Zerfallen eines Wasser- 
strahls in Luft, das zweite auf das ZerreiBen eines durcb Wasser geschickten 
Luftstrahls. Die Scliwingungen fur m = 2, 3, 4 treten pradominierend 
hervor, wenn der Strahl aus einer Offnung von elliptischer, dreieckiger, 
quadratischer Form austritt. 

Die kleinen Schwingungen einer Trennungsflache von der Gestalt einer 
Kugel erledigen sich ausgehend von dem gleichzeitigen Ansatze**)***) 


<Pa 



- 0 r m 
m E m 


Y m (0 , 


<Pb = 


sW c * m+i 

\m +1 + 1 




wobei der kinematischen Bedingung ~ = ~ an der Oberflache Rech- 

nung getragen ist; darin bedeuten r, 6, ip Polarkoordinaten vom Kugel- 
zentrum, Y m (d, ip) die Kugelflachenfunktion m teT Ordnung, R den Radius 
der Kugel. Es stellt sich alsdann 

«•- m(m + 1)0 - 1)0 + 2 ) y , + , )t ^ 

heraus. Das Ergebnis findet Anwendung auf die Schwingungen eines 
Wassertropfens in Luft ; einer Luftblase in Wasser; in abfallenden Tropfen 
treten durcb ein Nachwirken des Abreifiens der Tropfen noch die Schwin¬ 
gungen 3. Ordnung (m = 3) heryorf). 


Phil. Mag. 34 (1892), p. 145 (Sc. papers 3, p. 585) wird nock der EinfhiJB der inneren 
Reibung der Fliissigkeit in Betracht gezogen. 

*) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 34 (1892), p. 177 (Sc. papers 3, p. 594). 

**) Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 29 (1879), p. 71 (Sc. papers 1, p. 377). 

***) Webb, Mess, of math. 9 (1880), p. 177, 
f) Lenard, Ann. Phys. Chem, 30 (1887), S. 209. 
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II. Kapillaritat als raumlich verteilte Energie. 

13. Die Hypothese der KoMsionskrafte. 

Die Kapillaritatserseheiimngen ergeben sich als notwendige Folge- 
xungen axis einer Hypothese, wonach zwischen zwei materiellen Teilchen 
gleicber oder versehiedener Substanzen neben der Gravitation noch eine 
andere, nnr von der Distanz abhangende Anziebungskraft in der Verbin- 
dungslinie wirksam ist, die man Kohasionslcraft nennt und deren Gesetz 
irgendwelcher Art sein mag, nur daB sie mit wachsender Entfernung 
derart rascb abnimmt, daB sie bereits auf eine auBerst kleine, mikrosko- 
piscb niebt wabrnebmbare Distanz ganz axiBer Betracbt fallt. 

Zunacbst wurde das Ansteigen von Fliissigkeit in einer kapillaren 
Robre allein mit einer von der Robre anf die Fliissigkeit ausgeiibten An- 
ziebung erklart, die nacb der Unabbangigkeit der Erscbeinung von der 
Dicke der Robre nur von den der Wand nacbstgelegenen Partikeln aus- 
geben konnte*). Clairaut**) erkannte es als notwendig, eine Anziebung 
der Fliissigkeitsteilcben untereinander mit in Riicksicbt zu zieben. 
Laplace***) konnte sodann eine vollstandige Tbeorie der Kapillaritat 
einzig mit der vorbin skizzierten Hypotbese iiber die Kohasionskrafte 
aufbauen. 

Laplace berechnete fiir eine Fliissigkeitsmasse, deren Teile gemaB 
jener Hypotbese kobarieren, in der Hauptsacbe das Potential der Koba- 
sionskrafte fiir eine Stelle der Oberflacbe und fand es als eine linear© 
Funktion der mittleren Krumroung daselbst. Er betracbtete zunachst das 
Potential einer Kugel auf eine Stelle der Oberflacbe, ging von da zum 
Potential eines durcb zwei unendlich nahe Meridianscbnitte der Kugel 
gebildeten Keiles iiber und approximierte endlicb eine beliebige Fliissig- 
keitsoberflacbe in der Nahe eines Punktes durcb die dort aus den Kriim- 
mungskreisen der Normalschnitte erzengte Flache, d. i. ungefabr durcb 
das Oskulationsparaboloid. Die Differentialgleicbung einer freien Ober¬ 
flacbe erbielt er nunmebr aus dem Satze der Hydrostatik, wonacb diese 
bei konstantem auBeren Drucke eine Flacbe konstanten Potentials aller 
■wirkenden Krafte istf). 

*) Hawkesbee, London Trans. R. Soc. 26, 27 (1709—1713). 

**) Cl air ant, Traite sur la figure de la terre, Paris 1743, cbap. X. 

***) Laplace, Theorie de Taction capillaire. 

t) Genauer gesagt, vexfubr Laplace so: er dachte sicb in der Fliissigkeit einen 
unendlich schmalen Kanal gelegt, der am Anf an g nnd End© senkrecht gegen die 
Oberflache einmiindet, berechnete den durch die Kohasionskrafte zustande kommen- 
den Druck auf einen Querschnitt des Kanals und brachte endlich das „Prinzip des 
Gleicbgewichts in Kanalen a zux Amwendung. 
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In einer zweiten Darstellung berecbnete Laplace*) fiir eine Stelle 
der Fliissigkeitsoberflacbe die tangentiale Komponente der gesamten dorfc 
ausgeiibten Kob'asionskraft, wozu die Flacbengleichung an der Stelle bis 
einschlieBlicb der GroBen 3 ter Ordnung zu entwickeln ist, und erbielt die 
Gleicbung der freien Oberflacbe aus der Bedingung, daB an ibr die Resul- 

tante aus Kobasion und Schwere stets normal zur Flacbe stebt. _ Fur 

die Konstanz des Randwinkels der Fltissigkeit an einem festen Korper 
batte jedocb Laplace keinen Beweis, sondern zeigte nur, daB, venn der 
Korper die Form von vertikalen Zylindern irgendwelcber Querscbnitte 
bat, der Mittelwert des Kosinus jenes Winkels langs der ganzen Rand- 
kurve stets auf die namlicbe Konstante fubren muB. 

Diese Liicke in der Laplacescben Tbeorie erganzte GauB**). Aus- 
gebend von dem Prinzip der virtuellen Verruckungen ftir einen Gleieb- 
gewichtszustand formte GauB dieses Prinzip zu der Forderung eines 
Minimums der potentiellen Energie urn und betracbtete nunmebr die cre- 
samte potentielle Energie der ins Spiel kommenden Kobasionskrafte. Diese 
Energie erscbeint in Form eines Doppel-Raumintegrals. Fur jede Raum- 
integration laBt sicb eine lineare ausfuhren, wobei ein Term proportional 
dem Volumen und ein zweiter proportional dem Flaeheninbalt der Ober- 
fiacbe besonders beraustreten, und von dem iibrig bleibenden Doppel- 
Oberflacbenintegral wies GauB nacb, daB bei der Laplaeeschen Annabme 
iiber das Abnebmen der Kohasionskraft die Vernachlassigung desselben 

geboten ist, insofem als verglicben mit der Distanz, auf die allein die 

Kobasionskrafte in Betracbt kommen, die Krtimmungsradien der Oberflacbe 
als unendlicb groB, die Flacbe als nabezu eben gelten darf. Aus dem 

extremalen Charakter der potentiellen Energie entnabm sodann GauB nacb 

den Metboden der Yariationsrecbnung (ungefabr wie oben in Nr. 3 und 4 
dargelegt ist) die Differentialgleicbung fiir die freie Oberflacbe, dann aber 
aucb den Beweis fiir den Laplace scben Satz vom konstanten Randirinkel. 

14. Potentielle Energie der Kobasion in einem Medium. 

Die von GauB vorgenommene Transformation der Energie von Ko- 
basionskraften***) laBt sicb gegemvartig als eine zweimalige Anwendung 
des Greenscben Satzes darstellen. 

*) Laplace, Suppl. a la tbeorie de 1’act. capill. 

**) G-anfi, Principia generalia, Gottingen 1830. — Selbstanzeige der Abb: Gott. 
gel. Anz. 1829, (Werke 5, S. 287). 

***) Yereinfachte Darstellungen dieser Transformation gaben Bertrand, Joum. 
de math. (1) 13 (1848), p. 185;. Weinstein, Ann. Phys. Chem. 27 (1886), S. 544. — 
L. Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 141 (1870), S. 582 setzte Summationen fiber Mole- 
kiile an Stelle der Integrationen. 
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Wir betracbten zunaebst die Kobasionsenergie innerbalb eines einzelnen 
bomogenen Mediums A. Seine Dicbte beiBe p; zwiscben je zwei Volumen- 
elementen dv, dv von A an den Stellen x, y, z und x, y, s' im Abstande r 
wirke als Kobasion eine Anziebungskraft = Q^dvdv cp(r), wo tp(r) in spater 
nocb genau festzusetzender Weise mit znnebmendem r rapide nacb Null 
sinken soli. Fiibrt man 


co * <» 

J‘(p{f)dr = ip (r), j r 2 ip(r)dr — %(r) 

t r 

ein, so laBt sieh die gesamte potentielle Energie dieser Kobasionskrafte 
fur A: 


( 22 ) 


j& 2 ff i>(r)dvdv' 

-wfj\ 


a 

d% r 


+ 


a 8 ~ 
d% r 




A\ 


dx dx ~ dy' dy' 


schreiben, wobei einerseits dv, andererseits dv unabhangig voneinander 
das o*anze Volumen yoii A zu durchlaufen hat und der Faktor ~ vorzu- 

tD J, 

setzen ist, weil auf diese Weise jedes Paar you Elementen dv y dv zweimal 
in Betracht kommt. Fassen wir zunaehst die Integration nach dv bei 
festgehaltenem dv ins Auge, so konnen wir den zweiten Ausdrnck in (22) 
nach dein Grreenschen Satze umformen, wobei wir die Laplacesche 
Differentialgleichung fur 1/r verwenden, aber infolge der Unstetigkeit von 
ljr an der Stelle dv noch aus dem Integrationsranme fur dv eine kleine 
Kngel um dv auszuscheiden haben, deren Radius wir schlieBlich nach 
Hull konvergieren lassen. Bezeichnen wir mit df (spater aueh mit df) 
ein Oberflachenelement you A, mit n (and n) die auBeren Normalen dort, 
so transformiert sich nunmehr (22; in: 

- q 2 x (0) J dv - dv J l O') A d f- 

Im ersten Term hier ist J^dv = V A das gesamte Volumen you A. Im 
zweiten Term kehren wir die Integrationsfolgen urn, fiihren 

ec 

f%( r )dr « &(r) 

ein und beachten, daB r nur von den Differenzen x — x, y — y, 8 — s 
abhangt, ferner 

ist. Wir konnen alsdann diesen zweiten Term 
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1 

¥ ^ 



d ^ d 7 

dx dx 


+ 


d&(r) 


dr 

dn' 


dy 



on 

dz 



dv 


scbreiben und erbalten die Moglicbkeit, ein zweitesMal bei der Integration 
nacb dv die Formel fur Produktintegration, den Greenscben Satz. in An- 
wendung zu bringen. Hier liegt die Unstetigkeit von lr jedesmal an 
einer Oberflacbenstelle df und ist desbalb aus dem Integrationsraume 
fur do nur der in den Bereicb von A fallen de Teil einer kleinen Kugel 
um diese Stelle auszuscbeidenj d. 1 . bernacb bei nnendlicb abnebmendexn 
Radius der Kugel wesentlicb eine Halbkugel, auBer an den Stellen. wo 
eine Scbneide der Oberflache von A vorbanden ist. Hiernacb transformiert 

sicb der letzte Ausdruek, indem nocb J ~ df fiber die Halbkugel ibre 
Projektion auf die Tangentialebene in df darstellt, in 




wf d r-b\ffh 

j df = F den Flacheninbalt der Oberflacbe von A bildet. Scbreiben 


^JiHr)dfdf, 


WO 

wir nocb 


(23) 2xq 2 %(0), #= 0), 


so resultiert endlicli der folgende Ausdruek fur die Energie der Kohasions- 
krafte innerbalb A: 


(24) 


E = — KV + -£ SF — 



dr dr 

r) vt. r, n 


&(r)dfdf'. 


Dam.it die Integrale fiir 'O'(r), %(r), f(r) einen Sinn baben, nehrnen 
wir an, daB mit wachsendem r jedenfalls r%(r)j sodann r 4 ^(V) ? 
nocb binreicbend stark nacb Null konvergieren. Des weiteren nebmen 
wir an, daB fiir mikroskopiscb meBbare r sebon (p(r), %(r), d’(r) 

auBer Betracbt fallen und erst bei weit starkerer Annaberung des r an 
Null %(r ) und &(r) endliebe GrroBe erlangen und dann bestimmten oberen 
Grenzen ^(0) und ^(0) zustreben; es ist bierfur notwendig und binreicbend, 
daB r z ip(r) fiir lim r = 0 nacb Null konvergiert. Bezeicbnet man als 
Wirlmngsradius fiir die Kobasionskrafte eine solcbe GrroBe r 0 , wofiir eben 
nocb &(r 0 ) gegen ot(0) zu vernacblassigen ist, so ersiebt man aus 


;° 

#(0) — & (r 0 ) %(r)dr < %(0)r 0 , 

0 

daB ~~ eine auBerst kleine Lange, allenfalls yon der Ordnung you r$ 
sein wird. 

Um das Doppel-Flaclienintegral in (24) abzusebatzen, fiibren wir dorfc 
durcb do den korperlicben Winkel ein, unter dem das Element 
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df von der Stelle von df ersclieint. Jenes Integral schreibt sich. dann 

(25) ^jdfj^do, 

Hun ist nur fur kleine r(<r 0 ) der Faktor fr(r) von merklicker GroBe, 
und fur solcke r < r 0 andererseits ist drjdn angenakert = r/B, unter B 
den Kriimmungsradius desjenigen Hormalscknittes fiir die Stelle df der 
durck df fiikrt, verstanden. Sind also die Kriimmungsradien der Ober- 
flaeke von A iiberall als gegen r 0 auBerst groB zu betrachten, so erscbeint 
die Vernachlassigung des Integrals bier geboten und reduziert sick damit 
der Ausdruck (24) auf 

(26) E -KV+--HF. 

Ein Ausnakmefall wird stattkaben, wenn die Oberflaeke A eine Partie © 
von endlieker Ausdeknung aufweist, zu der eine andere Partie ©' von ihr 
fortwakrend in auBerst kleinen Abstanden verlauft, wie z. B. wenn die 
Fliissigkeit sick in einer auBerst diinnen Sckickt an einem festen Korper 
entlang ziekt. Auck langs © und ©' mogen die Kriimmungsradien nickt 
unter eine gegen r 0 auBerst groBe Greuze sinken. FaBt naan in dem 
Integral (25) ein Element df innerkalb © mit der ganzen Partie ©' zu- 
sammen auf und fallt ein Lot von df auf ©', dessen Lange s sei, so 
kann in denselben Feklergrenzen, wie sie vorkin galten, ©' als eine un- 
begpenzt ausgedeknte Ebene senkreekt auf dieses Lot betrachtet und, 
indem man =» ~ = cosy einfuhrt, aus konzentrischen Ringen um das 
Lot, die von df in korperlicken Wink ein 2it sin y dy ersckeinen, aufgebaut 
werden; dazu kann wegen der annakernden Parallelitat von df zu ©' der 
Faktor drfdn in (25) durck drjdn ersetzt werden, wodurck fiir den be- 
treffenden Anteil aus (25) sick ergibt 

2 60 
~^Q*dfJ*2xsmy o°$y&(r)dy TtQ^df J *™ fr(r)dr. 

Wird nun 

— CO 

dr = &(f) + r 2 J* ^ dr 

eingefiikrt, wobei 0(0) = #(0) ersicktlick ist, und beacktet man, daB im 
Doppelintegral (25) sowokl eine Kombination ©, ©' wie ©', @ auftritt, 
so kommt schlieBlich wegen der Fliissigkeitssekickt zwiscken @ und 
zum Ausdruck (26) der Energie nock der Zusatzterm 

( 27 ) -*?f6(s)df, 

iiker die ganze eine Seite © der Sckickt erstreckt, kinzu. 


8(r) = 2r 2 f 
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Fur das Anziekungsgesetz mit folgendem Ausdrucke des Potentials*) 
(28) = — Jc e —~, 

wobei k und c positive Konstanten sind, wurde man erkalten: 

<p(r) = -f- cr), 


Z(r) - + or), »(r) = ^e-> 


(l+±cr), 6(f) — 


2(0) = 4, ^(O) = 0(0) 


«-(0) ~ S' ■ 


Wir berecknen nock das Virial der Kohdsionskrafte. (TJnter dem 
Virial einer Kraft wird bekanntlick die balbe Arbeit der Kraft bei Yer- 
schiebung ikres Angriffspunbtes nacb dem Koordinatenanfange verstandenj 
Fur die zwei Krafte, welcke zwei Yolumenelemente dv, dv gegenseitio- 
aufeinander ausiiben, ist die Summe der Yiriale p 3 c p(r)rdvdv'. Das gesamte 
Yirial der Fliissigkeit auf sick selbst wird daker 

fjr<p(f)dvdv 

und wurde aus dem Ausdrucke (22) fur die Energie kervorgeken, wenn 
man dort durck — yrg>(r) ersetzt. Dabei wurde dann an Stelle 
yon %(r) die Funktion 

00 00 

“T f rS <p(r) dr - ^r*4>(r)~ yJ'‘'***(?)** = 

r r 

weiter an Stelle von &(r) die Funktion 

CO oo 

— Y Jr 3 ip(r)dr — -J %(r)dr = —~r%{r) — 2&(r) 

r r 

zn treten baben und also die Rolle der Konstanten %(0) ; fr(0) von 
—2~#(0)> — 2&(0) ubemommen werden. Der Formel (26) enteprechend 
resultiert dann als Ausdruck jenes Gesamtvirials: 

(29) 1-KV-BF. 


15* Potentielle Energie der Adhasion zweier Medien. 

Grenzt A an ein zweites Medium B, so mogen zwiseben den Teilcben 
von J. und denen von B Anziebungskrafte wirksam sein ; die binsicbtlicb 
ibrer Abnabme mit der Distanz analogen Charakter tragen wie die Ko- 

*) Van der Waals, Zeitschr. f. physik. Chenu IS (1894), S. 657. 

Minkowski, G-esammelte Abhandlungen. XI, 22 
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basionskrafte innerbalb A, und die man bier im Falle verscbiedener 
Substanzen wobl aueh als Adhasionskrafte bezeicbnet. Die den Funktionen 
<p(rj, ip(r ), %(r), &{>'), 0(Vl oben entsprecbenden Funktionen fur das neue 
Anziebungsgesetz mogen in derselben Weise nnter Anfiigung der unteren 
Indizes AB bezeicknet werden, wahrend die friiberen Funktionen den 
Index A erhalten mogen. Die gesamte Energie dei Adbasion yon B auf A 
berecknet sick der Formel (22) analog mit 

( 30 ) - 9 A 9 S / dv 'J b ( r ) dv > 

B A 

wo dv die Volumenelemente yon A, dv diejenigen von B zu durcklaufen 
bat. Ein Faktor y ist jetzt nickt binzuzusetzen, weil die Raume yon A 
und B yollig getr enn t sind. Der Ausdruck bier gestattet wieder die zwei 
entsprecbenden Umformungen mittels des G-reenschen Satzes. Aber in 
der ersten U mf ormung, wobei etwa unter Festkaltung der einzelnen dv 
operiert werde, tritt kein Raumintegral besonders heraus, weil jetzt 1/r 
im Integrationsraume B keine Unstetigkeitsstelle bat, in der zweiten 
bernacb kommt bei festgebaltenem Oberflachenelement df von B eine 
Diskontinuitat von IV im Integrationsraume A nur fiir solcbe Elemente 
df i u Betracbt, die gerade der Trennungsflacke von A und B angeboren, 
road bat alsdann fur die um df berum aus dem Integrationsraume A 

auszusebeidende kleine Halbkugel das Integral Jdf wegen der anders 
liegenden Norm ale n entgegengesetzten Wert wie oben. Infolge dieser 
Umstande erlangt endlieb nacb der wie oben vorzunekmenden Vernaeb- 
lassigung die potentielle Energie der Adbasion von B auf A den Ausdruck 

1.31) ft q A q b Q , ab (0) F ab = E ab F ab , 

wo F a b den Flach eninbal t der Trennungsflacke von A und B bezeichnet. 

Nebmen wir jetzt den typiseben Fall von drei zusammentreffenden 
Medien A, B, C an und bezeiebnen ibre Volumina V, ikre Konstanten 
K und H mit den entsprecbenden einzelnen Indizes, die Flacbeninkalte 
ikrer Tr ennung sflachen und deren Konstanten H mit entsprecbenden zwei 
Indizes, wabrend ibre an weitere Medien angrenzenden Flacben bier nicbt 
als veranderlicb in Frage kommen sollen, so baben wir als veranderlicben 
Teil der potentiellen Energie der in ibnen wirkenden Anziekungskrafte: 

(32) (| H a + ~H b - H ab )F ab + [\H A + - Hac)f ac 

+ (yi? B + ±Hc- Hbc)F sc - FaVa - Kb V b - K c Vc 

So lange die Volumina sick nickt andem, kommen wir damit auf den 
Ansatz in kTr. 2 zuriick, wobei die Oberfiaebenspannung zweier Medien 
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A und B durch 

(33) Ta b = — H a b 

gegeben erscbeint. Im Falle q £ = 0 gesetzt werden kann, folgt einfaeh 

1 A B z ~^H A . 


Stellt G einen festen Korper vor und darf q b = 0 gesetzt werden, so 
folgt fur den Randwinkel co A von A am Korper gemafi GL (8): 


(34) 


2H 


COS 03 , 


AC" 




der Winkel 03^ ist spitz oder sturnpf und es findet demgemaB, falls C ein 
vertikaler Zylinder ist, ein Ansteigen oder eine Depression von A an G 
binsicbtlich der Niveauebene statt, je nacbdem 2H AC > H A oder < H A ist 
(d. b. wenn man so sagen will, der Meniskus vom Korper eine rnelir oder 
weniger als doppelt so starke Anziebung wie von der Fliissigkeit erfahrt*). 

Die Relation (34) ist unmoglicb, wenn H AC > H A ist. Nebmen wir 
jedoeb an, daB alsdann sich die Fliissigkeit A nocb in einer auBerst 
diinnen Scbicbt an einer Partie © der Wand von C entlang ziebt, und 
versteben wir jetzt unter F AB} F AC nur die Flacbeninbalte der betreffenden 
Trennungsflacben abgeseben von dieser Scbicbt, so wiirde im Hinblick 
auf (27) und auf die Relation #(0) == 0(0) zum Ausdrucke (32) in der 
gesamten Energie nocb ein Term binzutreten: 



erstreckt liber die Flacbe wobei s die Dicke der Schicbt am Elemente df 
von © bezeicbnet. Bei geeignetem Kraftgesetz, z. B. dem in (28) an- 
gefiibrten, wiirde damit die Moglicbkeit einer Yerringerung der potentiellen 
Energie vermoge der Scbicbt vorliegen; also miiBte dann eine solcbe 
Scbicbt (Benetzung der Wand) zustande kommen und dadurcb am Rande 
der wabrnebmbaren Trennungsflache der Randwinkel Null entsteben**). 


16, Eingehen der Kohasion in die Beziehimg zwischen 
Dichte und Brack. 

Das Auftreten des Terms —KV in der Energie einer Fliissigkeit A 
ist nacb bydrodynamischen Prinzipien gleicbbedeutend rait der Annabme, 
daB im Inneren von A neben dem sogenannten bydrostatischen Druck ein 
weiterer konstanter Druck K berrscbt. Scbreibt man K — so bangt a 

*) Clairaut, Traite sur la figure de la terre, Paris 1743, chap. X. 

G-aufi, Principia generalia, art, 32. 


22 
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nur von dem Kraftgesetz tp(r), nicht von der Dichte q a ab. Stellt man 
sich unter B den gesattigten Dampf der Flussigkeit A vor ; so bat daber 
eine Menge M der Substanz —, bomogene kontinuierliehe Massenverteilung 
bis zu den Grenzen und Unabbangigkeit des Kobasionsgesetzes yon der 
Temperatur angenommen (wegen allgemeinerer Vorstellungen siebe den 
Enzyklopadie-Artikel V 10 yon Kamerlingh Onnes) und vorausgesetzt 
auch, daB nicbt etwa FjV gegen 1 /r 0 in Betracbt kommt —, in flussiger 

Phase die Energie — X— = — ap. M, in dampfformiger die Energie 

?,i 

— apj—=— o,q b M und wird desbalb ci(q a — q b ) als die innere latente 

spezifische Yerdampfungsivarme (sielie ebenfalls Enzyklopadie V 10) ange- 
sproeben*). (Die additive Konstante in der Energie war derart fixiert, daB 
der Wert Null fur die Energie als obere Grenze bei Auflosung des Mediums 
in lauter unendlich weit voneinander entfernte Volumenelemente entsteht.) 

In denjenigen Ersebeinungen, welche bei konstantem Volumen vor- 
gehen, kommt die GroBe K gar nicbt zur Geltung, wahrend docb der 
erste Term — j KV in der Energie den anderen -^IIF auBerordentlicb 
iiberwiegt. AufscbluB ilber die GroBe von K bann deshalb nur von Vor- 
gangen erwartet werden, die mit Anderungen der Dicbte verkmipft sind, 
und van der Waals**) batte desbalb die Idee, zunacbst tbeoretisch das 
Eingehen dieser GroBe in die Beziehung zwiscben Druck und Dicbte bei 
konstanter Temperatur zu untersuchen. Der Ableitung dieser Beziebung 
legte van der Waals den Virialsatz von Clausius zugrunde***). Der 
Satz kommt bei folgenden Anscbauungen zustande: Die Materie ist nicbt 
kontinuierlicb verteilt, sondern bestebt aus Molekiilen; diese unterliegen 
neben den Laplacescben Kokasionskraften weiteren repulsiven Kraften 
(ZusammenstSBen) und sind dadurcb in nicbt sicbtbaren Bewegungen be- 
griffen, und zwar dergestalt, daB man bei Yergleicbung ihrer Bewegungs- 
zustande in irgend zwei Momenten t und t + % sicb angenabert vorstellen 
kann, die Teilcben batten nur untereinander Ort und Bewegung gewechselt. 
Jedenfalls soil, wenn man den Mittelwert von der kinetiscben Energie der 
progressiven Bewegung der Molekiile iiber den Zeitraum t bis t + t bildet, 
gegen diesen Mittelwert der Differenzenquotient 

1 rl dTm(x*-{-y*z*)~ 
x [_4 dt 

scbon bei verbaltnismaBig kleinem % zu vernacblassigen sein; darin ist die 

*) Dupre, Theorie mecanique de la cbaleur, 1869, p. 162. 

**) derWaals, Die Kontinuitat des gasf. u. buss. Zustandes, Leipzig 1881. 

***) VgL aucb Maxwell, Sc. papers 2, p. 407, 418; H. A. Lorentz, Boltzmann- 
Festschrift (1904), S. 721 (abgedr. in Abb. iib. tbeor. Pbys. 1 (1906), S. 192). 
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Summe iiber alle Molekiile zu erstrecken und bedeuten m die Masse, x, y, s 
die Koordinaten des Schwerpunktes eines Molekiils. Eine partielle Inte¬ 
gration transformiert nun diesen Mittelwert der Energie bei der ange- 
gebenen Vernacblassigung sofort in das mittlere Virial der in den Molekiilen 
angreifenden Krafte, iiber den Zeitraum t bis t -f t. Nun ist naeb den 
Prinzipien der Gastkeorie jenes Mittel der Energie der progressive!! Be- 

wegung Ym® wo ^ un i verse ^ e Gaskonstante, M das Molekular- 

gewicbt, q V die Gesamtmasse, T die absolute Temperatur der Fliissigkeit 

vorstellt. Das Yirial der Kokasionskrafte berecbnet sick unter der Voraus- 

setzung, dab der Wirkungsradius nock sekr groB gegen die GroBe der 

Molekule ist, wie bei kontinuierlick komogen verteilter Masse und ist 

daker nack (29) gleick —ap 2 F zu setzen. Das mittlere Virial des auf 

die Oberflacke wirkenden konstanten Druckes p findet sick durck Zerlegung 

des Yolumens in die Elementarpyranaiden mit dem Nullpunkte als Spitze 

und den Oberflackenelementen als Grundflacken unmittelbar = 4Das 

mittlere Yirial der repulsiven Krafte bereclmet sich nacb den Metboden 

der Gastbeorie und laBt sicb scbreiben als ein Bruchteil der mitt- 

l ~ 

leren Energie der progressiven Bewegung, worm l annaberungs weise als 
konstant gilt und mit dem von den Raumen der Molekule in einer Massen- 
einbeit besetzten Raume in Yerbindung gebracbt wird (iiber die Abbangig- 
keit der GroBe b von Volumen und Temperatur siebe vreiteres im Artikel 
Kamerlingh Onnes, Enzyklopadie Y 10). Damit resultiert endlicb die 
van der Waalsscbe Zustandsgleiebung in der Form 

(35) * + «?*-* TI-H' 

Aus beobacbteten Daten berecbnet sicb auf Grund dieser Beziebung 
bei 0° und 1 Atm. Druck fiir Wasser A* = 10500 Atm., fur Atber 
K = 1430 Atm., wabrend der Quotient H/K , der als MaB fiir den Wirkungs¬ 
radius der Kobasionskrafte dient, fiir Wasser 15*10” 9 cm, fiir Atber 
29 • 10“ 9 cm betragt. 

17. Theorien zur Yermeidung von Diskontinuitaten der Biclite. 

Der Laplaceseben Kapillaritatstbeorie liegfc die Annahme durcbweg 
bomogener Fliissigkeiten zugrunde. Poisson*) fiibrte aus, daB an den 
Grenzfiacben einer Fliissigkeit eine rapide Anderung der Dicbte stattbaben 

*) Poisson, Nouvelle tbeorie de Taction capillaire. — Kritiscbe Bemerkungen 
zur Theorie von Poisson lieferten Minding, Doves Eepert. d. Phys. Bd. 5; J. Stahl, 
Ann. Phys. Chem. 139 (1870), S. 239; B. Weinstein, Ann. Phys, Chem. 27 (1886), 
S. 544, 
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miisse 7 und trug diesem Umstande Rechnung, zugleich in der Absickt, 
die Sehwierigkeiten zu beheben, welche in der Annahme von Druck- 
diskontinuitaten an Trermungsflaelien liegen. In der Poissonschen Tbeorie 
modifizieren sick nicht die Gleiehungen fur die KapiUaritatsphanomene, 
sonderu nur die Bedeutnng der zwei Konstanten K und H fiir das Gesetz 
der Kohasionskrafte. 

Maxwell*), Lord Rayleigh**), van der Waals***) verfolgten die 
Annahme einer stetigen Variation der Dicbte an den Trenmxngsflachen in 
ihren weiteren Konsequenzen. Als einfacbster Fall wird das Gleichgewicht 
einer Fliissigkeit A in Beriihrung mit ibrem gesattigten Dampfe B be- 
bandelt. Von der Scbwere soli abgeseben werden. Der ganze Raum von 
Fliissigkeit nnd Dampf werde von Flachen, auf denen jedesmal die Dieb- 
tigkeit konstant ist, durchzogen; transversal zu diesen variiert der Wert 
der Dicbtigkeit rapide innerbalb einer auBerst scbmalen Scbicbt und 
komrnt nacb der einen wie nacb der anderen Seite sebr bald bestimmten 
Grenzwerten q a bzw. q b nabe. 

Fiir die vollstandige Durcbfubrung des durcb hydrodynamiscbe (oder 
tbermodynamiscbe) Prinzipien gelieferten Ansatzes bat sich ein spezielies 
Kraftgesetz der Kohasion als bervorragend geeignet erwiesenf), das nun 
bier sogleicb zugrunde gelegt werde, namlicb das in (28) angefubrte, 
wobei die Potentialfunktion fiir zwei Massenembeiten in einer Entfernung 
r durcb 



dargestellt wird und Jc wie c positive Konstanten sind. Das von der ge- 
samten Masse der Substanz (A und B ) kerriibrende Potential auf eine 
Masseneinkeit an einer Stelle x y y, z ist dann 


¥ (x, y, 2 ) — h J9~~dv, 

wo das Integral sicb liber alle Volumenelemente dv der Substanz erstreckt 
und r die Entfernung des Aufpunktes x 7 y , z vom Element© dv bezeicbnet. 
Diese Funktion ¥(#, y, $) geniigt nun im Raume der Substanz iiberall 
der Differentialgleicbung 


(36) 


A¥ 


dx- + cy- -r r,r* + 


cz- 


und auf Grand dieser Beziekung kann das vorliegende Kraftfeld anstatt 


*) Maxwell, Capillary action (Sc. papers 2, p. 541). 

**) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 33 (1892), p. 209 (Sc. Papers 3, p. 513). 

***) van der Waals, Zeitsckr. f. phys. Chemie 13 (1894), S. 657; H. Hulshof, 
Ann. Phys. Chem. (4) 4 (1901), S. 165. 
f) van der Waals, 1. c. S. 706. 
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als von Fernkraffcen berstammend aucb als ein urspriinglicb gegebener 
Spannungszustand in cler Substanz folgendermafien beschrieben werden*). 


Es werde 


8 7th 


F (c' 2x ¥' 2 


(dv\ 2 , ( 8V \ 2 , /an* ., 

fe) + fe) + laj = ^ 

^(W+o*) 


gesetzt; die Substanz erscbeint von den gerichteten „Kraftlinien“ die senk- 
recht zu den Flacben ¥ = konst. von groBeren zu kleineren Werten Yon ¥ 
fiihren, durchzogen; an jeder Stelle herrscbt in Ricbtung der dort durcb- 
laufenden Kraftlinie und in der entgegengesetzten Ricbtung eine Zug- 
spannnng Z 1; in aRen Ricbtungen senkrecbt dazu eine Zngspannung !<>, 
dergestalt, daB fiir jeden abgeschlossenen Teil I der Substanz sicb die 
Komponenten und Drebungsmomente der Yon dem fibrigen Teil II auf I 
ausgeiibten Kobasionen genau wie aus der Verteilung dieser Spannungen 
auf der Oberflacbe Yon I berecbnen. 

In einer sebr geringen Entfernung you der Ubergangsscbicbt ist 
bereits nabezu ¥ konstant, <t> NuR, und = Z 2 erklaren die friikere Ko- 
basion K, in der Ubergangsscbicbt resultieren aus der Differenz 
die Erscbeinungen der Oberflaebenspannung. 

Nacb bydrodynamischen Prinzipien ist fiir das Gleichgewicbt des 
Systems Fliissigkeit und Dampf bei gleicber Temperatur erforderlicb, daB 
das vollstandige Differential 
(37) d'V = - dTT 


und darin TT eine nur Yon Dichte und Temperatur der Stelle abbangige 
Funktion ist ; die als ihermischer Druck **) angesprochen wird. Scbreiben 
wir = a, so ist nacb (36) in einiger Entfernung von der Ubergangs- 
scbicht, wo die Fliissigkeit bomogen erscbeint ; ¥ = — 2ap 4 , und wo der 
Dampf bomogen erscbeint, ¥ = — 2a q b . Wir setzen allgemein TT ==j? + ap 2 
und nennen p den hydrostatischen Druck ; nacb beiden Seiten von der 
Scbicbt fort wird damn p sicb einer und derselben Konstante p 0 nabern, 
dem auBeren Drucke, Sattigungsdrucke des Dampfes. Die Gleicbung (36) 
scbreibt sicb nocb im Hinblick auf (37): 



Poi Q j 


*) Gr. Bakker, Zeitschr. f. pbjs. Ckemie 48 (1904), S. 17. 

**) Diese Bezeichnung gebraucht van der Waals; for denselben Begriff sagt 
H. A. Lorentz (Z. f. pbysik. Cbem. 7): kinetiscber Druck. 
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Nunmehr -wird angenommen, daB die Abbangigkeit des p ron p und 
der Temperatur aucb in der Ubergangsscliicht durcb eben dieselbe van 
derWaalssche Formel (35) wie in den bomogenen Pbasen dargestellt 
wird, -was freilicb mehr an die Macht dieser Formel glauben beiBt, als es 
in ihrer Ableitung eine Stiitze fande. Die dadurch gegebene Kurve fiir p 
als Funktion des wacbsenden Arguments 1/p (siehe Artibel Kamerlingb 
Onnes, Enzyklopadie Y 10) verlauft in dem Intervalle 1/q a bis l/p B zwi- 
sehen den zvrei Punkten p 0 , 1/p^ und p 0J l/p s ab-, auf- und wieder ab- 
steigend, zuerst unterbalb der Geraden p = p 0 bis zu einem gewissen Treff- 
pnnkte mit ihr, bernacb oberbalb derselben, und auf ibrem ersten unterbalb 
p = p 0 liegenden Stiicke muB es offenbar einen bestimmten Punkt p u l/p 1 
geben, fiir den das bis dabin auf der Kurve genommene Integral 


-M 

Poi 


= 0 


ist (Fig. 22). Fiir diese SteRe der Kurve ist dann nacb (38):A l l ; = 0. 

Die der Wellenlinie (q q > Q^) entspreehenden Kombinationenjp, 1/p 
sind fur bomogene Phasen instabil, in der Ubergangsscbicbt findet van 

derWaals sie nun stabil. Wird (37) auf einem 
Wege aus dem bomogenen Inneren der Fliissig- 
keit nach dem bomogenen Inneren des Dampfes 
integriert, so entstebt 



•f'O’ ST> 

K'Qa 


0 


iiber jene Wellenlinie, genau die Formel, welche 
Clausius und Maxwell zur Bestimmung des 
Druckes p Q des gesattigten Dampfes vermoge 
der Isotberme durcb Anwendung des zweiten Hauptsatzes der Warme- 
tbeorie auf labile Zustande aufgesteRt baben. 

Es mogen nun die Flacben konstanter Dicbte spezieR als eine Scbar 
paraReler Ebenen z = konst, angenommen werden. Die Differentialgleicbung 
(37) sehreibt sich dann 


nnd liefert integriert 

fdW\ 


c 2 ¥ 


a 7 

4lt& 3¥ 


(rfi) = c2 V 2 ~ 8x1;(p + a Q 2 -p 0 ). 


Fur p =(>!, p = gebt 


dz 2 


abnebmend durcb Null bindureb, erlangt 
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also ^ = $0) seinen grofiten Wert 0* =VMc (p 0 ~ Pl )- hierhin werde 
5 = 0 gelegt. An Stelle der fruheren Oberflachenspannung tritt jetzt 

-/ft _ = 

auf der g-Achse aus der bomogenen Flussigkeit nach dem homogenen 
Dampfe genommen. 

Die Kurre fur <t> {£) als Funktion von z yerlauft beiderseits yon z — 0 
sebr bald asymptotiscb an die s- Acbse. Wird sie dureb das oberbalb 
der 2 -Aebse liegende Stuck einer sie im Scbeitel beriihrenden Parabel 
<t>! — d> = Oj (jr) and die links und recbts daran ansetzenden Stucke 

z^ — z o nnd z a <,z der 2 -Acbse bei gleicbem Flacbeninbalt iiber der 
f-Acbse angenabert ersetzt, so folgt 

— W= 8 —.Pi) 

2 5 c 2 ’ 

15 ~S 

wabrend zugleiclx 2# 0 = jg ~~ jy —- ungefabr als diejenige Dicke der tJber- 

gangsscbicht aufzufassen ware, innerhalb deren die inbomogenen Yer- 
baltnisse hervortreten. 

In einer jimgsten Arbeit sucbt Bakker*) dureb seine Theorie die 
Beobacbtungen von Reinold nnd Rucker**) zu erklaren, welche fanden, 
daB Seifenlamellen an den diinnsten Stellen, die dureb ein diskontinuier- 
licbes Auftreten yon sebwarzen Plecken gekennzeichnet sind, eine Dicke 
yon rund 10" 6 cm haben und unmittelbar daneben plotzlicb an£ eine Dicke 
von rund 5 *10” 6 cm ansteigen. 

Bakker bereebnet daselbst die Konstant e k 

fiir Wasser h = 7,53 • 10 23 bei T = 325°, 
fiir Atber Jc = 1,54* 10 23 bei T =* 125°. 

18. Entropie und Massendichten einer Tremmngsflaclie. 

Wenn zwei aneinander grenzende Elussigkeiten A und B sicb im 
Gleicbgewicbt., aucb in tbermiseber und ebemiseber Hinsicbt, befinden und 
sie aucb sebon in sebr geringer Entfernung von der Trennungsflacbe bomogen 
ersebeinen, wird doch eine jede in der unmittelbaren Nacbbarscbaffc der 
Grenze dureb den EinfiuB der anderen yerandert sein. Gibbs***) bat 
einen Ansatz entwickeit, urn diesen Einfiiissen Recbnung zu tragen, obne 

*) G. Bakker, Zeitscbr. f. pbys. Cbemie 51 (1905), S. 344. 

**) Proc. Eoy. Soc. 26 (1878), p. 334; Phil. Trans. 172 (1882), p. 447; Phil. 
Trans. 174 (1884), p. 645; Ann. Phys. Ckem. 44 (1891), S. 778. 

***) Gibbs, Equilibrium of heterogeneous substances, p. 380. 
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irgendeine Hypotkese beziiglieh molekularer Anziekungskrafte zu machen. 
Die inkomogene Ubergangsschickt zwiscken A und B ist erfakrungsgemaB 
von auBerst geringer Dicke. Man wahle irgendeinen Pnnkt in dieser 
Sckickt und lege eine Flacke durck ikn und alle anderen Punkte in der 
Sckickt, welcke kinsiektlick der unmittelbar angrenzenden Materie ent- 
spreckend liegen; diese Flaeke keiBe Teilungsfldche . Die Wakl der Flaehe 
ist nock einigermaBen willkurlick: man wird annekmen konnen, daB man 
sie beliebig aus einer Sckar sekr nake gelegener Parallelflachen, welcke 
die ganze Sckickt ausfiillen, kerausgreifen kann. Die in A, B und in der 
libergangssckickt in Betrackt kommenden StoffVerbindungen mogen sick 
aus den Stoffen a, b ,. . . als unabhangigen Bestandteilen aufbauen lassen. 
Fiir das ganze aus A, B und der Ubergangssckickt bestekende Gebilde 
sei U die gesamte innere Energie, S die gesamte Entropie und seien 
M a , M b ,... die gesamten Massen von a, b, . . . Wir bezeicknen mit V', 
V" die Yolumina yon A und B, gerecknet bis zur Teilungsflacke, mit F 
den Flackeninkalt der Teilungsflacke. Weiter seien u', s', g a ', Q b ', ... die 
raumlichen Dickten der Energie, Entropie bzw. diejenigen der Bestand- 
teile a, b ,. . . im Ranine yon A dort, wo A komogen erscheint, und u", 
s", Q a ", q", ... die entspreckenden Dickten fur B, wo B komogen ersckeint. 
Die Quotienten aus den Differenzen 

U- Y'u — 7V, S- rs'- F"s", M a - V Q ;~ V " Qa ",... 

durck den Flackeninkalt F endlick sckreiben wir u, s, co a , (o b ,. . diese 
Quotienten keiBen die Flachendichten der Energie, Entropie und der Massen- 
bestandteile fiir die Teilungsflacke zwiscken A und B. 

Es wird angenommen, daB u' eine Funktion der Argument© s', 

Q b , . . desgleicken u" eine Funktion der Argumente s" Q a ", ... ist, 
und nunmekr die weitere Annakme eingefiikrt, daB auck u nur eine Funktion 
der Argumente s, co a , co b ,. . . ist (vgl. kierzu die am Anfange yon Nr. 5 
beriikrte allgemeine Auffassung der raumlicken Energiedichte), und es 
wird daraufkin die Gkarakterisierung des Gleickgewicktszustandes durck 
das tkermodynamiscke Prinzip geleistet, daB U ein Minimum bei kon- 
stanten Werten yon S, M a , M b , ... ist. Dieser Ansatz, soweit er die 
komogenen Massen ketrifft, ist bereits im Artikel Bryan, Enzyklopadie 
\ o Nr. 26, zur Sprache gekommen. Hier soil es sick nur darum kandeln, 
die besonderen Konsequenzen, welcke aus der neuen Annakme einer 
ITbergangssckickt fiieBen, zu verfolgen. 

Entwickelt man das vollstandige Differential 

(39) = Tcls + li a dco a + fi b dco b -, 

so ist T die Temperatur und g a , p b ,.. . keiBen die Potentiate fur die 
Bestandteile der tlbergangssckickt. Zum Grleickgewickt ist erforderlick, 
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daB die Temperatur dieselbe wie in den angrenzenden homogenen Massen 
ist, weiter daB fiir jedea Bestandteil der Schicht, der auch °in einer an¬ 
grenzenden homogenen Masse vorkommt, das Potential das gleiche wie 
dort ist. Kommt ein Bestandteil nur in der Schicht vor, so 1st fur ihn 
dagegen die Flachendichte in der Schicht yon yornherein' ano-ewiesen 
Ans (39) folgt * 

d ( Fu ) = Td(I s) + 6 dF r a d(Fe> a ) + H d(Fw b ) + ... 

indem 

(40) G = u ~ Ts — fi a m a — fi b co b - 

gesetzt wird; g ist nunmehr als die Oberflachenspannimg in der Teilungs- 
fiache anzusprechen, und es entsteht ~ 


(41) dG - sdT — <o a d(i a — co b dg, b — 

Bine Beziehung, welche u als Funktion von s, co a , a b , .. . oder g als 
Funktion von co a , co b , . . . gibt, wird als Fundamentalgleichung fur die 
Teilungsflache hezeichnet. 

Analog hat man in der homogenen Masse A: 

(42) d(V'u') = Td(V'e') -p'dV' + ti a d(V'Q a ') + g b d{F Q ') + ..., 

— p'=u — Ts'— n a Q a '~ g b Q b ' -, 

(und zwar mit den namlichen Werten von T und von u a> u fj , .... soweit 
die betreffenden Bestandteile in A wirklich vorkommen), und die ent- 
sprechenden Beziehungen in der homogenen Masse dabei bedeuten dann 
p and p" den hydrostatischen Druck in A bzw. in B. Fiir die Gestalt 
der Teilungsflache folgt, wie (10) gewonnen wurde: 



Von der Schwere ist einstweilen abgesehen. Die Dichten u, s, co a , co b ,... 
sind im allgemeinen noch abhangig von der Wahl der Teil ung sflache in 
der Schicht; im Falle einer ebenen Teilungsflache ist jedoch der Wert 
g von dieser Wahl unabhangig, wie sieh leicht auf Grand von (43) 
ergibt. 

Sind die unabhangigen Bestandteile derart fixiert, daB nicht 

< 0 sein kann und wird die homogene Phase A nur in bezug auf g a ' bei 
konstant gehaltenen T, p, Q bJ .. . abgeandert, so spricht das Verhalten der 

idealen Gase und verdunnten Losungen dafiir, daB mit naeh Null 

abnehmendem qJ einem bestimmten (und aus Stabilitatsrucksiehten not- 
wendig) positiven Grenzwerte zustrebt, daB mithin fiir sehr kleine Werte Q a ' 
das Potential p a wesentlich durch einen Ausdruck K a log dargestellt 
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werden kann, worin K a eine positive Funktion von T, p, Q b ',... bedeutet*). 
Die Gesamtmenge von a ist 

wenn nun weder M a nocb p a ', q" negativ sein konnen, so kann bei kleinen 
Werten der ramnlicben Dicbten Q a ', Q a " die Flacbendicbte o a beliebig 
groBe positive, aber nur kleine negative Werte baben. Die Relation (41) 
zeigt nunmebr auf Grand der eben gemacbten Ausfubrungen, daB eine 
geringe Beimengung eines Stoffes die zwiscben zwei Medien bestebende 
Oberflacbenspannnng sebr stark vermindern, aber nicbt sie betracbtlieb 
vermehren kann. Ganz friscb gebildete Oberflacben lassen in der Regel 
eine Anderung der Oberflacbenspannnng nicbt erkennen, insofern die 
Herstellung der statiscben Oberflacbendicbte Zeit beansprucbt**). 

Bringt man auf eine reine Wasseroberflaclie kleine Kampberstiickcben, 
so lost sicb der Xampber an den Berubrnngsstellen mit dem Wasser and 
wird dort die Oberfiacbenspannung berabgesetzt. Die Kampberpartikelcben 
geraten in lebbafte Bewegang dadurcb, daB diese Anderung der Oberflaeben- 
spannung an verscbiedenen Stellen in verschiedenem MaBe geschiebt***). 
Lord Rayleighf) fand, daB die Bewegung des Kampbers erliscbt, wenn 
die Wasseroberflaehe durcb eine Olschicht, gleicbgiiltig welcber Art, soweit 
verunreinigt wird, bis die Spannung eben auf den Betrag sinkt, den sie 
fur Wasser, das mit Kampher gesattigt ist, erlangt, namlicb bis auf 
53 erg/cm 2 , d. i. 72% des Wertes 74 fur reines Wasser. Diesen „Kampber- 
punkt“ bringt bei Olivenol eine Scbicbt von ungefakr 2 x 10“ 7 cm Dicbe 
bervor. Lord Rayleigbyf) bat den EinfluB nocb geringerer Yerun- 
reinigungen des Wassers auf die Oberflacbenspannnng gemessen und fand, 
daB der Abfall der Spannung erst bei einer Olschicht von etwa 1 x 10“ 7 cm 
mebr diskontinuierlicb beginnt und nacb Uberscbreitung des Kampher- 
punktes wieder trager wird. 

Der Ansatz (39) gibt Gibbs insbesondere Gelegenbeit zu mannig- 
fachen Ausfiibrungen tiber das Yerbalten von Fliissigkeitshauten. 

Dieselben Prinzipien bringt Gibbs aucb auf die Trennungsflacben 
einer Fliissigkeit gegen einen festen amorpben oder kristalliniseben Korper 
in Anwendung. Bei Eristallen wiirde die Spannung 6 an den begrenzenden 

*) Gibbs, 1. c. p. 194. 

**) A. Dupre, Theorie mecanique de la cbaleur, Paris 1869, p. 377; Lord Ray¬ 
leigh, Proc. Roy. Soc. 47 (1890)i p. 281 (Sc. papers 3, p. 341). 

***) Van der Mensbrugghe, Mem. couronnes de l’Acad. de Belg. 34 (1869). 
f) Lord Rayleigh-, Phil. Mag. 30 (1890) (Sc. papers 3, p. 383). 

ff) Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 47 (1890), p. 364 (Sc. papers 3, p. 347); 
A. Pock els, Nature 43 (1891), p. 437; 48 (1893), p. 153. 
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Flaehen noch eine Funbtion der Stellung der Flaehen im Kristall sein, 
und die Gestalt sehr bleiner, im Gleichgewicht mit der umgebenden Losung 
stehender Kristalle wilrde wesentlich. dureh die Bedingung bestimmt sein, 
dafi die Summe ^<sF der Oberflachenenergien aller einzelnen Flaehen ein 
Minimum in bezug auf das vorliegende Volumen ist. 

Bei Rueksichtnahme anf die Schwere modifiziert sieh infolge des 
Ansatzes (41) die friihere Bedingung (43) fur die Gestalt der Trennungs- 
flaehe zu den Gleichungen: 

P P = 6 ("h 9® cos (nz ) ? = geo , 


wobei n die nach JB hin gerichtete Normale, -1- + die mittlere Kriim- 

mung nach B hin und co = oo a + a b + ■ ■ ■ die totale Massendichtigkeit an 
der variablen Stelle der Teilungsflache bedeutet. 

Die thermischen Beziehungen, zu denen der Ansatz (41) hinfiihrt, 
waren bereits zuvor Ton W. Thomson*) durch Betrachtung geeigneter 
Kreisprozesse gewonnen worden. Um ein Beispiel zu geben, befinde sich 
eine ebene fitissige Lamelle A in gesattigtem Dampfe JB. Die Teilungs¬ 
flache sei auf jeder Seite der Lamelle derart gelegt, dafi die Oberflachen- 
dichte des einzigen Torhandenen Bestandteiles a Null wird, dann foist 
aus (41): d<5 — — s dT. Wird die Lamelle auseinander gezogen nnd leitet 
man den Yorgang isothermiscb und obne Kondensation, also bei fest- 
bleibendem Gesamtvolumen, so ist far die Einbeit entstandener Flacbe die 
zuzufiihrende Warmemenge 


Q- 


r p~ ___ T _ 

1 1 dT 


da 

d\ogY 


Leitet man dagegen den Yorgang adiabatisch nnd bei konstantem auBeren 
Drnck p f so gehort zu p als Drnck des gesattigten Dampfes eine fest- 
bleibende Yerdampfungstemperatur T, und um diese aufreeht zu erhalten, 
muB sich. fur die Einbeit entstandener Flache eine Menge <5^ Dampf konden- 
sieren, deren Betrag sich dnreb die Bedingung der Warmezufuhr Null: 




ergibt. Dem entspriebt eine Yolumzunabme d'J$ a ' der Fliissigkeit und 
erne Yolumabnabme d'Jg a " des Dampfes und ist danacb zur Erbaltung des 
Druckes von auBen ber fiir die Einbeit entstandener Gberflaebe die Arbeit 





*) w. Thomson, Proc. Boy. Soc. 9 (1858), p. 255 oder Phil. Mag. (4) 17 (1859), 
p.„61; van der Mensbrngghe, Ball, de l’Acad. de Bruxelles 51 (1876), p. 769, 52 
(1876), p. 21; P. Dnhem, Ann. de l’fie. Norm. sap. (3) 2 (1885), p„ 207. 
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zu leisten. Der kier in eckige Klammern gesetzte Ansdruck folgt aus der 
Akkangigkeit zwiscken Temperatur und Druek des gesattigten Dampfes 
als der Differentialquotienfc dT/dp (vgl. Artikel Bryan, Enzyklopadie Y 3, 
Gl. (138)) und es entstekt demnack 

_ do dT do 

^ $ dT dp ~~ d logp 

Das Produkt aus 6 in die y-te Potenz des Molekularvolumens M v 
der Fliissigkeit (d. i. des Yolumens einer Menge M Grammen, wenn M 
das Molekulargewieht bezeiehnet), nennt Ostwald molekulare Oberflachen- 
energie der Fliissigkeit. Der Differentialquotient — d(M 9 * 6)/dT, (man 
konnte ihn molekulare Oberflachenentropie nennen), liegt fur eine groBe 
Reihe von Fliissigkeiten nalie am Werte 2,1 erg/cin 2 grad*). Dieses merk- 
wiirdige, vonEotvos**) und von Ramsay und Shields***) experimented 
festgestellte Gesetz (siehe daraber den Artikel Kamerlingh Qnnes, Enzy¬ 
klopadie Y 10) bietet eine Method© dar, das Molekulargewieht von Fliissig- 
keiten auf Grund von Kapillarkonstanten zu ermitteln. 

Zu denjenigen Kapillaritatserscheinungen, deren Theorie sich auf den 
Gibbsschen Ansatz (41) basieren laBt, gehort endlich die Abhangigkeit 
der Oberfiachenspannung einer fliissigen Metallelektrode gegen einen Elek- 
trolyten von der elektromotorischen Kraft ihrer Polarisation^). 
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XXX. 


Die Grnndgleietagen fur die elektromagnetisclien 
Vorgange in bewegten Korpern. 

(Nacbricbten der K. Gresellscbaft der Wissenschaften zu Gottingen. 

Matbematiscb-physikalische Klasse. 1908. S. 53—111.) 

(Vorgelegt in der Sitzung vom 21. Dezember 1907.) 

Einleitung. 

tJber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fur bewegte Korper 
herrscben zur Zeit noeb Meinungsverscbiedenbeiten. Die Ansatze von 
Hertz*) (1890) muBten verlassen werden, weil sich berausgestellt bat, daB 
sie mit verscbiedenen experimentellen Ergebnissen in Widersprucb geraten. 

1895 pub lizi erte H. A. Lorentz**) seine Tbeorie der optiscben und 
elektriscben Erscbeinungen in bewegten Korpern, die, auf atomistischer 
Vorstellung von der Elektrizitat fuBend, durcb ibre groBen Erfolge die 
kubnen Hypotbesen, von denen sie getragen und durcbsetzt wird, zu 
reebtfertigen sebeint. Die Lorentzscbe Tbeorie***) gebt aus von gewissen 
ursprunglicben Gleicbungen, die an jedem Punkte des „Atbers“ gelten 
sollen, und gelangt daraus durcb Mittelwertsbildungen fiber „pbysikaliscb 
unendlicb kleine“ Bereicbe, die scbon zablreicbe „Elektronen“ enthalten, 
zu den Gleicbungen ffir die Vorgange in ponderablen Korpern. 

Insbesondere gibt sicb die Lorentzscbe Tbeorie Recbenscbaft von der 
Nicbtexistenz einer Relativbewegung der Erde gegen den Licbtatber; sie 
bringt diese Tatsacbe in Zusamxnenbang mit einer Kovarianz jener ur- 
sprfinglichen Gleicbungen bei gewissen gleicbzeitigen Transformationen der 
Raum- und Zeitparameter, die von H. Po incar ef) den Namen Lorentz- 
Transformationen erbalten baben. Efir jene ursprunglicben Gleicbungen 
ist die Kovarianz bei den Lorentz-Transformationen eine rein mathe- 
matiscbe Tatsacbe, die icb das Theorem der Relativitat nennen will; dieses 
Theorem berubt wesentlicb auf der Gestalt der Differentialgleicbung fur 
die Fortpflanzung von Wellen mit Licbtgescbwindigkeit. 

*) tJber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fur bewegte Korper. Wiedemanns 
Annalen, Bd. 41, S. 369, 1890 (auck in: G-esammelte Werke, Bd. I, S. 256, Leipzig 1892). 

**) Yersueb einer Tbeorie der elektrischen und optiscben Erscbeinungen in be¬ 
wegten Korpern, Leiden 1895. 

***) Vgl. Enzyklopadie der mathematiscben Wissenschaften, V 2, Art. 14. Weiter- 
bildung der Maxwellscben Tbeorie. Elektronentbeorie. 

f) Kendiconti del Circolo Matematieo di Palermo, T. 5X1 (1906), p. 129. 
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Nun bann man, ohne noch zu bestimmten Hypothesen fiber den Zu- 
sammenhang von Elektrizitat und Materie sich zu bebennen, erwarten 
jenes mathematisch evidente Theorem werde seine Konsequenzen so weit 
erstrecken, daB dadurch aucb die nocb niebt erkannten Gesetze in bezug 
auf ponderable Korper irgendwie eine Kovarianz bei den Lorentz-Trans- 
formationen iibernehmen werden. Man auBert damit mehr eine Zuversicht 
als bereits eine fertige Einsicht, und diese Zuversicht will icb das Postu - 
lat der Pidativitat nennen. Die Sacblage ist erst ungefahr eine solcbe 
als wenn man die Erhaltung der Energie postuliert in Fallen, wo die 
auftretenden Formen der Energie nocb nicht erkannt sind. 

Gelangt man bernacb dazu, die erwartete Kovarianz als einen be¬ 
stimmten Zusammenhang zwiscben lauter beobacbtbaren GroBen bei be- 
wegten Korpern zu bebaupten, so mag alsdann dieser bestimmte Zusammen¬ 
hang das Prinzip der Relativitdt heifien. 

Diese Unterscbeidungen scbeinen mir niitzlich, urn den gegen- 
wartigen Stand der Elebtrodynamik bewegter Korper cbarakterisieren zu 
konnen. 

H. A. Lorentz bat das Relativitatstheorem gefunden und das Rela- 
tivitatspostulat geschaffen, als eine Hypotbese, daB Elektronen und Materie 
infolge von Bewegung Kontraktionen nacb einem gewissen Gesetze er- 
fahren. 

A. Einstein*) hat es bisher am scharfsten zmn Ausdruck gebracbt, 
daB dieses Postulat nicht eine kiinstliche Hypotbese ist, sondern vielmehr 
eine durch die Erscheinungen sich aufzwingende neuartige Auffassung des 
Zeitbegriffs. 

Das Prinzip der Relativitat jedoch in dem von mir gekennzeichneten 
Sinne ist fur die Elebtrodynamik bewegter Korper bisher noch gar nicht 
formuliert worden. In der gegenwartigen Abhandlung erhalte ich, indem 
ich dieses Prinzip formuliere, die Grundgleichimgen fur bewegie Korper in 
einer durch dieses Prinzip vollig eindeutig bestimmten Fassung. Ddbei wird 
sich zeigen , dafi keine der bisher fur diese Gleiclnmgen angenommenen 
Formen sich diesem Prinzipe genau filgt. 

Man sollte vor allem erwarten, daB die von Lorentz angenommenen 
Grundgleichungen fur bewegte Korper dem Relativitatspostulate ent- 
sprachen. Es zeigt sich indes, daB dieses nicht der Fall ist fur die all- 
gemeinen Gleicbungen, die Lorentz fiir beliebige, aucb magnetisierte 
Korper hat, daB es aber allerdings approximate (unter Vernaehlassigung 
der Quadrate der Geschwindigkeiten der Materie gegen das Quadrat der 
Lichtgescbwindigkeit) der Fall ist fiir diejenigen Gleicbungen, die Lorentz 

*) Annalen der Physik, Bd. 17, S. 891, 1905. 

Minkowski, G-esammelte Akkandlimgen. II. 
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bernacb fur nicbtmagnetisierte Korper erscblieBt; es kommt aber diese 
spatere Anpassung an das Relativitatspostulat wieder nur dadurcb zu- 
stande, daB die Bedingung des Nicbtmagneigsiertseins ibrerseits in einer 
dem Relativitatspostulate niebt ©ntsprecbenden Weise angesetzt wird, also 
durcb eine zufallige Kompensation zweier Widerspriicbe gegen das Rela- 
tivitatspostulai Indessen bedeutet diese Feststellung keinerlei Einwand 
gegen die molekulartbeoretiscben Hypotbesen yon Lorentz, sondern es 
wird nur klar, daB die Annabme der Kontraktion der Elektronen bei Be- 
wegung in der Lorentzscben Tbeorie scbon an einer friiberen Stelle, als 
dieses durcb Lorentz gescbiebt, eingefiibrt werden miiBte. 

In einem Anbange gebe icb nocb auf die Stellung der klassischen 
Mecbanik zum Relativitatspostulate ein. Eine leicbt vorzunebmende An¬ 
passung der Mecbanik an das Relativitatspostulat wiirde fur die beobackt- 
baren Erscbeinungen kaum merklicbe Differenzen ergeben, wiirde aber zu 
einem sebr iiberrascbenden Erfolge fiihren: Mit der VoransteUung des 
Belatimtdtspostulates schafft man sich genau das Mnreichende Mittel , urn 
hernach die vollstandigen Gesetze der Mechanik allein aus dem Satze von 
der Erhaltimg der Energie (und Aussagen iiber die Formen der Energie) 
m entnehmen . 

§ 1 - 

Bezeichnungeii. 

Ein Bezugsystem x : y, z, t recbtwinkliger Koordinaten im Raume und 
der Zeit sei gegeben. Die Zeiteinbeit soil in solcber Beziebung zur 
Langene inb eit gewablt sein, daB die Licbtgescbwindigkeit ini leeren 
Raume 1 ist. 

Obwobl icb an sicb vorzieben wiirde, die von Lorentz gebraucbten 
Bezeicbnungen niebt zu andern, sebeint es mir docb wiebtig, gewisse Zu- 
sammengeborigkeiten durcb eine andere Wabl der Zeicben yon yornberein 
bervortreten zu lassen. Icb werde den Yektor 

der eleMrischen Kraft @, der magnetischen Erregung SR, der eleldrischen 

Erregung e, der magnetischen Kraft m 
nennen, so daB also ©, 2R, e, m an die Stelle yon @, 93, 35, § bei Lorentz 
treten sollen. 

Icb werde mieb ferner des Gebraucbs komplexer GroBen in einer 
Weise, wie dies bisber in pbysikaliscben Untersucbungen nocb niebt iib- 
licb war, bedienen, namentlieb statt mit t mit der Verbindung it ope- 
rieren, wobei i die imaginare Einbeit ]/— 1 bedeute. Andererseits werden 
ganz wesentliebe Umstande in Eyidenz treten, indem icb eine Scbreibweise 
mit Indizes benutzen werde, namlicb oft an Stelle yon 
y, z, it 


•& 17 *^3 
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setzen und liierauf einen allgemeinen Gebrauck der Indizes 1 3, 4 

griinden werde. Dabei wird es sick, wie ich ausdriicHick keryorhebe 
stets nur um eine iibersichtlichere Zuscimmenfassung rein reetter Bemehungen 
kandeln, und der tJbergang zu reellen Gleickungen wird sicb iiberall so- 
fort yollzieken lassen, indem yon den Zeicken mit Indizes solcke mit 
einem Index 4 stets rein imaginare Werte, solcke mit Jceinem Index 4 oder 
mit mei Indizes 4 stets reelle Werte bedenten werden. 

Ein einzelnes Wertsystem x, y , e 9 t bzw. x 19 x 89 ^ soli ein Baum- 

ZeitpunM keifien. 

Ferner bezeickne to den Yektor Gesclmindigheit der Materie , a die 
Bielektrizitatslmistante, g die magnetische Penneabilitdt, 6 die Leitfahigkeit 
der Materie, samtlich als Funktionen von x } y, 0 , t (oder x 19 x 29 x 29 
gedackt, weiter q die eleUrische Raumdichte 7 § einen Yektor „elektriscker 
Strom", zn dessen Definition wir erst in der Folge (in § 7 nnd 8) kommen 
werden. 


Erster Teil. 

BetraeMung des Grenzfalles Ather. 

§ 2. 

Die Drundgleichimgen fiir den Atker. 

Die Lorentzscke Tkeorie fiikrt die Gesetze der Elektrodynamik der 
ponderablen Korper dnrch atomistiscke Yorstellungen yon der Elektrizitat 
znriick anf einfackere Gesetze; an diese einfackeren Gesetze kniipfen wir 
kier ebenfalls an, indem wir fordern, da8 sie den Grenzfall a = 1, g = 1, 
a = 0 der Gesetze fiir ponderable Korper bilden sollen. In diesem idealen 
Grenzfalle a = 1 ; g — 1, 0 = 0 soil © = e, 3D? = lit sein und sollen an 
jedem Raum-Zeitpunkte x, y 7 z 9 t die Gleicknngen besteken: 


curl m — 


dt 


curl e -f 


dt 
diy e 
dm 


(i) 

(H) 

(HI) 

(IV) div nt = 0. 

Ich. will ntm schreiben x 1 , x s , x. A , * 4 fur x, y, s, it (i «=y~ 1), weiter 


dt 


PW; 

Q, 

0, 


fur 


QK, iQ, 


23 



356 


Zur Physik. 


d. s. die Komponenten des Konvektionsstromes und die mit i mul- 
tiplizierte Raumdicbte der Elektrizitat, ferner 

/23J /si ’ fu> fu? fsi 

fur 

tR,f ™ y , ~ l *y> — 

d. s. die Komponenten von m bzw. — it nach den Acbsen, endlich noch 
allg emein bei zwei der Reibe 1, 2, 3, 4 entnommenen Indizes h, h 

fkh = fhkJ 

also 

f$z — fm ft 3 ~ / 31 > / 21 = ftSJ 
f === /l4? /*42 /*24> /4S /s4 

festsetzen. 

Alsdann scbreiben sieb die drei in (I) zusammengefaBten Grleichungen 
und die mit i multiplizierte Gleicbung (II): 

M* , M» 4 JJk- n 

dx„ + ex.: ^ dx, ~ 


0/in 1 Maa 
2x, 8a: 2 

Mi mMi4_Mi 

'* &e» ' a,v ’ 


+ = 4*3, 


Andererseits verwandeln sieb die drei in (III) zusammengefaBten 
Grleicbungen, mit —i multipliziert, und die Gleicbung (IV), mit — 1 
multipliziert, in 


Mi 4 . Mi j_ Mi = 0 

dx„ ' dx s dx 4 ’ 

1 ^/l 4 1 ^/~ 3 l _ A 

+ dx s + 


^ / 82 1 ^/lS l ^/Sl A 

' dx & 

Man bemerkt bei dieser Schreibweise sofort die vollkommene Syni~ 
tnetrie des ersten wie des zweiten dieser Grleicbungssysteme in bemg auf 
die Permutationen der Indizes 1 ; 2 7 3 ; 4. 


Das Theorem der Relatiritat yon Lorentz. 

Die Scbreibweise der Grleicbungen (I)—(IV) in der. Symbolik des 
Vektorkalkiils dieni bekanntermafien dazu, eine Invariant (oder besser 
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Kovarianz) des Gleicbungssystems (A) wie des Gleichungssystems (B) bei 
einer Drebung des Koordinatensystems um den Nullpunkt in Evidenz zu 
setzen. Nebmen wir z. B. eine Drebung um die ^-Acbse um einen festen 
Winkel cp vor unter Festbaltung der Vektoren e, m, to im Raume, fubren 
also anstatt x 1 , x 2 , x 3 , x± neue Yariablen xf, x 2 , x 3 ', x t ' ein durch 

%'== *1 cos cp + x 2 sin cp, x 2 = — x 1 sin cp + x 2 cos <p, x s '= x s , x.’= x 4 . 
dazu neue GroBen p t ' } q 2 , q 3 , p 4 ' durcb 

Pi'= Qi cos cp + p 2 sin <p, p 2 '= — o 1 sin <p + p, cos cp, p„'= ?3) p 4 '= Qi> 
neue GroBen fw * ‘ m 9 f 34 durch 

ft >3 = 4s cos <p + f Bl sin cp, f', = - f n sin cp + f n cos cp, f[ n _ = f v2 , 
fu = fn cos cp + f 2i sin cp, f 2i = - f u sin cp + f u cos cp, f’, = 4, 

fkh~ fhk (]>, ft — 1 , 2 , 3 , 4 ), 

so wird notwendig aus (A) das genau entsprecbende System (A'), aus 
(B) das genau entsprecbende System (B') zwiscben den neuen, mit Stricben 
versebenen GroBen folgen. 

Nun lafit sich auf Grund der Symmetric des Systems (A) tele des 
Systems (B) in den Indices 1, 2, 3, 4 sofort ohne jede Rechnung das von 
Lorents gefundene Theorem der Relativitdt entnehmen. 

Icb will unter iip eine rein imaginare GroBe versteben und die Sub¬ 
stitution 


(1) x 1 '=x 1 , x 2 =x 2 , x 2 = x 3 cos ii\> + £ 4 sin icp, x/= — x 3 sin iip + sr. cos i 
betraebten. Mittels 

(2) - = <l> * - t lo S nat T-l 

wird 

cos iib = —~ x =—, sin irt ■■ ,-JJL _ 

1/1 —s 3 ; V 1-r 

wobei — 1 < q < 1 ausfallt und ]/1 ~ q 3 mit dem positiven Yorzeichen 
zu nehmen ist. Schreiben wir noch 


(3) ■ x, x 2 '= y', x 3 '= s’, xl= it', 

so nimmt daher die Substitution (1) die Grestalt 


( 4 ) 


y 


y, /== 


s — qt 


✓ _ — qz + i 

V 


mit lauter reellen Koeffi&ienten an. 

Ersetzen wir nun in den oben bei der Drebung um die #-Achse ge- 
nannten Grleichungen uberall 1, 2, 3, 4 durch 3, 4, 1, 2, und gleichzeitig cp 
durch iijj : so erkennen wir, dafi wenn gleichzeitig mit dieser Substitution 
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( 1 ) neue GroBen q^, q 2 ', g a ', o 4 ' durch 

? 2 ,= ? 2 ; Qs'= ?3 cos ii> + ?4 sin irp, *>/= — Q & sini>+ 9jt cos?>, 
neue GroBen f 3 ' 4 durcla 

/41 = /u cos + /is sin ^ /is = — Ai sin ^ + /is C0S / 3 4 = /k> 

/*32 = /is cos sin if, f; 2 = - /s 2 sin + ^2 cos if, f'^ = /* 12; 

/i-A ^ “ /m (7b ^ ^ 2 ; 3, 4) 

eingefiihrt werden, alsdann ebenfalls das System (A) in das genau ent- 
sprecltende System (A'), das System (B) in das genau entsprecbende 
System (B') zwisehen den neuen, mit Striehen versehenen GroBen tiber- 
geben wird. 

Alle dies© Gleiebungen lassen sich sofort in rein reelle Gestalt um- 
schreiben und man kann das letzte Ergebnis so formulieren: 

Wird die reelle Transformation (4) yorgenommen und werden ber- 
nach x r , ij, 2 , f als ein Bezugsystem far Baum und Zeit angesprocben, 
werden zugleich 


(5) 

ferner 

( 6 ) 

nnd 

0) 





Zx’ = 


1/1 -<f" 




— + m y 


ey = e* 


m*' = 


™ x + q.e p 


(L in x + 


]/l 


=£, m z * 




eingefubrt*), so kommen hernach fur die Vektoren to', t, m' mit den 
Komponenten ft i x ‘, to/, toy; ey, e/, ey; nty, nt/, nty in dem neuen Koor- 
dinatensystem x, y, 2 und dazu die GroBe p' genau die zu (I) — (IY) 
analogen Gleicbnngen (T) — (IV') zustande ? und zwar gebt fur sicb das 
System (I), (II) in (T), (II') ; das System (IH), (IV) in (III'); (IV') fiber. 

Wir bemerken, daB bier i x — qm y , t y + qv& x , t z die Komponenten des 
Vektors e + [d tit] sind, wenn d einen Vektor in Richtung der positiyen 
#-Acbse vom Betrage |dj = q und [dm] das yektorielle Produkt der Vek¬ 
toren d und m bedeutet. Analog sind dann m x + qt y , X& y — qt x , m z die 
Komponenten des Vektors m — [be]. 

Die Gleiebungen ( 6 ) und (7), wie sie paarweise unter einander steben, 
konnen durcb eine andere Verwendung imaginarer GroBen in 


*) Die Gleiebungen (5) steben hier in anderer Folge, die Gleiebungen (6) und 
(7) aber in der namliehen Folge wie die zuvor genannten Gleiebungen, die auf sie 
binauskommen. 
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& + — ( e -r + itox) cos + (c y + iuty) sin 

“l - iniy* — (^x "f* ix&x) sin iip - f- ( t y -f- itttj,) cos iib f 

cy + im* = e 5 4- im* 

zusammengefaBt werden, und wir merken nocb an, daB, wenn 9 irgend- 

einen reellen Winkel bedeutet, aus diesen letzten Bezieliungen ferner die 
Kombinationen 

( 8 ) (e^ + ixa*) cos cp + (t' y r + im' y >) sin 9 

= (t x + im x ) cos (9 + itp) + (c y + im y ) sin (9 + 

(9) — (e^ + imi) sin 9 + (e^ + inv) cos 9 

= — (e* + in tj sin (9 + i^) + (e y + int y ) cos (9 + 
heryorgehen. 


§ 4 . 

Spezielle Lorentz-Transformationen, 

Die Rolle, welche die ^-Ricbtung in der Transformation ( 4 ) spielt, 
kann leicbt auf eine beliebige Ricbtung iibertragen werden, indem sowohl 
das Acbsensystem der x 7 y, z wie das der x, y\ d 9 jedes einer und der 
namlicben Drebung in bezug auf sich nnterworfen wird. Wir kommen 
damit zu einem allgemeineren Satze. 

Es sei t) mit den Komponenten X) xy \) y , X s ein gegebener Yektor mit 
einem solcben you Null yerschiedenen Betrage |b| = q, der Ideiner dls 1 
istj yon irgendeiner Ricbtung. Wir versteben allgemein unter b eine 
beliebige auf t> senkrecbte Ricbtung und bezeicbnen ferner die Kompo- 
nente eines Yektors X nach der Ricbtung t) oder einer Ricbtung b mit 
t D bzw. 

Anstatt x, y, z, t sollen nun neue GrroBen x, y, t r in folgender 
Weise eingefiibrt werden. Wird kurz t fur den Yektor mit den Kompo¬ 
nenten x, y, z im ersten, ferner r' fiir den Yektor mit den Komponenten 
x\ y'j z im zweiten Bezugsystem gescbrieben, so soli sein fur die Rich- 
tung von b: 

a V^¥’ 

fur jede auf b senJcrechte Richtung 5: 

(11) tp = T*, 

und ferner: 

—■ qx^ -f" ^ 
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Die Bezeiclmnngen t£ und hier sind in dem Sinne zu verstehen 
daB der Riehtung t> und jeder zu to senkreehten Riehtung 5 in z 

immer die Riehtung mit den namlichen Richtungskosinus in x\ y / zu- 
geordnet wird. 

Eine Transformation, wie sie durch (10), (11) ; (12) mit der Bedin- 
gung 0 < q < 1 dargestellt wird, will ich eine spezielle Lorent#-Trans¬ 
formation nennen, und soil t> der Vektor , die Riehtung yon t) die Achse, 
der Betrag yon to das Moment dieser speziellen Lorentz-Transformation 
heiBen. 

Worden zveiter und die Vektoren to', e', tn' in x' : y\ z dctdurch 
defmiert, da/3 


(13) 


/ 

Q 


q(— ato B + i) 
V'l-a* 


(14) 
ferner*) 

(15) 


p'ttv 




yi- 


■ , p tDy plttp ; 


/ r , . r, (e + im — i[»,e + m])g- 

<'+*> vr^ 

(e' + ini')# = (e + im — i [t> ? e -f im])# 


ist, so folgt der Satis, da/3 das Gleichungssystem (I), (II) and (III), (IV) 
jedesmal in das genau entsprechende System zivischen den mit Stricken ver- 
sehenen G-r often iibergeht. 

Die Auflosung der Gleiclmngen (10), (11), (12) fiihrt auf: 


(16) 




3 + gt ' t _ r ' 

vr=?> D 07 


# T b + t' 


Wir scklieBen nun eine in der Folge sehr wichtige Bemerkung liber 
die Beziehung der Vektoren in und itf an. Es radge wieder die sebon 
mehrfach gehrauchte Bezeielmung mit den Indizes 1, 2, 3, 4 herangezogen 
werden, so daB wir xf } x 2 ', x s ', xf fur x\ y, /, it' und p/, gf 

fiir Q'tDx 1 , p'tVy>, q'VOs’, iQ r setzen. Wie eine Drekung um die #~Achse, so 
ist offenbar auch die Transformation (4) und allgemeiner die Transfor¬ 
mation (10), (11), (12) eine solche lineare Transformation yon der Deter¬ 
minants + 1, wodureh 


(17) 

in 

iibergeht 


xf +■ x 2 2 + + Xjf, d. i. x 2 + y 2 + z 2 — t 2 

# 1 2 + + # 4 ' 2 , d. i. x' 2 -f- y 2 + z 2 — t' 2 


*) Die runden Edammern sollen nur die Ausdriieke znsa mm enfassen, welcbe der 
Index betrifft, und [to, e-j-tnt] soli das vektorielle Pxodukt von to und e-f-tnt be- 
deuten. 
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Es wird daher auf Grand der Ausdriicke (13), (14) a ueh 

• - (?r 2 + ft* + fc* + <»4 2 ) - e 3 (1 - »„* - to/ - to/) - 9 »(1 - *>) 

in p' 3 (l — to' 2 ) iibergeben, oder mit andern Worten 

(18) 9 VT=&, 

wobei die Quadratwurzel positiv genommen sei, eine Inuaricmte bei Lo- 
rentz-Transformationen sein. 

Indem wir p 1? q 2 , q 3 , p 4 durcb diese Grofie dividieren, entstehen die 
4 Werte 


to.. 




yi — tr 3 


w 9 = 


yr 


w» 


• nr 


zwischen welcben die Beziehnng 


to, i 

V 1 — to- ; u * yl—tu* ’ 


( 19 ) ivy + w 2 + iv y + wy = — 1 

bestebt. Offenbar sind diese 4 Werte eindeutig dnrcb den Yektor to 
bestimmt, nnd nmgekebrt folgt aus irgend 4 Werten w u ic 2 , w 3y 
wobei w 17 tv 2} w 3 reell, — iw± reell und positiy ist und die Bedingung (19) 
stattbat, riickwarts gemaB diesen Grleicbungen eindeutig ein Vektor to 
von einem Betrage < 1. 

Die Bedeutung von w 17 iv 2 , w z , bier ist, daB sie die Verhaltnisse 
von dx 17 dx 2? dx 3 , dx± zu 


(20) ]/— (,dx* + dxf + ix s * + dx}) = dt ]/l — m 3 

fur die im Raum-Zeitpunkte x x , x>, x.., x i befindlicbe Materie beim tjber- 
gang zu zeitlicb benacbbarten Zustanden derselben Stelle der Ma terie 
sind. Nun iibertragen sich die Gleicbungen ( 10 ), ( 11 ), ( 12 ) sofort auf 
die zusammengeborigen Differentiate dx, dy, is, dt und dx, dy , ds, dt' 
und insbesondere wird daber fiir sie 


- {dx* + dx* + dx* + dx*) = - (dx x '* + dx,'* + dx 3 ' 2 + dx x *) 

sein. Nacb Ausfubrung der Lorentz-Transformation ist im neuen Bezug- 
system als Geschwindigkeit der Materie im namlichen Raum-Zeitpunkte 

x \ V'} s '> f der Yektor to' mit den Yerbaltnissen ~r, ^ als Eom- 

at 7 at 7 at 

ponenten anszulegen. 

Nunmebr ist ersicbtlicb, daB das Wertsystem 


x x = Wi, x 2 = w 2 , x 3 ==^ 3 , # 4 = w 4 

vermoge der Lorentz-Transformation (10) ; (11), (12) eben in dasjenige 
neue Wertsystem 

: , X 2 — ~~~ ^^3 j ^k. s== IV jl 
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iibergeht, das fur die Geschwindigkeit to' nach der Transformation genau 
die Bedeutung hat wie das erstere Wertsystem fur die Geschwindigkeit 
vor der Transformation. 

1 st insbesondere der Vektor 0 der speziellen Lorentz-Transformation 
o-leich dem Geschwindigkeitsvektor to der Materie im Raum-Zeitpunkte 
x X! x s , x 3 , so folgt aus ( 10 ), ( 11 ), ( 12 ): 

w-l = 0, w 2 ' = 0 , %o 3 = 0, = i. 

Unter diesen Umstanden erhalt also der betreffende Raum-Zeitpunkt nach 
der Transformation die Geschwindigkeit to' = 0, er wird, wie wir uns aus- 
driicken konnen, auf Buhe transformiert. Wir konnen danach die In- 
variante p]/l — to 2 passend als Buh-Dichte der Elektrizitat bezeichnen. 

§ 5- 

Kaum-Zeit-Vektoren I ter uud II ter Art. 

Indem wir das Hauptergebnis beziiglich der speziellen Lorentz-Trans- 
formationen mit der Tatsache zusammennehmen, daB das System (A) wie 
das System (B) jedenfalls bei einer Drehung des raumlichen Bezugsystems 
urn den Nullpunkt kovariant ist, erhalten wir das allgemeine Theorem der 
Belativitat. Um es leicht verstandlich zu formulieren, diirfte es zweck- 
maBig sein, zuvor eine Reihe von abkiirzenden Ausdrucken festzulegen, 
wahrend ich andererseits daran festhalten will, komplexe GroBen zu ver- 
wenden, um bestimmte Symmetrien in Evidenz zu setzen. 

Eine lineare homogene Transformation 

+ ^12^2 ~b CCy 3 X 3 “b ^ 14^4 > 

= Ci^X^ -p fgo X.j -f- CC% 3 X 3 -j- ^'24, 

(•" 1 ) r , / , r , , 

^ = « 31^1 + %>^2 + « 33^3 + 

~T~ ^42*^2 ^43^3 “f" ^ 44^4 

you der Determinate + 1, in welcher alle Koeffizienten ohne einen In¬ 
dex 4 reell, dagegen cc U} cc Uj a u sowie a^ a 42 , cc^ rein imaginar (ey. 
Null), endlich cc u wieder reell und speziell > 0 ist nnd durch welche 

^ + ^ + ^2 ^ ^'2 + x p + + 

tibergeht, will icli allgeraem eine Lorentz-Transformation nennen. 

Wird 

5=3 y =s= y f ss== & , x^_ === it 

gesetzt, so entsteht daraus sofort eine homogene lineare Transformation 
von x } y } z, t in x' } y\ z\ t r mit lauter reellen Koeffizienten, wobei das 
Aggregat 

- a ; 2 - y* - g* + f in - x’* - y' 3 - g' 1 + t'* 
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iibergeht und einem jeden solchen Wertesystem x, y, z, t mit positivem t, 
wofur dieses Aggregat > 0 ausfallt, stets auch ein positives f entspricht; 
letzteres ist aus der Kontinuitat des Aggregats in x, y, z, t leieht er- 
sichtlich. 

Die letzte Vertikalreihe des Koeffizientensystems von ( 21 ) bat die 
Bedingung 

(22) «x 2 4 + < + < + < = 1 

zvl erfiillen. 

Sind a u = 0 , a 24 = 0 ; a 34 = 0 , so ist = 1 und die Lorentz-Trans¬ 
formation reduziert sich auf eine bloBe Drehung des raumlichen Koordi- 
natensystems um den Nullpunkt. 

Sind a u , a 24y cc B4 nicht samtlich Null und setzt man 

: <*24 : ^34 : <*44 8=5 ** * ' t), : i, 

so folgt aus (22) der Betrag 

q = "jAy* -f- t) y ‘ 2 + < 1. 

Andererseits kann man zu jedem Wertesystem a u , a u , cc u , cc u , das in 
dieser Weise mit reellen \) s die Bedingung (22) erfullt, die spezieUe 

Lorentz-Transformation (16) mit a u , cc u , cc 34 , cc u als letzter Vertikalreihe 
konstruieren und jede Lorentz-Transformation mit der namlichen letzten 
Vertikalreihe der Koeffizienten kann alsdann zusammengesetzt werden aus 
dieser speziellen Lorentz-Transformation und einer sich daran anschlieBen- 
den Drehung des raumlichen Koordinatensystems um den Nullpunkt. 

Die Gesamtheit aller Lorentz-Transformationen bildet eine Gruppe. 
Unter einem Raum-Zeit-Veletor I. Art soli verstanden werden ein be- 
liebiges System von vier GroBen q u q 4 mit der Vorschrift, bei 

jeder Lorentz-Transformation ( 21 ) es durch dasjenige System q 2 , q b ', p 4 ' 
zu ersetzen, das aus (21) fur die Werte x± } x 27 x 3 , x[ hervorgeht, wenn 
fiir x 1? x 2 , x s? x 4 die Werte q 1: q 2j p 8? p 4 genommen werden. 

Verwenden wir neben dem yariablen Raum-Zeit-Vektor I. Art 
x x , x 2 , x 3 , x 4 einen zweiten solchen variablen Raum-Zeit-Vektor I. Art 
u 1} u 2y u 3y u 4 und fassen die bilineare Verbindung 

(23) ^ Ub ~~ X ‘ s + ^ 31 U± “ Xl + ^ ~ ^ 

"1“ /l4 (^1^4 ^4^l) ~t~ /*24 (^2 ^4 ^4^2) “1“ /A 0^8 ^4 ^4^3) 

mit sechs Koeffizienten f 23) .. .,f u auf. Wir bemerken, daB diese einer- 
seits sich in vektorieller Schreibweise aus den vier Vektoren 
Xu x 2} x B ] u 17 u 2y u 3 ^ f 23y f 31J f 12y f 14y f 24? f 34 

und den Konstanten x 4 und u 4 aufbauen lafit, andererseits symmetrisch 
in den Indizes 1 , 2 ; 3 ; 4 ist. Indem wir x l7 x 2 , x s , x 4 und u u u 2 , u 3} u 4 
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(24) 


gleichzeitig gemafi der Lorentz-Transformation (21) substituieren, geht 
(23) in eine Verbindung 

/*23 (%2 % ^2 ) 4 “ f 31 0^3 ^3 ) 4 ~ /*12 0*1 ^2 ^2 ^1 ) 

4“ /14 0*1 ^4 ^4 % ) 4“ /s4 0*^2 ^4 ^4 ^2 ) 4“ /*84 0^3 ^4 *^4 % ) 

mit gewissen allein von den sects GroBen f 2B , . . .,/^ und den sechzehn 
Koeffizienten cc 11? cc 12? ...,cc u abhangenden sechs Koeffizienten f' s , iiber. 

Einen Raum-Zeit-Vektor II. Art definieren wir als ein System von 
sechs GroBen /* 23 , f B1 , f n , f U} / 24 , f 3 4 mit <* er Vorschrift, es bei jeder Lorentz- 
Transformation durch dasjenige neue System fii> fan fi 2 > fu> f'w fu zu er- 
setzen, das dem eben erorterten Znsammenhange der Form (23) mit der 
Form (24) entspricht. 

Das aUgemeine Theorem der Relativitat betreffend die Gleichungen 
(I)—(IV), die „Grundgleichungen fur den Ather“, spreche ich nunmehr 
folgendermaBen aus. 

Werden x, y } z, it (Raumkoordinaten und Zeit x t) einer beliebigen 
Lorentz - Transformation unterworfen und gleichzeitig Qto x7 ptt^, pit) 2 , ig 
(Konvektionsstrom und Ladungsdichte xi) als Raum-Zeit-Vektor L Art, 
ferner m x , m , vx s , — it x , — it , — it z (magnetische Kraft und elektrische 


Erregung x — i) als Raum-Zeit-Vektor II. Art transformiert, so geht das 
System der Gleichungen (I), (II) und das System der Gleichungen (III), (IV) 
je in das System der entsprechend lautenden Beziehungen zivischen den ent- 
sprechenden nm eingefulirten Grofien iiber. 

Kurzer mag diese Tatsache auch mit den Worten angedeutet werden: 
Das System der Gleichungen (I), (II) wie das System der Gleichungen 
(III), (IV) ist kovariant bei jeder Lorentz-Transformation, wobei pit), iq 
als Raum-Zeit-Vektor I. Art, m, — it als Raum-Zeit-Vektor II. Art zn 
transformieren ist. Oder noch pragnanter: 

pit), iq ist ein Raum-Zeit-Vektor I. Art, m, — it ist ein Raum-Zeit- 
Vektor II. Art — 


Ich fiige noch einige Bemerkungen hier an, um die Vorstellung ernes 
Raum-Zeit-Vektors II. Art zu erleichtern. Invarianten fur einen solchen 
Vektor m, — it bei der Gruppe der Lorentz -Transformationen sind offenbar 

(25) m s - e 2 = f£ B + f& + /)! + f& + fl + fl, 

me = *(f 23 / 14 + 4“ /12/34)* 

Ein Raum-Zeit-Vektor II. Art m, — it , (wobei nt und e reelle Raum- 
Vektoren sind), mag singular heiBen, wenn das skalare Quadrat (m — ie ) 2 = G, 
d. h. m 3 —e 2 = 0 und zugleich (me) = G ist, d. h. die Vektoren m und e 
gleichen Retrag liaben und zudem senkrecht aufeinander steJien . Wenn 
solches der Fail ist, bleiben diese zwei Eigenschaften fur den Raum-Zeit- 
Vektor II. Art bei jeder Lorentz-Transformation erhaltem 



Grundgleiehungen fur die elektromagnetiacheu Vorgange. 


365 

1st der Ranm-Zeit-Vektor II. Art m, - it nicht singular, so drehen 
wir zunachst das raumliche Koordinatensystem so, daB das Yektorprodukt 
[me] in die 2-Achse fallt, daB m, = 0, e 5 = 0 ist. Dana ist 

“ K? + (m, - it y f + 0, 

also versckieden voa ± • and wir konnea daher eia komplexes 

Argument q> + if derart bestimmen, daB 


tg (<p + if) 


e x + im x 


ist. Alsdann wird mit Riicksicht auf die Gleichung (9) durch die zu f 
gehorige Transformation (1) und eine naehherige Drehung mn die ^-Ackse 
durch den Winkel cp eine Lorentz-Transformation bewirkt, nach der auch 
nock m y — 0, z y = 0 werden, also nunmehr m und e beide in die neue 
#-Linie fallen; dabei sind durch die Inyarianten m 2 — e 2 und (me) die 
schlieBlicken GroBen dieser Yektoren und ob sie yon gleicher oder ent- 
gegengesetzter Richtung werden oder einer Null wird, yon yornherein fixiert. 


§ 6 . 


Begriff der Zeit. 


Durch die Lorentz-Transformationen werden gewisse Abanderungen 
des Zeitparameters zugelassen. Infolgedessen ist es nicht mehr statthaft, 
yon der Qleichzeitigkeit zweier Ereignisse an sich zu sprechen. Die Ver- 
wendung dieses Begriffs setzt yielmehr yoraus, daB die Freiheit der 6 
Parameter, die zur Angabe eines Bezugsjstems fur Raum und Zeit offen 
steht, bereits in gewisser Weise auf eine Freiheit yon nur 3 Parametern 
eingeschrankt ist. Nur weil wir gewohnt sind, diese Einschrankung stark 
approximate eindeutig zu treffen, halten wir den Begriff der Gleichzeitig- 
keit zweier Ereignisse als an sich existierend *) In Wahrheit aber sollen 
folgende IJmstande zutreffen. 

Ein Bezugsystem x 7 y , & , t fur Raum-Zeitpunkte (Ereignisse) sei 
irgendwie bekannt. Wird ein Raumpunkt A(x Q , y 0} 0 O ) zur Zeit = 0 
mit einem anderen Raumpunkte P(x,y , 0 ) zu einer anderen Zeit i yer- 
glichen und ist die Zeitdifferenz t — t 0 (es sei etwa t>t 0 ) Jdeiner als die 


Lange AP, d. i. die Zeit, die das Licht zur Fortpflanzung yon A nach P 
braucht, und ist q der Quotient <1, so konnen wir durch die 


spezielle Lorentz-Transformation, die AP als Achse und q als Moment 


*) Ungefahr wie Wesen, gebannt an eine enge Umgebung eines Punktes auf 
einer KugeloberfLache, darauf verfallen konnten, die Kngel sei ein geometrisclies Gre- 
bilde, an welchem ein Dnrchmesser an sich. ausgezeichnet ist. 
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hat, emen neuen Zeitparameter t' einffihren, der (s. Gleichung (12) in § 4) 
fur beide Raum-Zeitpunkte A, t 0 und P, t den gleichen Wert = 0 er- 
langt; es lassen sich also diese zwei Ereignisse auch als gleiclizeitig 
auffassen. 

Nehmen wir weiter zu einer und derselben Zeit t 0 = 0 zwei ver- 
schiedene Raumpunkte A, B oder drei Raumpunkte A, P, C, die niekt 
in einer Geraden liegen, und vergleichen damit einen Raumpunkt P auBer- 
halb der Geraden AB oder der Ebene ABC zu einer anderen Zeit t und 
ist die Zeitdifferenz i — t 0 (es sei etwa t > t 0 ) Tdeiner als die Zeit, die 
das Licbt zur Fortpfianzung von der Geraden AB oder der Ebene ABC 
nach P braucht, und q der Quotient aus der ersteren und der letzteren 
Zeit, so erscheinen nach Anwendung der speziellen Lorentz-Transformation, 
die als Aehse das Lot auf AB, bzw. ABC durch P und als Moment q 
hat, alle drei (beziehungsweise vier) Ereignisse A , tf 0 ; P, # 0 ; (C, t 0 ) und 
P, i als gleichzeitig. 

Werden jedoch Tier Raumpunkte, die niekt in einer Ebene liegen, 
zu einer und derselben Zeit t 0 aufgefaBt, so ist es niekt mehr moglich, 
durck eine Lorentz - Transformation eine Abanderung des Zeitparameters 
vorzunekmen, okne daB der Ckarakter der Gleickzeitigkeit dieser vier 
Raum-Zeitpunkte verloren geht. 

Dem Mathematiker, der an Betracktungen fiber mekrdimensionale 
Mannigfaltigkeiten und andererseits an die Begriffsbildungen der so- 
genannten niekt-Euklidischen Geometrie gewohnt ist, kann es keine 
wesentliche Sckwierigkeit bereiten, den Begriff der Zeit an die Yerwendung 
der Lorentz-Transformationen zu adaptieren. Dem Bedfirfnisse, sick das 
Wesen dieser Transformationen physikalisck naker zu bringen, kommt 
der in der Einleitung zitierte Aufsatz von A. Einstein entgegen. 


Zweiter Teil. 

Die elektromagnetischen Vorgange. 

§ 7 . 

Die Grxmdgleicknngen far rnliende Korper. 

Mach diesen vorbereitenden Ausffikrungen, die wir des etwas ge- 
ringeren mathematischen Apparates wegen an dem idealen Grenzfalle £ — 1, 
ft == 1, 6 = 0 entwiekelten, wenden wir uns jetzt zu den Gesetzen fur 
die elektromagnetischen Yorgange in der Materie. Wir suchen diejenigen 
Beziehungen, die es — unter Yoraussetzung geeigneter Grenzdaten — 
ermoglichen, an jedem Orte und zu jeder Zeit, also als Funktionen von 
t 211 Undent die Yektoren der elektriseken Kraft (S, der magne- 
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tischen Brregung 2R, der elektrischen Erregung e , der magnetischen Kraft 
m, die elektriscke Raumdickte 9> den Yektor „elektriseker Strom g« (deesen 
Beziekung zum Leitungsstrom kernach dnrck die Art des Auftretens der 
Leitfakigkeit zn erkennen sein wird), endlick den Yektor to, die Ge- 
sckwindigkeit der Materie. 

Die fraglicken Beziekungen sckeiden sick in zwei Klassen 
erstens diejenigen Gleickungen, die, wenn der Yektor w als Funktion 
yon x, y, z, t gegeben, also die Bewegung der Materie kekannt ist, zur 
Kenntnis aller anderen eben genannten GroBen als Funktionen’ Ton 
x, y, z, t kinfukren, — diese erste Klasse speziell will ich die Grund- 
gleickungen nennen ; — 

meitens die Ausdriicke fur die ponderomotoriscken Krcifte, die durch 
Heranziehen der Gresetze der Mechanik weiter AufschluB fiber den Yektor 
to als Funktion von %, y, 0 , t bringen. 

Fiir den Fall ruhender Korper , d. i. wenn y 7 0 , t) = 0 gegeben 
ist, kommen die Theorien von Maxwell (Heaviside, Hertz) und von 
Lorentz zu den namlichen Grrundgleichungen. Es sincl dies 

1 ) die Differentialgleicliimgen, die noch keine auf die Materie beziig- 
lichen Konstanten entlialten: 


(I) 

cmi 111 - -w 

a 

= », 

(II) 

div e 

= Q, 

(III) 

, re , dm 
curl <S + ■ gt 

o, 

(IV) 

diT SR 

= 0; 


2) weitere Bezieliungen, die den EinfluB der vorhandenen Materie 
charakterisieren; sie werden in dem wicbtigsten Falle, auf den wir uns 
bier beschranken, fur isotrope Korper, angesetzt in der Gestalt 
(V) e = $@, 

wobei e die Dielektrizitatskonstante, g die magnetische Permeabilitat, 
6 die Leitfahigkeit der Materie als Funktionen von y , 0 und i bekannt 
zu denken sind. § ist liier als Leitungsstrom anzusprecben. 

Ieb lasse nun an diesen Grleichungen wieder durch eine veranderte 
Schreibweise eine noch versteckte Symmetric hervortreten. Ich setze wie 
in den vorangeschickten Ausfuhrungen 

x x = x<£ = y , x 3 =» *, = it 

S 1 7 S 2 7 S S> 

%x? 3 


tmd schreibe 
fiir 
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ferner 

/2s 7 fsi 7 fn 7 fi 4 7 /21 7 
fur 

t n xf ™,j7 vx M , —it x , -ie y7 - ie, 

und nocli 

-^23? *^31 7 -^12 7 -^14 7 -^24? *^84 

fiir 

2»„ Sft„ 9tf s , -<®„ -*® y , -<®.; 

endlicli soli fiir andere Paare von ungleichen 7 der Reihe 1, 2, 3 7 4 
entnoinmenen Indizes h, Tc stets 

fkh~ fh7c 7 F kh — — F hk 

gelten. (Die Buchstaben f, F sollen an das Wort Feld 7 s an Strom 
erinnern.) 

Dann sckreiben sick die Gleichungen (I) ? (II) um in 




8 fa 

8 Xo 

+ 

8x, 

+ 

8fl 4 

dx i 

== S \ 7 

dfgl 

8x 1 



+ 

Mk 

dx A 

+ 

dftt 

8x t 

= 5 2 7 

8f al 

+ 

8 ft s 



+ 

Mi 


dx l 

dx» 



8x i 

= S S 7 

Ml 

dx t 

+ 

Mi 

d% 2 

+ 

Mk 

diet 



— 5 4, 


und die Gleichungen (III) 7 (IY) schreiben sich um in 




d x.-> 

+ 

8J\, 

8x s 

+ 

8F,t 

8x i 

- 0, 

8F is 



_L 

8F :u 


8F« x 

— 0 

dx l 



i 

8x s 

"r 

dx± 


8 F tt 

dx x 

+ 

8F 4i 

dx. 2 



+ 

dF ls 

dx± 

- 0, 

dF 32 

dx x 

+ 

8F IS 

dx 2 

+ 

8F. n 

dx s 



= 0. 


§ 8. 

Die Grundgleieliungen fiir bewegte Korper. 

Nunmehr wird es uns gelingen 7 die Grundgleiehungen fiir beliebig 
bewegte Korper in eindeutiger Weise festzustellen 7 ausschlieBlich mittels 
folgender drei Axiome: 

Das erste Axiom soil sein: 

Wenn eine einzelne Stelle der Materie in einem Momente rubt 7 also 
der Yektor to fur era System x 7 y, z, t Null ist, — die Umgebung mag 
in irgendweleher Bewegung begriffen sein — 7 so sollen fiir den Raum- 
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Zeitpunkt x, y , z, t zwiscken q, den Vektoren § f e, m, Wt und deren 
Ableitnngen nack x 9 y 9 z, t genau die Beziekungen (A), (B), (V) sfcatt- 
kaben, die zu gelten hatten, falls alle Materie rukte. 

Das ziveite Axiom soil sein: 

Jede Geschivindigkeit der Materie ist < 1, Ideiner als die Fort - 
pflanmngsgeschwindigkeit des Lichtes irn leeren Raume. 

Das dritte Axiom soil sein: 

Die Grundgleiehungen sind von soldier Art , daft wenn x, y, 3 , it 
irgendeiner Lorentz-Transformation unterworfen und dabei einerseits m, 
— it, andererseits 39 l, — i® je als Baum - Zeit- Vektor II. Art, g, ip als 
Baum - Zeit- Vektor L Art transformiert werden, die Gleidmngen dadurch in 
die genau entsprediend lautenden Gleidmngen mischen den transformierien 
Groften ubergehen . 

Dieses dritte Axiom dente ich auck kurz mit den Worten an: 

ttt, — it und 39t, — i(§ sind je ein Baum-Zeit-Vektor II. Art, s, iq 
ein Baum-Zeit-Vektor I. Art, 

und dieses Axiom nenne ick das Prinsip der Belativitdt. 

Diese drei Axiome fuhren nns in der Tat yon den yorhin genannten 
Grundgleickungen fur rukende Korper in eindeutiger Weise zu den Grund- 
gleickungen fiir bewegte Korper. 

kTamlich nack dem zweiten Axiom ist in jedem Raum-Zeitpunkte 
der Betrag des Gesckwindigkeitsvektors \to\ < 1. Infolgedessen konnen 
wir dem Vektor to stets umkehrbar eindeutig das Quadrupel von GroBen 
to v to v to. 


w 1 — 


yr 


tVo = 


-to* 


y i — to* 


v i 


w A 


y i — to s 


zuordnen, zwiscken denen die Beziekung 


(27) 


voA -j“ u)n“ Hh — — 1 


stattkat. Aus den Ausfiikrungen am Scklusse des § 4 ist ersicktlick, daB 
dieses Quadrupel sick bei Lorentz-Transformationen als Raum-Zeit-Vektor 
I. Art verkalt, und wir wollen es den Baum - Zeit- Vektor Geschivindigkeit 
nennen. 

Fassen wir nun eine bestimmte Stelle x, y, z der Materie zu einer 
bestimmten Zeit t auf. Ist in diesem Raum-Zeitpunkte to = 0, so kaben 
wir fur ikn nack dem ersten Axiom, unmittelbar die Gleickungen (A), 
(B), (V) aus § 7. Ist in ikm ft) 4 s <3, so existiert, weil \to\ < 1 ist, nack 
(16) eine spezielle Lorentz-Transformation, deren Vektor 0 gleick diesem 
Vektor to (x, y, z, t) ist, und wir geken allgemein zu emein neuen Be- 
zugsystem x, y, z, t r gemaB dieser bestimmten Transformation uber. 
Fiir den betrackteten Raum - Zeitpunkt entsteken dakei, wie wir in § 4 
saken, die neuen Werte 

Minkowski, G-esammelte ATbhandlungen. H. 
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(28) %' = 0 , to a = 0 , w 3 ' = 0, w/ — i, 

und also der neue Geschwindigkeitsvektor tr' = 0 , der Baum - Zeitpunkt 
ivird, ■wie wir Tins dort ansdruckten, auf Bahe transformiert. Nun sollen 
nach. deru dritten Axiom aus den Grundgleichungen fur den Raum-Zeit- 
punkt x. y, z, t dabei die Grundgleichungen fur das entsprechende System 
x, y, z, t', gescbrieben in den transformierten GroBen to) Q, 8 ', e', nt', 
W, 9K' und deren Differentialquotienten nach x 7 y 7 /, t' heryorgehen. 
Diese letzteren Gleichungen aber miissen ; nach dem ersten Axiom, weil 
jetzt ft '=0 ist, genau sein: 

1 ) diejenigen Differentialgleichungen (A'), (B'), die aus (A) und (B) 
einfach dadurch heryorgehen, daB alle Buchstaben dort mit einem oberen 
Strich versehen werden, 

2) die Gleichungen 

(V') e'=*©', aR'-jon', §'=<?©', 

wobei s, ft, 6 Dielektrizitatskonstante, magnetische Permeabilitat, Leit- 
fahigkeit ftir das System x\ y\ /, t', d. i. also im betrachteten Raurn- 
Zeitpunkte x 7 y, #, t der Materie sind. 

Jetzt gehen wir durch die reziproke Lorentz-Transformation ruck- 
warts zu den urspriinglichen Variablen x, y, 8, t und den GroBen ft, p, 
§, e, TTt, 9JI und die Gleichungen, die wir dann aus den eben ge- 
nannten erhalten, werden die yon uns gesuchten allgemeinen Grund- 
gleichungen fur bewegte Korper sein. 

Nun ist aus den Ausfuhrungen in § 4 und § 5 zu ersehen, daB 
sowohl das Gleichungssystem (A) fiir sich wie das Gleichungssystem (B) 
fur sich koyariant bei den Lorentz-Transformationen ist; d. h. die 
Gleichungen, die wir yon (A'), (B') riickwarts erlangen, miissen genau 
gleichlauten init den Gleichungen (A), (B), wie wir sie fur ruhende 
Korper annahmen. Wir haben also als erstes Ergebnis: 

Von den Gmndgleidliungen der JEleMrodynamik fur bewegte Korper 
Tauten die Differentialgleichungen 7 geschrieben in o und den Vektoren 3 , e, 
m, @, 2K, genau wie fiir ruhende Korper. Die Geschwindigkeit der 
Materie tritt in diesen Gleichungen noch nicht auf. In yektorieller 
Schreibweise sind diese Gleichungen also wieder 

(I) curlm— 


(H) 

div e = q, 

(in) 

eurl @ ^ == 0 , 

(IV) 

d 

II 


Die GescJnvindigkeit der Materie wird ausschlie/Slich auf die Zusatz- 
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bedingungen venviesen, welche den Emflufi der Materie auf Grand ilvrer 
sjpesiellen Xonstanten e, g, 0 charalcterisieren. Transformieren wir jetzt 
diese Zusatzbedingungen (Y') zuriick auf die ursprunglieben Koordinaten 
x y, s und die urspriinglicbe Zeit t. 

Nach den Formeln (15) in § 4 ist fur die Ricbtung des Vektors in 
die Komponente von e' dieselbe wie von e + [tom], die von m' dieselbe 
wie von m — [toe], fur jede dazu senkrecbte Ricbtung to aber ist die 
Komponente von e' bzw. m' gleicb der entsprecbenden Komponente von 

e + [tom] bzw. von m — [toe], jedesmal multipliziert nocb mit — 1 

]/i — to- 

Andererseits werden ©' und 307' bier zu © + [to SCR] und 2)7 —[to©] in 
den ganz analogen Beziebungen stehen wie e' und m' zu e + [torn] und 
m— [toe]. So fiihrt die Relation e'=£@', indem man bei den Yektoren 
zuerst die Komponenten nach der Ricbtung to, dann diejenigen nacb zwei 
zu to und aufeinander senkrecbten Ricbtungen to bebandelt und die in 
letzteren Fallen entstebenden Gtleicbungen mit j/l — to 2 multipliziert, zu 

(C) e + [torn] = e(@-f [to207]). 

Die Relation 2K'= gm' wird analog auf 

(D) 3ft — [to©] = g (ttt — [toe]) 


binauslaufen. 

Weiter folgt nacb den Transformationsgleicbungen ( 12 ), ( 10 ), ( 11 ) 
in §4, indem dort q, r b , r D , t, r' u , r*, t’ durcb |toj, § 5 , p, §(„, s' Sj p' 
zu ersetzen sind, 


— !to[V+? 

9 l/l— to 2 ' 

so daB aus = e 1 ©' nunmehr 


8 » - 


*t» — l*»l <? 




9 



3 W — W Q 


-«(« + [to9ft]) tt , 


”.yr=F~ 


hervorgeht. Nach der Art, wie hier die Leitfahigkeit 6 eingeht, wird 
es angemessen sein, den Vektor §> — pin mit den Komponenten 3*, —pjin| 
nach der Richtung in und nach den auf in senkrechten Richtungen in, 
der fur 6 = 0 versehwindet, als Leitungsstrom zu bezeichnen. 

Wir bemerken, daB fur s = 1,^ = 1 die Gleichungen e'=©', m'=3J£' 
durch die reziproke Lorentz-Transformation, die hier die spezielle mit 
— in als Vektor wird, gemaB (15) sofort zu e == ©, tit = fuhren und 
daB fur 0 = 0 die Gleichung §' = 0 zu 3 = pin fiihrt, so daB in der Tat 
als Grenzfall der hier erhaltenen Gleichungen fur s * 1, ^ = 1, <5*0 
sich die in § 2 betrachteten ,,Grundgleichungen fur den Ather“ ergeben. 

24 * 
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§ 9 . 

Die Grundgleichungen in der Theorie yon Lorentz. 

Sehen wir nun zu, inwieweifc die Grundgleichungen, die Lorentz 
annimmt, dem Relativitatspostulate, das soli heiBen dem in § 8 formu- 
lierten Relativitatsprinzipe entsprechen. In dem Artikel „Elektronentheorie“ 
(Enzykl. der math. Wise., V 2, Art. 14) hat Lorentz fur beliebige, auck 
magnetisierte Korper zunaehst die Differentialgleiebungen (s. dort S. 209 
unter Beriieksichtigung von Gl. XXX' daselbst und von Formel (14) anf 
S. 78 desselben Heftes): 

(Ilia") curl (§ — [to ®]) = 8 + -|y- + to div SD — curl [to ®], 

(I") div S) = p, 

(IV") curl® = -If-, 

(V") div 93 = 0. 

Dann setzt Lorentz fur bewegte niebt magnetisierte Korper (S. 223, 
Z. 3) ^ = 1, 93 = § und nimmt dazu das Eingeben der Dielektrizitats- 
konstante s und der Leitfabigkeit 6 gemaB 

(Gl. XXXIV"', S. 227) © - ® = (£ - 1 ) (ffi + [to93]), 

(Gl. XXXIII", S. 223) 3 - ft (® + [to 93]) 

an. Die Lorentzseben Zeieben ©, 93, 3), § sind bier durcb ©, 9JI, C, m 
ersetzt, wahrend 3 bei Lorentz als Leitungsstrom bezeicbnet wird. 

Die drei letzten der zitierten Differentialgleiebungen nun decken sieb 
sofort mit den Gleicbungen (II), (III), (IV) bier, die erste Gleicbung 
aber wiirde, indem wir 3 mit dem fur <5 = 0 verscbwindenden Strome 
§ —top identifizieren, in 

(29) curl ($ - [to @]) = 3 + - curl [to ®] 

iibergeben und verschieden von (I) bier ausfallen. Danacb entspreeben 
die allgemeinen Differentialgleiebungen von Lorentz fur beliebig magne^ 
tisierte Korper nicht dem Relativitatsprinzipe. 

Andererseits wiirde die dem Relativitatsprinzipe entsprecbende Form 
fiir die Bedingung des Nicbtmagnetisiertseins aus (D) in § 8 mit ft = 1 
nicht wie bei Lorentz als 58 = §, sondern als 

(30) SB-[to®] (bier $fl - [to ®] - m - [to e]) 
anzunebmen sein. Nun gebt aber die zuletzt hingescbriebene Differential- 
gleicbung (29) durcb § = 93 in dieselbe Gleicbung (abgeseben von der 
Yersebiedenbeit der Zeieben) iiber, in welcbe (I) bier sicb durcb 
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m - [toe] = - [«@] verwandeln wiirde. So kommt es dureh erne 

Kompensation zweier Widerspriiche gegen das Relativitatsprinzip zustande, 
dafi fBr nicht magnetisierte bewegte Korper die Differentialgleichungen 
yon Lorentz sich zuletzt dem Relativitatsprinzipe doeh anpassen. 

Maeht man weiter fur nicht magnetisierte Korper Ton (30) hier Ge- 
brauch und setzt dem gem aB § = 95 + [to, SD — @], so wiirde zufofce (C) 
in § 8 ° 

( £ — 1) (@ + [if 95]) = 2) — @ + [to [to, ® - g]] 

anzunehmen sein, d. i. fur die Richtung von to: 

(« — 1) (® + [to 93]) ro = (® — <$) ro , 

und fur jede zu to senkrechte Richtung to: 

(a - 1) (ffi + [to»])s - (1 - to 2 ) (® - ®) 5j 

d. i. mit der oben genannten Lorentzschen Annahme nur in Ubereinstim- 
mung bis auf Fehler von der Ordnung to 2 gegen 1 . 

Auch nur mit dem gleichen Grade der Annaherung entspricht der 
oben genannte Lorentzsche Ansatz fur 3 den durch das Relativitatspriuzip 
geforderten Beziehungen (vgl. (E) in § 8 ), daB die Komponenten 3 ro bzw. 
3» gleich den entsprechenden Komponenten von 6 (@ -f [toS]), multipli- 
ziert in V 1 — to 2 bzw. in — seien. 

r yi — » s 


§ io. 

Die Grundgleichungen nach E. Cohn. 

E. Cohn*) nimmt folgende Grundgleichungen an: 

curl (M + [to ©]) = + to div @ + 3, 

— curl (E — [tuSJl]) = ~~ + to div 3Fc, 

(32) m = iiM+[toE], 

wobei E, M als elektrische und magnetiscbe Feldintensitat (Kraft), 9K 
als elektrische und magnetische Polarisation (Erregung) aufgefaBt werden. 
Die Gleichungen lassen noch das Yorhandensein yon wahrem Magnetismus 
zu; wollen wir dayon absehen, so ist diy 3 K = 0 zu setzen. 

Ein Einwand gegen diese Gleichungen ist, daB nach ihnen fur a = 1 
^ = 1 nicht die Yektoren Kraft und Erregung zusammenfalien. Passen 
wir jedoch in den Gleichungen nicht E und M, sondern E — und 

-Zff + [to @] als elektrische und magnetische Kraft auf und substituieren 


*) Nachrichten der K. Gresellschaft der Wissenschaften zu GQttingen, mathematisch- 
physikalische Klasse, 1901, S. 74 (auch in Aunalen der Physik, Bd. 7 (4), 1902, S. 29). 
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im Hinblick hierauf fur @, 937, E, M, div (£ die Zeichen e, 9)t, © -f [luSD7] 7 
m — [tt)e], so gehen zunachst die Differentialgleichungen in unsere Grlei- 
chungen liber und zugleicli verwandeln die Bedingungen (32) sich in 

e + [to, m — [toe]] = s (@ + [to 9#]), 
m —• [to, ® + [toSK]] - II(m - [toe]); 

damit wiirden in der Tat diese Gleichungen von Cohn bis auf Fehler 
yon der Ordnnng to 2 gegen 1 genau die durch das Relatmtatsprinzip ge- 
forderten werden. 

Erwahnt sei noch, da8 die von Hertz angenommenen Gleichungen 
(in den Bezeichnungen Yon Cohn) lauten wie (31) mit den anderen Zu- 
satzbedingungen 

(33) ($ - eE, STO - pM, 3 = tiE-, 

und dieses Gleichungssystem wiirde auch nicht bei irgendwelcher ver- 
anderten Bezugnahme der Zeichen auf beobachtbare GroBen sich dem 
Relatmtatsprinzipe bis auf Fehler Yon der Ordnung to 2 gegen 1 anpassen. 

§ 11 . 

Typische Darstellung der Grim dgleiclnmgen. 

Bei der Aufstellung der Grundgleichungen leitete uns der Gedanke, 
fiir sie eine KoYarianz bezuglich der Gruppe der Lorentz -Transformationen 
zu erzielen. Jetzt haben wir noch die ponderomotorischen Wirkungen 
und die Umsetznng der Energie im elektromagnetischen Felde zu be- 
handeln, und da bann es Yon Yornherein nicht zweifelhaft sein, daB die 
Erledigung dieser Fragen jedenfalls zusammenhangen wird mit den ein- 
fachsten, an die Grundgleichungen ankniipfenden Bildungen, die wieder 
KoYarianz bei den Lorentz-Transformationen zeigen. Um auf diese Bil- 
dungen hingewiesen zu werden, will ich Yor allem die Grundgleichungen 
jetzt in eine typische Form bringen, die Hire Kovarianz bei der Lorentz - 
schen Gruppe in Evidenz setzt. Dabei bediene ich mich einer Rechnungs- 
methode, die ein abgekiirztes Operieren mit den Raum-Zeit-Vektoren I. 
und H. Art bezweckt, und deren Regeln und Bezeichnungen, soweit sie 
fur uns niitzlich sein werden, ich hier zurorderst zusammenstelle. 

1°. Ein System you GroBen 

a ll> * * ■; a tq 
1? * * V 
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angeordnet in p-Horizontal-, -Vertikalreihen heiBt eine p x 7 -reihige 
Matrix*) und werde mit einem einzigen Zeichen, etwa hier A, bezeichnet. 

Werden alle GroBen a kk mit dem namlichen Faktor c multipliziert, so 
soli die entstehende Matrix der GroBen ca hk mit cA bezeichnet werden. 

Werden die Rollen der Horizontal- und Yertikalreiben in A vertauschk 
so erhalt man eine <7 x j)-reihige Matrix, welehe die transponierte Ton A 
heiBt und mit A bezeichnet werden soil: 


a u> ■ * a pl 


a iq> * ‘ *? a pq 


Hat man eine zweite Matrix mit gleichen Ancahlen p und q, wie A r 

• * •; J>i q 

b = : *; 

"pi* * * hq 


so soli A + B die ebenfalls p x g-reihige Matrix aus den entsprechenden 
Binomen a hk + b hk bedeuten. 

2°. Hat man zwei Matrizen 


a n , . 

■ ■! a i q 



■ 

• \ r 

%i, ■ 

■ ■’ % , 

7 

B = 

■ 

■ ; \r 


wobei die Ancahl der Horizontalreihen der cweiten gleich der Anzahl der 
Vertihalreihen der ersten ist, so wird unter AB, dem Produkte aus A und B y 
die Matrix 




^ 11 ? • * *? C lr 
^pl? * * ^pr 


verstanden, deren Elemente durch Kombination der Horizontalreihen 
A nnd der Vertikalreihen yon B nack der Regel 


C hk ~~ a hl \k + a h2 hk + 1 * * + a hq^qk 


’h - 1 , 2 ,.. 
*-l, 2 ,.. 


von 

->P 


gebildet sind. Fur soleke Produkte gilt das associative Gesetz (AB)S=A(BS)i 
kierbei ist unter S eine dritte Matrix gedackt mit so yiel Horizontal- 
reiken, als B (und dam.it auch AB) Vertikalreihen hat. 

Fiir die transponierte Matrix zu (7’= AB gilt C = BA. 

3°. Es werden kier nur Matrizen in Betrackt kommen mit hochstens 
Tier Horizontalreihen und hochstens yier Vertikalreihen. 


*) Man konnte auch daran denken, statt dea Cayleyschen Matrizenkalkuls den 
Hamiltonschen Quaternionenkalkiil heranzuziehen, doch erscheint mir der letztere 
fur unsere Zwecke als zu eng und schwerfallig. 
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Als j Einheitsmatrix (und in Grleichungen fur Matrizen kurzweg mit 1 ) 
werde die 4 x 4-reihige Matrix der folgenden Elemente 


(34) 


*11 > 

e 3 l! e 2: 


41 C 42 J c 43) c 44 


1 , 0 , 0 , 0 

0 , 1 , 0 , 0 

0 , 0 , 1 , 0 

0 , 0 , 0 , 1 


bezeichnet. Piir ein Vielfaches c • 1 der Einheitsmatrix (in dem unter 1° 
festgesetzten Sinne einer Matrix cA) soli dann in Gleichungen fur 


Matrizen kurzweg c stehen. 


Fur eine 4 x 4-reihige Matrix A soli Det A die Determinante aus 
den 4x4 Elementen der Matrix bedeuten. 1st dann Det 4=4=0, so ge- 
hort zu A eine bestimmte reziproke Matrix, mit A~ l bezeichnet, so da£ 
A _1 A = 1 wird. — 


Eine Matrix 


/i 2 ? /is? fu I 

/*21? 3 7 

/s4 

/*41? f&S) 0 


in welcher die Elemente die ftelationen f kh = — f hh erfullen, heiBt eine 
ultemiermde Matrix. Diese Relationen besagen, daB die transponierte 
Matrix — f ist. Alsdann werde mit f* und als die duale Matrix von 
f die ebenfalls alternierende Matrix 


(35) f* 


bezeichnet. Dahei wird 


! 

/437 fi±> fdi 
ft&i 4lJ 0? /i2 
/s 27 /l3? /217 0 


( 36 ) ^ f*f=fufn + fv>f*. + f n fu., 

das soli nun heiBen eine 4 x 4-reihige Matrix, in der alle Elemente 
auBerhalb der Hauptdiagonale von links oben nach rechts unten Null 
sind und alle Elemente in dieser Diagonale untereinander ubereinstimmen 
und gleich der hier rechts genannten Yerbindung aus den Koeffizienten 
von f sind. Die Determinante von f erweist sich dann als das Quadrat 

JL 

dieser Yerbindung und wir wollen das Zeichen Det 2 f eindeutig als die 
Abkiirzung 

(37 ) Det V = f afut + f 13 f 2i + f nfu 
erklaren. 
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4°. Bine lineare Transformation 

(38) x h — a hi x i + a hi x 2 + u vi x i J r (A = 1, 2, 3, 4) 

werde auch einfach durch die 4 x 4-reihige Matrix der Koeffizienten 


^12? ^13; f ^14 
0*21 7 ^22 7 ^23 ? ^24 
^31 7 ^32> a ZZ7 ^34 
^41? ^42* a 43 7 ^44 


als Transformation A, bezeichnet. Durch die Transformation A geht der 
Ausdruck 

V + V + a% 2 + x* 

in die quadratisclie Form 

^E a hk x h x k (h } k *= 1, 2, 3, 4) 

fiber, wobei 

^*1 a lA a lifc + a 2A*2* + a SA a 8* + a ±h a ±k 


wird ; d. h. die 4 x 4-reihige (symmetrische) Matrix der Koeffizienten a hk 
dieser Form wird das Produkt A A der transponierten Matrix von A in 
die Matrix A. Soil also durch die Transformation der neue Ausdruck 


x i 2 + 2 ”h X Z 2 + X l 2 

hervorgehen, so muB 

(39) A A = 1 

die Matrix 1 werden. Dieser Relation hat demnack A zu entsprechen, 
wenn die Transformation (38) eine Lorentz-Transformation sein soli. Fur 
die Determinante von A folgt aus (39): (Det A) 2 = 1, Det A = + 1 . Die 
Bedingung (39) kommt zugleich auf 

(40) A~ 1 = A 

hinaus, d. h. die reziproke Matrix von A mufi sich mit der transponierten 
von A decken. 

Fur A als Lorentz-Transformation haben wir noch weiter die Be- 
stimmungen getroffen, daB Det A = + 1 sei, daB jede der GrroBen a u , a 24J 
a U 7 a 4 i) ^ 42 ; ^43 rein imaginar (bzw. Null), die anderen Koeffizienten in A 
reell seien und endlieh noch a u > 0 sei. 

5°. Ein Raum-Zeit-Vektor L Art s 1; s 2) s S) s 4 soil durch die 1 x 4 - 
reihige Matrix seiner vier Komponmten: 

0^1) S = S l7 $2} ^>4 

reprasentiert werden und ist bei einer Lorentz-Transformation A durch 
sA zu ersetzen. 
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Ein Raum-Zeit-Yektor II. Art mit den Komponenten f 2B , f &lJ f lt> f 
fu> fsi so ^ durci. die alternierende Matrix 


(42) 


fi2 ? fi3 y fu, 
f*L? 0? /*23? /st4 
fs 1? /*32; 0; /*34 

fil’ /I 2 ? /43? 0 


reprasentiert werden und ist (s. die in § 5 (23) und (24) festgesetzte 
Regel) bei einer Lorentz-Transformation A durch AfA = A~ 1 fA zn er- 
setzen. Dabei gilt in bezng anf den Ausdruck (37) die Identitat 

1 i_ i 

Det 2 (Af A) = Det A Det 2 /‘. Es wird danach Det 2 f eine Invariant© bei 
den Lorentz-Transformationen (s. Grleicbung (26) in § 5). 

Fiir die dnale Matrix f* folgt dann mit Riicksicbt auf (36): 

i_ 1 

(A“Y*A) (A-YA) - A - x f*fA = Det 2 f - A~ x A = Det V; 

worans zu ersehen ist, daB mit dem Raum-Zeit-Yektor II. Art f zu- 
sammen aucb die zugeborige duale Matrix f* sich wie ein Raum-Zeit- 
Vektor II. Art abandert, und es beiBe desbalb f* mit den Komponenten 
f u , f 24 , f u , f 2 s, fz 17 fi 2 der duale JRaum-Zeit-Vektor von f\ 

6 °. Sind iv und s zwei Raum-Zeit-Yektoren L Art, so wird unter 
ws (wie aucb unter sw) die Yerbindung 

(43) w 1 s 1 + w 2 s 2 + uj 3 s b + w 4 s 4 

aus den beziiglicben Komponenten zu versteben sein. Bei einer Lorentz- 
Transformation A ist wegen ( wA)(As)—w$ diese Verbindung r invariant. 
— Ist tvs — 0, so sollen w und 5 normal zueinander beiBen. 

Zwei Raum-Zeit-Yektoren I. Art w 7 s geben ferner zur Bildung der 
2 x 4-reibigen Matrix 

w t , w 2 , iv± 

S B ? S 4 


AniaB. Es zeigt sicb dann sofort, daB das System der secbs GrroBen 
(44) w 2 s 3 — w 3 s 2 , iv 3 $ x — w t s 3 , tv\s 2 — w 2 s t 9 tv x s 4 — w 4 s 17 

w 3 s 4 —tv 4 s z 

sicb bei den Lorentz-Transformationen als Raum-Zeit-Yektor II. Art ver- 
balt. Der Yektor II. Art mit diesen Komponenten (44) werde mit 

bezeicbnet. Man erscblieBt leicbt Det 2 [w ; s] = 0. Der duale Yektor von 
\w, s] soli \wj s]* gescbrieben werden. 
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1 st w ein Raum-Zeit-Vektor I. Art, f ein Raum-Zeit-Yektor II. Art 
so bedeutet wf zunacbst jedenfalls eine 1 x 4-reihige Matrix. Bei einer 
Lor entz-Transformation A gelit w in w'= w A, f in f' = k~ 1 fA fiber • da- 

bei wird w f = wAA"YA = (wf)A, d. h. wf transformiert sich wieder 
als ein Eaum-Zeit-Yektor I. Art. 

Man verifiziert, wenn w ein Vektor L, f ein Yektor II. Art ist, leicht 
die wichtige Identitat 

(45) [w, wf] + [w, wf*]* = (ww)f. 

Die Summe der zwei Raum-Zeit-Yektoren II. Art links ist im Sinne der 
Summe zweier alternierenden Matrizen zu yerstehen. 

Namlich fur w x = 0 , = 0 , w 3 = 0, w i = i wird 

w f = | if a , if a , ifu, 0 |; wf* = | if 32} if u , if0 |; 

K w fl - °»°»°> fa, fa, fa’, K wf*] = 0, o, o ; 4, f w f n , 

und die Bemerkung, daB in diesem speziellen Falle die Relation ( 45 ) zu- 
trifft, geniigt bereits, um derselben allgemein sicber zu sein, da diese 
Relation kovarianten Cbarakter fur die Lorentz-Grruppe hat und zudem in 
w lf w 2y w 5 , homogen ist. 


Nach diesen Yorbereitungen beschaftigen wir uns zunaehst mit den 
Gtleichungen (C), (D), (E), durch welche die Konstanten e, p, <5 eingefiihrt 
werden. 

Statt des Raumvektors to, Greschwindigkeit der Materie, fuhren wir, 
wie schon in § 8 , den Raum-Zeit-Vektor I. Art w mit den vier Konipo- 
nenten 


w = 


to* 


l/i — to * 3 


w« = 


y 1 — ID 2 7 


Wo = 


to. 




Wa = 


y l —to 2 


ein; dabei gilt 

(46) ww = w* + iv 2 2 + w B 2 + == — 1 

und — iw 4 > 0 . 

Unter F und f wollen wir jetzt wieder die in den Ghrundgleichungen 
auftretenden Raum-Zeit-Yektoren II. Art 9JJ:, — und m, — it Yer¬ 
stehen. 

In ct> == — wF haben wir wieder einen Raum-Zeit-Vektor I. Art; 
seine Komponenten werden sein 


0! = w 2 F 12 + w B F 1B +• w±F 14c , 

0 2 = w x F %l + w s F 2B + w^F^y 

0 3 — w x F n + w 2 F 22 + w±F U y 

0 4 = w t F u + w 2 F^ 2 + w b F 4S 
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Die drei ersten GroBen <t> 17 
des Raumrektors 

(47) 

und femer ist 

(48) 


d> 2 , <t> 3 sind bzw. die x-, y-, 2-Komponente 

e+ppaft] 

yY—W’ 


«>4 


i (IP (5) 
■j/l — to 1 


Da die Matrix F eine alternierende ist, gilt offenbar 


(49) w<t> = + w s 4> s + + ^4^4 = 0, 

der Vektor <t> ist also normal zn w, wir konnen diese Relation ancb 
schreiben: 

(50) <b 4 = i (to* 0 X + ro y <b 2 + to, <t> 3 ). 

Den Raum-Zeit-Vektor I. Art <t> will icli elektrische Ruh-Kraft nennen. 

Analoge Beziekungen wie zwiscken — wF,&, to stellen sick zwiscken 
— wf, e 7 m ; to keraus und insbesondere wird auck — ivf normal zu w sein, 
Es kann mmrnehr die Relation (C) durck 


{ 0 } wf^swF 

ersetzt werden, eine Formel, die zwar vier Gleickungen fur die beziig- 
licken Komponenten liefert, jedock so, daB die vierte im Hinblick auf 
(50) eine Folge der drei ersten ist. 

Wir bilden ferner den Raum-Zeit-Vektor I. Art V — iwf* } dessen 
Komponenten sind: 


\ = — *( W ifu + WsfiZ + Wifi»), 

V 2 == - OivJi 3 + w s f Xi + wj n ), 

V 3 = — i(wj u + w s f M + wj i 2 ), 

Y 4 = — + w 2 f 13 + w 3 f 2l ) • 


Davon sind die drei ersteren Y 17 Y 27 V 3 bzw. die x~, y ^-Komponente des 
Raumvektors 

m — [to e] 
yi ~~ vo* 9 

und weiter ist 



(52) 






zwiscken iknen bestekt die Reziekung 

(53) + wyv, + wyv, = 0, 
die wir auck 

(54) M^X^i + ttV^ + tt)^) 
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schreiben konnen; der Vektor Y ist also wieder normal zu w. Den Raum- 
Zeit-Vektor I. Art Y will icb magnetische Ruh-Kraft nennen. 

Analoge Beziebungen wie zwiscben iivf*, tit, e, to baben zwiscben 
iwF*, to statt und es kann die Relation (D) nunmebr durch 

{D} tv F* = gwf* 

ersetzt werden. 

Die Grleicbungen {C} und {D} konnen wir benutzen, um die Feld- 
vektoren F und f auf 0 und Y zuriickzufiihren. Wir baben 

wF = — Y, wF* = — ig x V, wf= — £(t>, ivf* = — iY 
und die Anwendung der Regel (45) fuhrt im Hinblick auf (46) zu 

(55) F= [w, 0J + *>[», YJ* 

(56) f= £ [tv,0] + i \_w, Y]*, 
d. i. 

F 12 — (u\ 0 2 tv s d>i) -j- — w 4 Y 8 ), u. s. 1. 

fi-2 = £ ( W 1 % - + i (w 3 Y 4 - ?o 4 Y 3 ), u. s. f. 

Wir zieben femer den Raum-Zeit-Vektor II. Art [0. Y] mit den secbs 
Komponenten 

^ - 0 3 Y 2 , 0 8 Y x - ^Y,, < b 1 Y 2 — 0 2 Y 1? 

^ 1^4 -‘M'i, ~ <«>4Y„ Y s Y 4 -Y 4 Y 3 

in Betracbt. Alsdann verscbwindet der zugeborige Raum-Zeit-Vektor I. Art 
w [kb, Y] = — (w YJ O + (w 0) Y 

wegen (49) und (53) identiscb. Fiibren wir nun den Raum-Zeit-Vektor 
I. Art 

(57) Q = i«>[0, Y]* 
mit den Komponenten 

w 2 , w s , w i 

= — i d> 2 , 0 S7 0 4 , U. S. f. 

ein, so folgt durcb Anwendung der Regel (45): 

(58) [0, Y] = i[w, Q]*, 
d. i. 

0i Yg — 0 2 Y, = i(w 3 w 4 Q 3 ) , n. s. f. 

Der Yektor Q erfiillt offenbar die Relation 

(59) (w5l) = -f- t~ Q 3 -f- tr 4 Q 4 = 0 ? 

die wir aucb 


Q 4 = ffto^Q-L + to y Q 2 -j- to 2 Q 3 ) 
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schreiben konnen, ist also wieder normal m w. Falls to = 0 ist, hat man 
<t> 4 = 0, V 4 === 0, Q 4 = 0 und 

(60) Q 2 = 4>, Q 3 - cb t V 2 - 0^. 

Den Raum-Zeit-Yektor I. Art Q will ieh als Ruh-Sfoahl bezeichnen. 

Was die Relation (E) anbelangt, welche die Leitfahigkeit 6 einfiihrt 
so erkennen wir zunachst, daB 


— M ) g = — (Wi % ~"b '^2^2 4“ ^3^3 4” ^’4^4) 


- 1 1 + Q 

l/i — to “ 2 


die Ruh-Dichte der Elektrizitat (s. § 8 und § 4 am Schlusse) wi'rd. Als- 
dann stellt 

(61) s + (ws)w 

emeu Raum-Zeit-Yektor I. Art vor, der wegen ww = ~l offenbar wieder 
normal m w ist und den ich als Ruh-Strom bezeichnen will. Fassen wir 
die drei ersten Komponenten dieses Yektors als x- : y-, ^-Komponente eines 
Raum-Yektors auf, so ist fur den letzteren die Komponente nach der 
Richtung von to: 

a _ 1 to | q _ & to 1 10 1 ? 3 ro 

|/i — tt > 2 ~~ 1 ~ ~ ”” 1 — tn 2 


und die Komponente nach einer jeden zu to senkrechten Richtung to wieder 

— 3 ID 7 

es hangt dieser Raum-Yektor also sehr einfach mit dem Raum-Yektor 
3=^3 —p to zusammen, den wir in § 8 als Leitungsstrom bezeichneten. 

Nunmehr kann durch Yergleich mit <t> = — wF die Relation (E) anf 
die Gestalt gebracht werden: 

{E} s + (ws)w = — owF . 

Diese Form el faBt wieder vier Gleichungen zusammen, von denen jedoch, 
weil es sich beiderseits um zu w normale Raum-Zeit-Vektoren I. Art 
handelt, die vierte eine Folge der drei ersten ist. 

Endlich werden wir noch die Differentialgleichungen (A) und (B) in 
eine typische Form umsetzen. 


§ 12 . 

Der Differentialoperator lor. 

Eine 4x4-reihige Matrix 


® 11 ) 

s», 

^13? 

Su 


^22 > 

^ 23 ; 

S 2i 

Sn, 

^32 > 

833 ? 


S a , 

^ 42 , 

S±3, 

S u 


(62) 


-13*1 
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mit der Vorschrift, sie bei einer Lorentz-Transformation A jedesmal durch 

ASA zu ersetzen, mag eine Raum-Zeti-Matrix II. Art heiBen. Eine der- 
artige Matrix hat man insbesondere 

in der alternierenden Matrix f,\ die einem Raum-Zeit-Vektor II Art f 
entspricht, 

in dem Produkte fF zweier soldier alternierender Matrizen f } F 7 das 
bei einer Transformation A durch (k~ l Ft\) == k~ 1 fFk zu er- 

setzen ist, 

ferner, wenn nnd Q 1; Q 2 , Q s , Q 4 zweiRaum-Zeit-Vektoren 

I Art sind, in der Matrix der 4x4 Elemente S hk = iv h Q k , 

endlich in einem Vielfachen L der Einheitsmatrix, d. h. einer 4 x 4 - 
reihigen Matrix ; in der alle Elemente in der Hauptdiagonale einen gleichen 
Wert L haben nnd die hbrigen Elemente samtlich Null sind. 

Wir haben es hier stets mit Funktionen von Raum-Zeitpunkten x, y 7 z, it 
zu tun und konnen mit Vorteil eine 1 x 4-reihige Matrix , gebildet aus 
den Differentiationssymbolen 

d d d d 

dx 7 dy 7 dz ? idt 

JL JL JL JL \ 

~dx t ’ dx 2 ? dx s ’ dx± I 

geschrieben, verwenden. Fur diese Matrix will ich die AbMrmng lor 
brauchen. 

Es soli dann, wenn S wie in (62) eine Raum-Zeit-Matrix II. Art 
bedeutet, in sinngemaBer Ubertragung der Regel fiir die Produktbildung 
von Matrizen, unter lor S die 1 x 4-reihige Matrix 


oder auch 
(63) 


I ? -^2 > -^3; -^4 I 

der Ausdriicke 


(64) 


dx 1 


dS lk , dS 2 k uu sk 

a /v> « 


dx« 


dS sk 

dx s 


dS^ 

dx 4 


(*- 1 , 2 , 8 , 4 ) 


verstanden werden. 

Wird durch eine Lorentz-Transformation A ein neues Bezugsystem 
x i 3 X L x l fdr die Raum-Zeitpunkte eingefiihrt, so mag analog der 
Operator 


lor' 


a a a a 

dxF dx z } dx^ dxi 


angewandt werden. Geht dabei S in S' = ASA = | 1 uber, so wird 

dann unter lor' S' die lx 4-reihige Matrix der Ausdriicke 
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zu yerstehen sein. Nun gilt fur die Differentiation einer beliebigen Funk- 
tion yon einem Raum-Zeitpunkte die Regel 

d __ _d__ dx x , d__ dx s d_ dx 3 d dx 4 

dx{. ~ dx x doc,' ' dx 3 dx k ‘ dx 3 dx L ' ' dx 4 ~dx k ' 

8 , d_ , d f d 

dx 1 iXlk ‘ dx 2 ' dx 3 C ' 3 k ' dx 4 ^ k 7 

die in einer leiebt verstandlicben Weise symboliscb als 

lor' = lor A 


zu deuten ist, und mit Riicksicbt hierauf folgt sogleicb 
(65) lor S' - lor (ACA^SA)) - (lor S) A, 

d. h. wenn S eine Baum-Zeit-Matrix II. Art vor stellt, so transformiert sich 
lor S als ein Baum - Zeit- Vektor I Art. 

1st insbesondere L ein Vielfacbes der Einheitsmatrix, so wird unter 
lor L die Matrix der Elemente 


( 66 ) 

zu yerstehen sein. 

Stellt s — | s lf $ 2 , 


\dL 3 L dL ax 
! dx x ’ dx ^ 7 dx s 9 dx 4 

$ 3 , s 4 | einen Ranm-Zeit-Vektor I. Art 


vor, so wird 


(67) 


lor S = -M 4- -M 4- M 4 ~ -M 
dx x ‘ dx 2 ' dx s ' dx 4 


zn erklaren sein. Treten bei Anwendung einer Lorentz- Transformation A 
die Zeieben lor', s' an Stelle Yon lor, s, so folgt 


lor s' = (lor A) (As) = lor s, 

d. b. lor s ist eine Invariante lei den Lorentz-Transformationen . 

In alien diesen Bemehungen spielt der Operator lor selbst die Bode 
eines Baum-Zeit- Vektors I. Art. 

Stellt f einen Raum-Zeit-Vektor II. Art yor, so bat nun —lor f den 
Raum-Zeit-Vektor I. Art mit den Komponenten 


cx» ~ r dx B ‘ dx 4 9 

Mi .M* . Mi 

8x x dx s ' dx 4 ; 

dfai | d/sa 8f 34 

dx x dx, ‘ dx 4 ’ 

Mi . Mi . Ms 
~ r a # 2 ** a# s 

zu bedeuten. Hiernacb lafit sicb das System der Diflferentialgleicbungen 
(A) in der kurzen Form 

} loi f = — s 
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zusammenziehen. Ganz entsprechend wird das System der Differential- 
gleichungen (B) zu schreiben sein: 

{B} lor F* = 0. 

Die im Hinblick auf die Definition (67) yon lor s gebildeten Yer- 
bindungen lor (lor f) nnd lor (lor F*) yerschwinden offenbar identisch, 
indem f und F* alternierende Matrizen sind. Darnacb folgt aus {A} fiir 
den Strom s die Beziehung 


( 68 ) 

wahrend die Relation 



i ds * . 3*4 n 

dx% dx s ‘ dx 4 7 


(69) lor (lor F*) = 0 

den Sinn hat, daB die vier in {B} angewiesenen Gleichungen nur drei un- 
dbhangige Bedingungen fur den Yerlauf der Feldvektoren reprasentieren. 
Ieb fasse nunmehr die Resultate zusammen: 

Es bedeute w den Bourn - Zeit - Vektor I. Art — —— t --— (to Ge- 

schwindigkeit der Materie), F den Baum - Zeit - Vektor IL Art 9K, — 

(9# magnetische Erregung, © elektrisehe Kraft), f den Baum-Zeit-Vektor 
IL Art m, — it (nt magnetische Kraft, e elektrisehe Erregnng), s den 
Baum-Zeit-Vektor I. Art ip (p elektrisehe Raumdichte, § — qXd Leitungs- 
strom), e die JDielektrizitatskonstante 7 g die magnetische Permeabilitat , 6 die 
Leitfahigkeit , so tauten (mit den in § 10 und § 11 erklarten Symbolen 
der Matrizenrechnung) die Grundgleichungen fiir die elektromagnetisehen 
Vorgange in bewegten Korpern 


{A } lor f = — s 7 

{B} lor F* = 0, 

{C} swF, 

{D } wF* = gwf* 7 

{E} s + (ws)w = — awF. 

Dabei gilt ivw = — l } es sind die Baum-Zeit-Vekpren L Art wF t 
wf wF* 7 wf* 7 s + (ws)w sdmflich normal zu w und endlich besteht fiir 
das Gleichungssystem {B} der Zusammenhang 

lor (lor F *) = 0 . 

In Anbetracht der zuletzt genannten TJmstande steht hier genau die 
erforderliche Anzahl yon unabhangigen Gleichungen zur Yerfiigung, nm 
bei den geeigneten Grenzdaten die Vorgange yoHstandig zu besehreiben, 
ivofern die Bewegung der Materie 7 also der Vektor in als Funktion von 
y, t bekannt ist. 


Minkowski, G-esammelte Abkandlungen. II. 


25 



386 


Zur Physik. 


§ 13- 

Das Produkt der Feldyektoren fF. 

Endlicb fragen wir nach den Gesetzen, die zur Bestimmung des 
Vektors w ala Funttion yon x, y, s, t fiihren. Bei den bierauf beziig- 
lichen Untersucbungen treten diejenigen Ausdrncke in den Vordergrund 
die dnrcb. Bildung des Products der zwei alternierenden Matrizen 


ft2> /l3? /l4 


^12, ^18, ^14 

/ 21 ? /*23? f 24 


^21, 0, 2^ 

fdi) fs%> 0, f u 

; 

■^31 > “^32? 

f41) /*42? /d3? 0 


“^41? -^42 > -^43; 0 


f- 


sich darbieten. Ich sekreibe 


(70) 


fF- 


'ii L } S 12) 


$ 
S n , 
S sl , 


4 

s, 

s* 


Su> 

■ L, S. 2s , 


821 


Si 
Si 

s S3 -l, S s 


14 


24 


s.. 


34 

Su~L 


S n + S s2 -j- S az + S u = 0 


so, daB dabei 

(71) 
wird. 

Alsdann bedentet L die in den Indizes 1, 2, S, 4 sy mm etrisohe Ver- 
b indung 

(72) L = — (f 2 3 F 28 + f a F n + f 12 F 12 -\- fuF u -\- f Si F 3 ^), 

und es wird 


(73) 


Sll ~ (f >3 -^23 ~T 1 84^34 + f 12 -^42 /l2^12 /l3^18 —/l 4 ^ 14)1 

S\2 ~ f L3 F 3 2 + /l4^42 5 U * s - £ 

Indexn icb die Pedlitdtsverhciltnisse zum Ausdruck bringe, will ich nocb 


(74) 


8 - 


Sn, 

^12? 

^13 j 

Sl4 


X x) 




g 21 , 

^22? 

^28; 

S%4 




** 

-* 2 ; 

S$ij 

^32? 

$33; 

Su 






S«, 


$43; 

Su 



-iT t , 




scbreiben, wobei dann 
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- Y ( m A - + e,®, - e*® f - e.® j 

X, m x M y + e,®., Y x = nt,2R, + e*® y , u. s . f. 

( 75 ) X, = t y W t - tJSt v , 

T x = m,@ v — w»®., u. s. f. 

= y (nt* + ttt,, 3)c y + ttt 2 3)7. + e*®,. + e s ® y + e,® 2 ) 

und auch 

(76) L = i (tn*9ft a + nt,SR, + m 2 2tt s - e*®* - e y ® y - e 2 ®J 


samtlich reell sind. In den Theorien fur ruhende Korper kommen die 
Yerbindungen X x , X y , Z,, nnter dem Namen 

„Maxwellsche Spannungen“ die GroBen T x , T y} T z als „Poyntingscher 
Vektor% T t als ?? elektromagnetische Energiedichte fur die Yolumeneinheit“ 
vor und wird L als „Lagrangesche Funktion“ bezeiebnet. 

Wir finden nun andererseits durch Zusammensetzung der zu f und 
F dualen Matrizen in nmgekehrter Polge sofort 


$11 $12? $13? $14 

’ $21 ? $22 ^-'? $23? $24 

$S1? $32? $33 A $34 

$41 ? $42 ? $43 ? $44 i 

und konnen hiernach setzen 

(78) fF= S — L, F*f* = — S — L, 

indem wir unter L das Vielfache L • 1 der Einheitsmatrix, d. b. die Matrix 


(77) _F*/’* = 


der Elemente 



verstehen. 


Daraus folgern wir weiter, indent bier SL — LS ist. 


F*f*fF= {—S — L) (S-L) = -SS + L% 


und finden, da f*f= Det 2 f y 1P*.F== Det 2 .Fist, die interessante Beziebung: 

JL Jl 

(79) SS - L 2 - Det 2 f Det 2 F y 

d. b. das Frodukt der Matrix S in sicli selbst 1st ein Vielfaehes der Fin- 
heitsmatrix, eine Matrix, in welch er auBerhalb der Hauptdiagonale alle 
Elemente Null und in der Diagonale alle Elemente gleicb sind und als 
gemeinsamen Wert die hier recbts angegebene GroBe baben. Fs gelim 
also allgemein die Eelationen 


25* 
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(80) S hl S tk +^ A2 S. 2k + S h § S sk + S h4 S 4:k - =0 
hei ungleichen Indues h, Jc aus der Beihe 1, 2, 3, 4 und 

(81) S^S, h + S h2 S 2h + S AS S sh + 8 u 8 ih = L' 2 — Defc *7 Det ^ F 
filr h = 1, 2, 3, 4. 

Indem wir jetzt anstatt F und f in den Verbindungen (72), (73) 
mittels (55) ? (56), (57) die eleJctrische Ruh-Kraft <J>, die magnetische Buh- 
Kraft V, den Ruh-Strahl Q einfiihren, gelangen wir zu den Ausdriicken: 

(82) L = -\e<$>$>+\ l i'VV, 

'(83) s kt — ±s**e»-±i>'V'Ve il 

+ ^w k w k ) + ft(H' A H' i - - VVtv h w k ) 

- ~ «f *»*% Qh It = 1,2, 3,4); 

darin sind nock einzusetzen 

OO - <V + (f > 2 2 + <D,» + ^ Y Y = V + My + My + My, 

e u h ~ ^ = 0 (& 4 s &)• 

Namlich jedenfalls ist die rechte Seite von (82) ebenso wie L eine 
Invariante bei den Lorentz-Transformationen und stellen die 4x4 Ele- 
mente reckts in (88) ebenso wie die S hk eine Raum-Zeit-Matrix II. Art 
dar. Mit Riicksickt bierauf geniigt es sckon, um die Reiationen (82), 

(83) allgemein behaupten zu konnen, sie nur fiir den Pall w x = 0, w 2 = 0, 

— 0, = i zu verifizieren. Fur diesen Fall tt> = 0 aber kommen (83) 

und (82) durcli (47), (51), (60) einerseits, e = £©, = andererseits 

unmittelbar auf die Grleickungen (75) und (76) hinaus. 

Der Ausdruck rechts in (81), der 

(y (m»t-e@)) 2 -f (era) (@SW) 

ist, erweist sick durck (em) = fOY, (©SDi) ^^cpM* als ^0; die Quadrat¬ 
ic 

wurzel aus ihm, 0 genommen, mag im Hinblick auf (79) mit Det 4 S 
bezeichnet werden. 

Fkr S, die transponierte Matrix von 8 , folgt aus (78), da f = —f, 
F *= — F ist, 

( 84 ) Ff-B — L, f*F* = -S-L. 

s s = s s hk — s kh | 


Sodann ist 
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eine altemierende Matrix und bedeutet zugleicb einen Raum-Zeit-Vektor 
II. Art. Aus den Ausdrueken (83) entnebmen wir sofort 

(85) S — S= — (s(i — T) [w, Q], 
woraus noch (vgl. (57), (58)) 

(86) w(S-B)* = 0, 

(87) w(S — 8) = (sfi - 1)Q 

herzuleiten ist. 

Wenn in einem Baum-Zeitpunlde die Materie ruht, ft) = 0 ist, so be- 
dmtet (86) das Bestehen der Gleichungen 

z y ~Y z , X, :Z 9 , r.-x,, 

ferner bat man dann nacb (83): 

T X = Q 1} T y ~Q 2 , T t = %, 

Y t =s fiQ 2 , Z t =^egQ s . 

Nun wird man durcb eine geeignete Drebung des raumlicben Koordinaten- 
systems der x, y, z um den Nullpunkt es bewirken konnen, da6 

z„ = y, = o, x = x = o, r = x = o 

y Z ' 3 3C s Js y 

ausfallen. Nach (71) hat man 

(88) X x + 3T y + + T* = 0 

und nach dem Ausdruck in (83) ist hier jedenfalls T t > 0. Im speziellen 
Falle, da6 auch Q verschwindet, folgt dann aus (81) 

i 

X/ - Y 2 = Z* - T 2 = (Det 4 S]f 

J i 

und sind T t und von den drei GrroBen X x , Y y , Z z eine = + Det 4 S, die 

zwei anderen = — Det 4 S. Yerschwindet Q nicht ? so sei etwa Q 3 4= 0, 
dann hat man nach (80) insbesondere 

T'Xt- 0, T,Y t -0, Z s T s +T 3 T t = Q 

und findet demnach Q t = 0, Q 2 = 0. Z 3 = — T t . Aus (81) und im Hin- 
blick auf (88) folgt alsdann 

X m --Y 9 -±V'* T S, 

— Z, = T t ==Z Det T S + sgQ s 2 > Det T S. — 

Von ganz besonderer Bedeutung wird endlicb der Baum-Zeit-Vektor 
I. Art 

(89) K — lor S, 

fur den wir jetzt eine "wicbtige Umformung nachweisen wollen. 
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Naeb (78) ist S — L + fF und es folgt zunacbsfc 
lor 8 = lor L + lor fF. 

Das Symbol lor bedeutet einen DifferentiationsprozeB, der in lor fF 
einerseits die Komponenten von f, andererseits die Komponenten von F 
betreffen wird. Entsprechend zerlegt sicb lor fF additiv in einen ersten 
tmd einen zweiten Teil. Der erste Teil wird offenbar das Produkt der 
Matrizen (lor f)F sein ? darin lor f als 1 x4-reibige Matrix fur sicb auf- 
gefaBt. Der zweite Teil ist derjenige Teil von lor fF\ in dem die Diffe- 
rentiationen nur die Komponenten von F betreffen. Nun entnehmen wir 
aus (78) 

fF = — F*f* — 

infolgedessen wird dieser zweite Teil von lor fF sein — (lor F*)f* + dem 
Teil von ~21ori ; in dem die Differentiationen nur die Komponenten 
von F betreffen. Danacb entstebt 


(90) lor S - (lor f)F - (lor F*)f* + N, 

wo N den Vektor mit den Komponenten 




is p i d/si p i ^/is p I v / 14 p | 

dx h + dx h + Tx h + TT*.’ ^14 + 


, dF,< 

h& J.x" 


dx h ' 


BF„ 


31 


-ft 


Bfl 4 TP I dfji 

dx h 24 1 dx h 
8F 1S y. 8F,i y. dF. 


F 2i + 


34 


_ f ^ y i4 f _ .f d F s4 \ 

u d x h ' 24 dx h ' S4 / 


dx k /12 dx h 

(&-1, 2, 3, 4) 


bedeutet. Durcb Benutzung der Grrundgleicbungen {A} und {B} gebt 

(90) in die fundamentale Relation 

(91) lor S = — sF + N 
liber. 

Im Grenzfalle s = 1 7 — 1 ? wo *f = F ist, verscbwindet N identiscb. 

Allgemein gelangen wir auf Grand von (55), (56) und im Hinblick 
auf den Ausdruck (82) von A und auf (57) zu folgenden Ausdriicken der 
Komponenten von N: 


(92) 


= - Y d>0 


ds 

Fx h 


W 


d_p 

dx,, 


+ (ell -1) (y g + q 2 


dw t 0 d ID s 
dx k "*■ 3 dx h 


+ 


Bvia 

SxJ 


fur h = 1, 2, 3. 4. 


Machen wir nocli von (59) Gebraucli und bezeichnen den Raum-Yektor, 
der Q 1; Q 2 , Q s als x-, y-, ^-Komponenten hat, mit 2B, so kann der letzte, 
dritte Bestandteil von (92) auch auf die Gestalt 
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(93) 


/l— iD 2 \ dx h J 


gebraebt werden, wobei die Klammer das skalare Produkt der darin auf- 
gefubrten zwei Yektoren anzeigt. 


§ 14. 

Die ponderomotorischen Krafte. 

Wir stellen jetzt die Relation K = lor S =* — sF + N ausfiibrlieber 
dar; sie liefert die yier Grleiebungen 


(94) 

#i = 

dX z . 
= !># + 

dXy 

dy 

dX t 

dz 










— • 

2 dx 2 cx 

, sa — 

i/i~ 

• i 

ttT 2 

(SB 

0tD\ 
cx1 

(95) 


dx 

dTy 
dy "t 

dz 


-mk. 










■ *y- 

- 1 

(23 

cvo\ 






2 oy 2 dy 

]/r- 

lu 2 


dy) 

(96) 

*8 = 

dz x . 

= -8F + 

dZy 
dy ' 

dZ z 

dz 













-1 

(m 

ifi 






2 3 2 0 z 

i/i— 



czj 

(97) 

l 4 

= _ST, 

dx 

d_Ty 

dy 

_dT z 

dz 

£> 

OSt 

+ 

H 

«* a 

II 

1 

, ~r % s 








+ 

2 dt T 2 3 1 

£fi- 

yr= 

-1 

lt>* 

(SB 



Es ist nun meine JMeinung, daft bei den elektromagnetischen Vorgdngen 
die ponderomotorische Kraft, die an der Materie in einem Baum -Zei tpmkte 
x, y, 8, t angreift, bereehnet fur die VolumeneinJieit, als x-, y~, 8-Kompo - 
nenten die drei ersten Komponenien des 8um Raum-Zeit-VeMor w normalen 
Baum -Zeit - Vectors 

(98) K + (wK)w 

hat und dafi ferner der Energiesaiz seinen Ausdruck in der obigen vierten 
Relation findet. 

Diese Meinung eingehend zu begriinden, sei einem folgenden Auf- 
satze yorbebalten; bier will icli mar noeb durcb einige Aasfuhnmgen zur 
Mecbanik dieser Meinnng eine gewisse Stiitze geben. 

Im Grenzfalle £ — 1, g = 1, 6 = 0 ist der Yektor Y — 0 7 § (>tD, 

es wird dadurcb wK = 0 und es decken sicb diese Ansatze mit den in 
der Elektronentbeorie dblicben. 
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Anhang. 

Mechanik und Relativitatspostulat. 

Es ware bocbst unbefriedigend, diirfte man die neue Auffassung des 
Zeitbegriffs, die durcb die Freibeit der Lorentz-Transformafcionen gekenn- 
zeidb.net ist, nnr fiir ein Teilgebiet der Pbysik gelten lassen. 

Nun sagen viele Autoren, die klassische Mecbanik stebe im Gegensatz 
zu dem Relativitatspostulate, das bier fur die Elektrodynamik zugrunde 
gelegt ist. 

Um bieriiber ein IJrteil zu gewinnen, fassen wir eine spezielle Lorentz- 
Transformation ins Auge, wie sie durcb die Gleicbungen (10), (11), (12) 
dargestellt ist, mit einem yon Null verscbiedenen Yektor t) von irgend- 
einer Ricbtung und einem Betrage q , der < 1 ist. Wir wollen aber fur einen 
Moment noeb keine Verfiigung iiber das Yerbaltnis yon Langeneinbeit 
und Zeiteinbeit getroffen denken und demgemaB in jenen Gleicbungen 

statt t' f q scbreiben ct, ct', wobei dann c eine gewisse positive Kon- 

stante vorstellt und q < c sein muB. Die genannten Gleicbungen ver- 
wandeln sicb dadurcb in 

, , c(h — qt) —qt^+cH 

XV-X6", r t3 ^—====== t = 

yc 2 — q M eye 2 — 

es bedeutet, wie wir erinnern, r den Raumvektor x, y , z und r' den Raum- 
yektor x\ y z. 

Geben wir in diesen Gleicbungen, wabrend wir U festbalten, zur 
Grenze c = oo iiber, so entstebt aus ibnen 

= r*, x u ' -= r D — qt, t' = t. 

Diese neuen Gleicbungen wtirden nun bedeuten einen TJbergang vom raum- 
licben Koordinatensysteme x, y, z zu einem anderen raumlicben Koor- 
dinatensysteme x', y, z mit parallelen Acbsen, dessen Nullpunkt in bezug 
auf das erste in gerader Linie mit konstanter Gescbwindigkeit fortschreitet, 
wabrend der Zeitparameter ganz unberiibrt bleiben soli. 

Auf Grund dieser Bemerkung darf man sagen: 

Die klassische Mechanik postuliert eine Kovarianz der pJiysikalisclien 
-Qesetze fiir die Gnippe der homogenen linearen Transformationen des Ans- 
drucks 

(1) — x 2 — y 2 — z 2 + c 2 t 2 

in sich mit der Bestimmung c = oo. 

Nun ware es geradezu verwirrend, in einem Teilgebiet der Pbysik 
eine Kovarianz der Gesetze fur die Transformationen des Ausdrucks (1) 
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in sicb bei einem bestimmten endlichen c, in einem anderen Teilgebiete 
aber fur c = 00 zu finden. DaB die Newtonsche Mechanik mir diese 
Kovarianz fur c — 00 bebaupten und sie nicbt fur den Pall von c als 
Liebtgescbwindigkeit ersinnen konnte, bedarf keiner Erklarung. Sollte 
aber nicbt gegenwartig der Yersuch zulassig sein, jene traditionelle Ko¬ 
varianz fiir c = 00 nnr als eine durch die Erfahrungen zunacbst gewon- 
nene Approximation an eine exaktere Kovarianz der Naturgesetze fiir ein 
gewisses endlieb.es c aufzufassen? 

Icb mocbte ausfiihren, daB dnrcb eine Beformierung der Mechanik 
wobei an Stelle des Newtonschen Relativitatspostidates mit c = 0 © ein solches 
fiir ein endliches c tritt, sogar der axiomatiscbe Aufbau der Mecbanik er- 
beblicb an Yollendung zu gewinnen scbeint. 

Das Yerbaltnis der Zeiteinbeit zur Langeneinbeit sei derart normiert, 
daB das Relativitatspostulat mit c = 1 in Betracbt kommt. 

Indem icb jetzt geometriscbe Bilder auf die Mannigfaltigkeit der vier 
Variablen x, y, 2 , t ubertragen will, mag es zum leiebteren Yerstandnis 
des Folgenden bequem sein, zunacbst y, 2 vollig auBer Betracbt zu ]assen 
und x und t als irgendwelcbe schiefwinklige Parallelkoordinaten in einer 
Ebene zu deuten. 

Ein Raum-Zeit-Nullpunkt 0 (x 9 y, 2,t= 0, 0, 0, 0) wird bei den 
Lorentz-Transformationen festgebalten. Das Gebilde 

( 2 ) + t> 0 7 

eine hyperioloidische Schale, umfaBt den Raum-Zeitpunkt A(x,y,z 7 t = 0,0,0,1) 
und alle Raum-Zeitpunkte A\ die nacb Lorentz-Transformationen als 
(V, y\ /, t' = 0, 0, 0, 1 ) in den neu eingefubrten Bestimmungsstucken 
x, y', 2 , f auftreten. 

Die Ricbtung eines Radiusvektors OA' von 0 nacb einem Punkte 
A’ von ( 2 ) und die Ricbtungen der in A! an (2) gebenden Tangenten 
sollen normal zueinander LeiBen. 

Yerfolgen wir eine bestimmte Stelle der Materie in ibrer Baku zu 
alien Zeiten t. Die Gesamtbeit der Raum-Zeitpunkte x , y , 2 7 t, die der 
Stelle zu den verscbiedenen Zeiten t entsprecben, nenne icb eine Baum - 
Zeitlinie. 

Die Aufgabe, die Bewegung der Materie zu bestimmen, ist dabin 
aufzufassen: JEs soil fiir jeden Baum-Zeiipunkt die RicMung der daselbst 
durchlaufenden Raum-ZeiUinie festgestellt warden. 

Einen Raum-Zeitpunkt P {x, y } 2 , t) auf Bulie transformieren ? beifit, 
durcb eine Lorentz-Transformation ein Bezugsystem x 7 y ? /, f einfiihren 
derart, daB die tf -Acbse OA’ die Ricbtung erlangt, die in P die dort 
durcblaufende Raum-Zeitlinie zeigt*. Der Raum t' = konst., der durcb P 
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zu legen isfc, soli datm der in P anf der Raum-Zeitlinie normale Raum 
heiBen. Dem Zuwachs dt der Zeit t von P aus entspricht der Zuwachs 

(3) dt = yW- dx 2 - df - d? = dty'l - 

des hierbei einzufiihrenden Parameters t\ Der Wert des Integrals 

J*clt ]/— ( dx 1 2 + dx 2 2 + dx. g 2 + da? 4 *), 

auf der Raum-Zeitlinie von irgendeinem festen Anfangspunkte P° an bis 
zum variabel gedacbten Endpunkte P gerechnet, heiBe die Eigemeit der 
betreffenden Stelle der Materie im Raum-Zeitpunkte P. (Es ist das eine 
Yerallgemeinerung des yon Lorentz fiir gleichformige Bewegungen gebil- 
deten Begriffs der Ortszeit) 

Nehmen wir einen raumlich ausgedehnten Korper P° zu einer be- 
stimmten Zeit t° } so soil der Bereich aller durch die Raum-Zeitpunkte P°, t° 
fuhrenden Raum-Zeitlinien ein Raum-Zeitfaden heiBen. 

Haben wir einen analytischen Ausdruck & t (x } y,z 7 t\ so daB Q(x,y,z,t) = 0 
yon jeder Raum-Zeitlinie des Padens in einem Punkte getroffen wird, wobei 



ist, so wollen wir die Gresamtheit Q der betreffenden Treffpunkte einen 
Querscfmitt des Padens nennen. An jedem Punkte P(cc 7 y, z, t) eines 
solchen Querschnitts konnen wir durch eine Lorentz-Transformation ein 
Bezugsystem x, y 7 z, t' einfiihren, so daB hernach 


1®. = o 

dx' 


ae 


v = 0, 


= 0 , 


a© 


r > 0 


a© 

By' ~ %I > 8e' - v > df 

wird. Die Richtung der betreffenden, eindeutig bestimmten £'-Achse 
heifie die obere Normale des Quersebnitts Q im Punkte P und der Wert 


dJ = J J J dx dy dz fiir eine Umgebung von P auf dem Querschnitt 
ein Inhaltselement des Querschnitts. In diesem Sinne ist P°, t° selbst 
als der zur £-Achse normale Querschnitt t=t° des Fadens und das Yolumen 
des Korpers R° als der Inhalt dieses Querschnitts zu bezeichnen. 

Indem wir den Raum R° nach einem Punkte hih konyergieren lassen, 
kommen wir zum Begriffe eines unendlich diinnen Ranm-Zeitfadens. In 
einem solchen denken wir uns stets eine Raum-Zeitlinie irgendwie als 
Hauptlinie ausgezeicknet und yerstehen unter der Eigenzeit des Fadens 
die auf dieser Hauptlinie festgestellte Eigenzeit, unter den Normal - 
querschnitten des Padens seine Durchquerungen durch die in den Punkten 
der Hauptlinie auf dieser normalen Raume. 


*) Die Bezeichnung mit Indizes und die Zeichen to, w nehmen wir wieder in 
dem fruher festgesetzten Sinne in G-ebrauch (s. § 3 und § 4). 
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Wir formulieren nunmekr das Prinzip von der Erhaltung der Massen, 
Jedem Raume II zu einer Zeit t gehort eine positive GroBe, die 
Masse in B mr Zeit t, zu. Konvergiert B nach einem Puntie x, y, s, t 
tin, so nahere sich der Quotient aus dieser Masse und dem Volumen von 
B einem Grenzwert y(x, y, z, t), der Massendiclite im Raum-Zeitpuntte 
y> 

Das Prinzip von der Erhaltung der Massen besagt: Fur einen un- 
endlich dunnen Baum-Zeitfaden ist das Prodiikt udJ aus der Massen- 
dichte y an einer Stelle x, y, 0 , t des Fadens (d. h. der Hauptlinie des 
Fadens) und dem Inhalt dJ des dureh die Stelle gehenden mr t-Achse 
normalen Quersclmitts stets langs des ganzen Fadens Constant. 

Nun wird als Inhalt dJ n des durch x, y, 0 , t gelegten Normalquer- 
schnitts des Fadens 

(4) dJ n = L=r dl=- w 4 dJ = p dJ 

W V 1 — tD 2 dx 

zu recbnen sein und es moge 


gV 1-tV 2 


als Buh-Massendiclite an der Stelle x, y ; z, t definiert werden. Alsdann 
kann das Prinzip von der Erhaltung der Massen aueb so formuliert werden: 

Fur einen unendlich dunnen Baum-Zeitfaden ist das Prodiikt aus der 
Buh-MassendicMe und dem Inhalt des Normalquersclmitts an einer Stelle 
des Fadens stets Icings des ganzen Fadens konstant 

In einem beliebigen Raum - Zeitfaden sei ein erster Querscknitt Q° 
und sodann ein zweiter Querscbnitt Q 1 angebracbt, der mit Q° dessen 
Punkte auf der Begrenzung des Fadens ; aber nur diese gem ein hat, 
und die Raum-Zeitlinien innerbalb des Fadens mogen auf Q 1 groBere 
Werte t als auf Q° zeigen. Das von Q° und Qf zusammen begrenzte, 
im Endlichen gelegene Grebiet soli dann eine Baum-Zeit-Sichd, Q° die 
untere, Q 1 die obere Begrenzung der Sichel beiBen. 

Denken wir uns den Faden in viele sebr diinne Raum-Zeitfaden zer- 
legt, so entspricbt jedem Eintritt eines dunnen Fadens in die untere Be¬ 
grenzung der Sicbel ein Austritt aus der oberen, wobei fur beide das im 
Sinne von (4) und (5) ermittelte Produkt vdJ n jedesmal gleieben Wert 

bat. Es verschwindet daber die Differenz der zwei Integrate J*vdJ nt 
das erste erstreckt tiber die obere ? das zweite liber die untere Begrenzung 
der Sicbel. Diese Differenz findet sicb nacb einem bekannten Tbeoreme 
der Integralrecbnung gleicb dem Integrale 
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erstreckt iiber das gauze Gebiet der Sichel, wobei (vgl. (67) in § 12) 

dvto 2 , dvu> & , dvw 4 


lor vw 


dvW 1 , U V I v Z_ w & I 

' dx 2 


dx s ' d% 4 

ist. Wird die Sichel auf einen Raum-Zeitpunkt x 7 y, 0 , t zusammen- 
gezogen, so folgt hiernach die Differentialgleichung 

(6) lor i/w = 0, 

d. i. die Kontinuitatsbedingung 

dpxo x . dptthj , 

jj _|-— f- 2^ T" a* u • 


+ 


2 a; f ^ 2 / 1 3* 1 9* 

Wir hilden ferner, iiber das gauze Gebiet einer Raum-Zeit-Sichel 
erstreckt, das Integral 

(7) N— ffff vdxdydzdt. 


Wir zerschneiden die Sichel in diinne Raum-Zeitfaden und jeden dieser 
Faden weiter nach kleinen Elementen dx seiner Eigenzeit, die aber noch 
gegen die Lineardimensionen der Normalquerschnitte groB sind ? setzen 
die Masse eines solchen Fadens vdJ n = dm nnd schreiben noch z° nnd z 1 
fur die Eigenzeit des Fadens auf der unteren bzw. der oberen Begrenzung 
der Sichel; alsdann ist das Integral (7) auch zu deuten als 

J*J vdJ n dt = j (z l — r°)dm 

iiber die samtlichen Faden in der Sichel. 

Nun fasse ich die Raum-Zeitlinien innerhalb einer Raurn-Zeit-Sichel 
gleichsam wie substanzielle Kurven ans subs tan ziellen Punkten bestehend 
auf und denke sie mir einer kontinuierlichen Lagenyeranderung innerhalb 
der Sichel in folgender Art unterworfen. Die ganzen Kurven sollen 
irgendwie unter Festhaltimg der Fndpunkte auf der unteren und der oberen 
Begrenzung der Sichel verriickt und die einzelnen substanziellen Punkte 
auf ihnen dabei so gefiihrt werden, daB sie stets normal 0u den Kurven 
fortschreiten. Der ganze ProzeB soli analytisch mittels eines Parameters # 
darzustellen sein und dem Werte & = 0 sollen die Kurven in dem wirklich 
stattfindenden Yerlauf der Raum-Zeitlinien innerhalb der Sichel entsprechen. 
Ein solcher ProzeB soli eine virtueUe Verruckang in der Sichel heifien. 

Der Punkt x 7 y 7 0 , t in der Sichel fur fr = 0 moge beim Parameter- 
werte S' nach x + y + 8y y 0 + dz 7 t + dt gekommen sein; letztere 
Gbrofien sind dann Funktionen von x 7 y, z, t 7 Fassen wir wieder 
einen unendlich dfinnen Raum-Zeitfaden an der Stelle x 7 y 7 0 7 t auf mit 
einem Normalquerschnitte yon einern Inhalte dJ n und ist dJ n +SdJ n 
der Inhalt des Normalquerschnitts an der entsprechenden Stelle des 
yariierten Fadens, so wollen wir dem Prinzipe von der JErhaUung der 
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Massen in der Weise Reclmung tragen, daB wir an dieser yariierten Stelle 
eine Ruk-Massendicbte v + Sv gemaB 
(8) (y + Sv) ( dJ n + SdJ n ) = vdJ n = dm 

annebmen, nnter v die wirkliebe Rub-Massendiebte an x, y, s, t ver- 
standen. Zufolge dieser Festsetzung variiert dann das Integral (7) ? iiber 
das Gebiet der Sicbel erstreckt, bei der yirtuellen Verruekung als eine 
bestimmte Funktion N + dN von O und wir wollen diese Funktion 
N + dN die Massemvirlcung bei der yirtuellen Verriickung nennen. 

Zieken wir die Schreibweise mit Indizes beran, so wird sein: 

^ dx , Ms JO. /ft—1,2,3,4\_ 


(9) <*(*»+***)“**»+ 2 


| Xh J a, fk l,-,o ? 4\ 
+ ~W d * \h — 1, 2, 3, 4/ 


Nun leuchtet auf Grand der schon gemachten Bemerkungen alsbald 
ein, dafi der Wert von N + dN beirn Parameterwerte & sein wird: 


dN = S'fjlf' v dxdydzdt, 


iiber die Siehel erstreckt, wobei d (t + 8 r) diejenige GroBe bedeutet, die 
sick aus 

]/— (dx ± -j- dSx-^f — (dx 2 + ddx 2 ) 2 — (dx s + ^daj 3/ ) 3 — (dx± -4- ddx^)~ 
mittels (9) und 

dx 1 = w 1 dr, dx i = iv 2 dt, dx s — w 3 dr, dx i = w i dr, dd- = 0 
ableitet; es ist also 


(U) 


y-2(-+2’-£*Y ( 

r h * 


ft - 1,2, 3,4 
h - 1,2, 3,4. 


Nun wollen wir den Wert des Differentialquotienten 

(M) 

einer XJmformung nnterwerfen. Da jedes 8x h als Funktion der Argumente 
x 1} x 2 , x 3 , x l} & fiir & = Q aEgemein verscbwindet, so ist aueh aEgemein 


= 0 fur & = 0. Setzen wir nun 


( d§x h \ 

\ /&—o 


(ft-1,2, 3, 4), 


so folgt auf Gr an d yon (10) und (11) fiir den Ausdruck (12). 

-jjjy 2 *‘) *****•*■ 

Fiir die Systeme x u x,, x s , x t auf der Begrenzung der Siehel soEen 
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Sx ± , dx 2 , 6x a , 6 X 4 bei jedem Werte & verschwinden und sind daber 
auch |j, |g, | 3 , g 4 uberall Null. Danacb verwandelt sich das letzte Integral 
durch partielle Integration in 


SSSS2 


, , dvw h w g dvw k w 4 

dx x ‘ dx% 1 




dx. 


) dxdydzdt. 


Darin ist der Klammerausdruck 


= w 




7c 


7 c 


W 


dwj, 

‘ k dx,. 


Die erste Summe bier verscbwindet zufolge der Kontinuitatsbedingung (6), 
die zweite laBt sicb darstellen als 


dw^ dx, dWh dx, , dwh dx, dw, ± dx± = dw^ = jZ (dx h \ 

dx, dt ' dx, dx ' dx, dr dx 4 dr dx dx\dx /’ 

d 

wobei durch Differentialquotienten in Richtung der Raum-Zeitlinie 

einer S telle angedeutet werden. Filr den Differentialquotienten (12) resultieri 
damit endlich der Ausdruck 


(14) 



{ + £ 4 ) dxdydzdt. 


Fur eine yirtuelle Yerriickung in der Sichel hatten wir noch die 
Forderung gestellt, daB die substanziell gedachten Punkte normal zu den 
aus ihnen bergestellten Kurven fortsckreiten sollten; dies bedeutet filr 
'fr = 0 ? daB die der Bedingung 

(15) lV t + W 2%2 + W B % + £4 ~ ^ 

zu entsprecben haben. 

Denken wir nun an die Maxwellschen Spannungen in der Elektro- 
djnamik ruhender Korper und betracbten wir andererseits unsere Er- 
gebnisse in den §§ 12 und 13 ; so liegt eine gewisse Anpassung des 
Hamiltonschen Frinmpes fur kontinuierlich ausgedehnte elastische Medien 
an das Relativitatsposiulat nahe. 

An jedem Raum-Zeitpunkte sei (wie in § 13) eine Raum-Zeit- 
Matrix II. Art 


s u , 

^12 7 


^ 4 


X x , 

z x , 

X, 

-W. 

Sn, 

^22 7 

$23 7 

Su 


X,’ 


z,> 


s sl , 

^327 

$33? 

Su 


x, 

z, 

z„ 

-%T. 

S«, 

^427 

$43? 

s u 



-iY„ 

-iZ t , 



(16) S « 

bekannt, worm X x , Y xJ . . Z z , T x , . . X t , . . T t reelle Grofien sind. 
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Fiir eine virtuelle Verriickung in einer Raum-Zeit-Sichel bei den 
vorhin angewandten Bezeichnungen moge der Wert des Integrals 


(17) 




Q d ( x k$ x k)\ 


dxdxjdzdty 


fiber das Gebiet der Sickel erstreckt, die Spannungsicirhmg bei der vir- 
tuellen Yerriickung beiBen. 

Die bier vorkommende Summe ; ausfiihrlicber und mit reellen GrcBen 
geschrieben, ist 

X a +T v +Z t +T t 


+ 


^ Ifx + ^y JTy~ 


+ * * * + Z 


dSz 

dz 


Y d S x r p d St | rp d Si 

^ dt h ±x dx 1 rJ-t-jf 


Wir wollen nun folgendes Minimalprinzip fiir die Meclianik ansetzen: 

Wird irgendeine Raum-Zeit-Sichel abgegrenzt, so soil bei jeder inr- 
tuellen Verriickung in der Sichel die Summe aus der Massemvirkung und 
aus der Spannungswirkung fiir den ivirklich staitfindenden Verlauf der Raum- 
Zeitlinien in der Sichel stets ein Extremum sein. 

Der Sinn dieser Aussage ist, daB bei jeder virtuellen Yerriickung in 
den yorbin erklarten Zeicben 


a [o in -j- o vv ) 
d& 

sein soli. 

Nacb denMetboden der Variationsrecbnung folgen aus diesern Minimal- 
prinzipe unter Riicksicbtnabme auf die Bedingung (15) und mitt els der 
Umformung (14) sogleicb die folgenden Tier DifFerentialgleichungen 

(19) v ^ = K h + xio t (h = 1, 2, 3, 4), 



' S — O 


=0 


wo 


( 20 ) 


K, 


dS t . dSju ■ | 

dx x dx 2 dx s dx± 


die Komponenten des Raum-Zeit-Yektors I. Art AT = lor$ sind und 
% ein Faktor ist, dessen Bestimmung auf Grand von ww — 1 zu er- 

folgen bat. Durcb Multiplikation von (19) mit w h und nacbberige 
Summation fiber h=>l, 2, 3, 4 findet man % = Kw und es wird 
AT + (fKw) w offenbar ein zu w normdler Raum- Zeit -Yektor I. Art. 
Scbreiben wir die Komponenten dieses Yektors 

X, Y } Z, iT, 
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so gelangen wir nunmebr zu folgenden GeseUen fur die JBewegung der 
Materie: 

d dX -ry 


( 21 ) 

Dabei gilt 
und 


dr dr 

A ^ y 

V ,1* Jr M 9 


dr dr 

d dz 
dr dr 

d dt 
dr dr 


-z, 

= T. 


(dx\* , /dy\* , /dzy (dt\* 

IS?) + (j r> + \dr) = W) 


X — 4- X — + Z-- = T — 

- 7 ‘ dr ' Jr ? 


dr 


dr 


dr '■ 


und auf Grand dieser Umstande wilrde sicb die vierte der Gleicbungen (21) 
als eine Folge der drei ersten darunter ansehen lassen. 

Aus (21) leiten wir weiter die Gesetze fur die Bewegung eines 
materiellen PunJctes, das soil heiBen fur den Yerlauf eines unendlieh 
diinnen Raum-Zeitfadens ab. 

Es bezeicbne x, y, z, t einen Punkt der im Faden irgendwie an- 
genommenen Hauptlinie. Wir bilden die Gleicliungen (21) fur die Punkte 
des Normalguerschiitts des Fadens durcii x, y, 2 , t und integrieren sie, 
mit dem Inhaltselement des Querscbnitts multipliziert, iiber den ganzen 
Raum des Normalquersebnitts, Sind die Integrale der recbten Seiten 
dabei B y , P z , B t und ist m die konstante Masse des Fadens, so 
entsteht 


m 


d dx 
dr dr 


~~ Rx9 


( 22 ) 


d dy -r> 
m d^d^ = R v’ 

d dz -o 
m -y- -j- = R . 
dr dr z 7 


d dt 

m 3— 
dr dr 


B r 


Dabei ist wieder B mit den Komponenten B x , B y , B z , iB t ein Raum- 
Zeit-Yektor I. Art, der zn dem Raum-Zeit-Vektor I. Art w, Gescliwin- 
digkeit des materiellen Punktes, mit den Komponenten 

dx dy dz . dt 
dr 7 dr 7 dr 7 ^ dt 7 
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normal ist. Wir wollen diesen Yektor R die bewegende Kraft des materiellen 
Punktes nennen. 

Integriert man jedoch die Gleichungen statt fiber den Normalquer- 
scbnitt des Fadens entsprechend fiber den zur t-Achse normalen Querschnitt 
des Fadens, der durcb x, y, z, t gelegt ist, so entstehen (s. (4)) die 

Gleichungen (22), multipliziert noch mit insbesondere als letzte 

Gleickung darunter 


m 


dt 


© — XO z R xl[i + E y 


dr 

dt 




Man wird nun die rechte Seite als Arbeitsleistung am materiellen Punkte 
fur die Zeiteinheit aufzufassen haben. In der Gleichung selbst wird man 
dann den Energiesatz fur die Bewegung des materiellen Punktes sehen 
und den Ausdruck 


m (£ - 1 ) “ - J ) -»(t M* + i M 4 + • • ■) 

als kinetische Energie des materiellen Punktes ansprecken. 

Indem stets dt > dr ist, konnte man den Quotienten - 1 7~ ^ als das 

d r 

Vorgeken der Zeit gegen die Eigenzeit des materiellen Punktes kezeicknen 
und dann sick ausdrucken: Die kinetiscke Energie eines materiellen 
Punktes ist das Produkt seiner Masse in das Vomeken der Zeit o-eo-en 

o o © 

seine Eigenzeit. 

Das Quadrupel der Gleickungen (22) zeigt wieder die durch das 
Relatiyitatspostulat geforderte yolle Symmetric in x, y, z, it, tcobei der 
vierten Gleichung , wie wir dies bereits in der Elektrodynamik analog an- 
trafen, gleichsam eine hohere pliysihalische Evident zuzuschreiben ist Auf 
Grand der*Eorderung dieser Symmetric ist nack dem Muster der yierten 
Gleichung sckon sofort das Tripel der drei ersten Gleichungen aufzubauen 
und im Hinblick auf diesen Umstand ist die Bekauptung gerecktfertigt : 
Wird das BelativitdtspostuZat an die Spitze der Mechanik gestellt, so folgen 
die vollstdndigen Bewegungsgesetze allein aus dem Satze von der Energie. 

Ich mockte nicht unterlassen, noch plausibel zu macken, daB nickt 
yon den Erseheinungen der Gravitation ker ein Widerspruch gegen die 
Annahme des Relatiyitatspostulates zu erwarten ist. 15 *) 

Ist B* (x* ? y*, z* } t*) ein fester Raum-Zeitpunkt, so soli der Bereich 
aller derjenigen Raum-Zeitpunkte B(x, y, z, i), fur die 


*) In einer ganz anderen Weise, als ick hier yorgehe, kat H, Poincare (Eendi- 
conti del Circolo Matematico di Palermo, T. XXI (1906), p. 129) das Kewfconsche 
Attraktionsgesetz dem Relatiyitatspostnlate anzupassen veisncht. 

Minkowski, G-esammelte ATsh&iidluiigen. II. 


26 
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(23) (x - x*y + (y - y*y + o - ^*) 2 = (t - t*y , t — t*>0 

ist, das Strahlgebilde des Raum-Zeitpunktes B* keiBen. 

Yon diesem Gebilde wird eine beliebig angenommene Raum-Zeitlinie 
stets nur in einem einzigen Raum-Zeitpunkte B gescknitten, wie einerseits 
aus der Konvexitcit des Gebildes, andererseits aus dem Umstande kervor- 
gebt ? daB alle Richtungen der Raum-Zeitlinie nnr Ricbtungen you B* 
uack der konkaven Seite des Gebildes sind. Es heiBe dann B* ein Licht- 
punkt von B. 

Wird in der Bedingung (23) der Punkt B(x, y, z, t) fest, der Punkt 
B* (%*, y* } t*) Yariabel gedaekt, so stellt die namlicke Relation den 

Bereicb aller Raum-Zeitpunkte B* dar, die Lichtpunkte yon B sind, und 
es zeigt sick analog, daB auf einer beliebigen Raum-Zeitlinie stets nur 
ein einziger Punkt B* vorkommt, der ein Licbtpunkt you B ist. 

Es moge nun ein materieller Punkt F von der Masse m bei Yor- 
liandensein eines anderen materiellen Punktes F* you der Masse m* eine 
bewegende Kraft nacb folgendem Gesetze erfakren. Stellen wir uns die 
Ranm-Zeitfaden you F und F* mit Hauptlinien in iknen vor. Es sei 
BC ein unendlick kleines Element der Hauptlinie von F, weiter B * der 
Licktpunkt yon B, C* der Licktpunkt yon C auf der Hauptlinie yon F* f 
sodann OA der zu B*C* parallele Radiusyektor des kyperboloidiscken 
Grundgebildes (2), endlick Z)* der Scknittpunkt der Geraden B*C* mit 
dem durck B zu ikr normal gelegten Raume. Die bewegende Kraft des 
MassenpunUes F im Baum-Zeitpunkte B moge nun sein derjenige m BC 
normals Raum-Zeit-Vektor I. Art 7 der sich additiv msammensetzt aus dem 
Vehtor 

(24) m m : 

in Richtung BD * und dam einem geeigneten Vektor in Richtung B*C * 
Dabei ist unter OA/B*D* das Yerkaltnis der betreffenden zwei parallelen 
Yektoren yerstanden. 

Es leucktet ein, daB diese Pestsetzung einen koyarianten Okarakter 
in bezug auf die Lorentzscke Gruppe tragt. 

Wir fragen nun, wie sick kiernack der Raum-Zeitfaden von F ver- 
kalt, falls der materielle Punkt F* eine gleickformige Translationsbewegung 
ausfukrt, d. k. die Hauptlinie des Fadens von F* eine Gerade ist. Wir 
verlegen den Raum-Zeit-NuRpunkt 0 in sie und konnen durck eine Lorentz- 
Transformation diese Gerade als tf-Ackse e mf iikren. Nun bedeute x, y, z, t 
den Punkt B und es sei t* die Eigenzeit des Punktes B*, von 0 aus 
.gerecknet. Unsere Festsetzung fukrt kier zu den Gleichungen 
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(25) 

imd 

(26) 
wobei 

(27) 
und 

(28) 


Grundgleichungen fur die elektromagnetisehen Vorgange. 

d 2 x m*x d*y m*y d*z m*z 

(t — z *) 3 ? d7 2 “ “ (t — t*) 8 ' ^ - TfZT^p 

cPtf m* d (£— r*) 

d? “ Si ? 

+ «/ 3 + ^ = (*~ T *) 2 
©■+©'+©=©- 1 


ist. Die drei Grleickungen (25) lauten in Anbetracht von (27) genan wie 
die Gleicbungen fur die Bewegung eines materiellen Punktes unter An- 
ziebung eines festen Zentrums nacb dem Newtonscben Gresetze, nur daB 
statt der Zeit t die Eigenzeit r des materiellen Punktes tritt. Die vierte 
Grleicbung (26) gibt sodann den Zusammenhang zwiscben Eigenzeit und 
Zeit fiir den materiellen Punkt. 

Es moge nun die Balm des Raumpunktes x, y, z fur die verscbiedenen r 
eine Ellipse mit der groBen Halbacbse a ; der Exzentrizitat e sein und in 
ihr JE die exzentrisclie Anomalie bedeuten, T den Zuwachs an Eigenzeit 
fiir einen vollen Umlauf in der Babn, endlich nl = 2it sein ; sodaB bei 
geeignetem Anfangspunkte von r die Keplersche Grleichung 

(29) nr = E — e'sin E 

bestebt. Verandem wir noch die Zeiteinbeit und bezeicbnen die Licbt- 
gescbwindigkeit mit c, so entstebt aus (28): 


(30) 


'dt\' 2 -j m* 1 + ecos^ 
~~ ac 2 1 — ecos E 


Unter Yernachlassigung von c 4 gegen 1 folgt dann 


ndt = ndr 



wr 

etc 2 


1 -p e cos E \ 

1 — e cos E ) 7 


woraus mit Benutzung von (29) sicb 

( 1 ^ \ • ~n 

1 + T 5c 5 ) nx + O? sm E 

ergibt. Der Eaktor bierin ist das Quadrat des Verhaltnisses einer ge- 

wissen mittleren Geschwindigkeit von F in seiner Babn zur Licbtge- 
sehwindigkeit. Wird fiir m* die Masse der Sonne, fiir a die balbe groBe 
Acbse der Erdbahn gesetzt, so betragt dieser Eaktor 10 8 .^ ^ 
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Ein Anziekungsgesetz fur Massen gemaB der eben erorterten and mit 
dem Relativitatspostulate verbundenen Formulierung wiirde zugleicb eine 
Fortpflanmng der Gravitation mit Lichtgeschwindigkeit bedeuten. In An- 
betracbt der Kleinlieit des periodiscben Termes in (81) diirfte eine Entsckei- 
dung gegen ein solebes Gesetz und die vorgeseklagene modifizierte Meckanik 
zugunsten des Newtonscken Attraktionsgesetzes mit der Newtonscken 
Meckanik aus den astronomiscken Beobacktungen nickt abznleiten sein. 


InhaltsiikersicM. 

. . Seifce 

Emleitung. 

Theorie von Lorentz; Theorem, Postulat, Prinzip der Relativitat.352 

§ 1 . Bezeichnungen..354 


Erster Teil. 

Betrachtung des Grenzfalles Ather. 


§ 2 . Die Grundgleichungen fiir den Ather. 355 

§ 3 . Das Theorem der Relativitat von Lorentz.356 

§ 4 . Spezielle Lorentz -Transformationen.359 

§ 5 . Raum-Zeit-Yektoreii I. und II. Art.362 

§ 6 . Begriff der Zeit.865 


Zweiter Teil. 

Die elektromagnetischen Vorgange. 


§ 7. Die Grundgleichungen fur ruhende Korper.366 

§ 8. Die Grundgleichungen fiir bewegte Korper.36S 

§ 9, Die Grundgleichungen in der Theorie von Lorentz.372 

§ 10 . Die Grundgleichungen nach E. Cohn. 378 

§ 11 . Typische Darstellung der Grundgleichungen.374 

§ 12 . Der Differentialoperator lor.382 

§ 13. Das Prodnkt der Feldvektoren fF .386 

§ 14. Die ponderomotorischen Krafte.391 


Anhang. 

Meelianik und Belativitatspostnlat. 

Raum-Zeit-Linien, Eigenzeit, Anpassnng des Hamiltonschen Prinzipes, Energie- 

satz und Bewegungsglelchungen, Gravitation.392 



















XXXI. 


Eine Ableitung der Grundgleidmngen fur die 
elektromagnetisclien Vorgange in bewegten Korpern 
vom Standpunkte der Elektronentkeorie. 

(Aus dem NachlaB von Hermann Minkowski bearbeitet yon 
Max Born in Gottingen.) 

(Matbematische Annalen, Band 68, S. 526—556.) 

Kurze Zeit vor seinem Tode bat mir Hermann Minkowski gespracbs- 
weise den Grundgedanken der yoiiiegenden Arbeit mitgeteilt. Es bandelt 
sich dabei um eine Ableitung der Grundgleicbnngen fur die elektromag- 
netischen Vorgange in bewegten Korpern, die sich nake an den ron 
H. A. Lorentz eingeschlagenen Weg*) anscblieBt; es sollen namlich aus 
den im freien Ather geltenden Grundgleichungen die Gesetze far bewegte 
Korper dadurch hergeleitet werden, daB die Bewegungen der in der 
Materie eingebetteten Elektrizitat (Elektronen) yerfolgt werden. Minkowski 
behanptete damals, daB der von Lorentz eingescblagene Weg, die Mittel- 
werte der von den Elektronen herriihrenden Effekte zu bestimmen ? rnathe- 
matisch aquivalent sei einer Reihenentwicklung nach einem Parameter, 
der die mittlere Yerscbiebung der Elektronen aus ihren Rubelagen im 
Inneren der Materie miBt. Einige Tage spater teilte er mir mit. daB das 
Glied 1. Ordnung in dieser Reihe in der Tat als dielektrische Polarisation 
gedeutet werden ko nn e; seiner Uberzeugung nach mtisse das Glied 2. Ord¬ 
nung die Magnetisierung darstellen. Aus der Bescbaftigung mit diesen 
Gedankengangen bat ibn der Tod herausgerissen**). 


*) YgL H. A. Lorentz, Enzyklopadie der matbematiscben Wissenscbaften, V2, 
Art. 14, Absehnitt IY, Elektromagnetiscbe Yorgange in ponderablen Korpern, S. 200. 

M. Abrabam, Elektromagnetiscbe Tbeorie der Strablung, Leipzig 1908, 2. Au£L, 
2, Abscbnitt, Elektromagnetiscbe Yorgange in wagbaren Korpern, § 28, S. 238. 

**) In seinem auf der 80. Katurforscber-Yersammlung zu Koln gebaltenen Yortxage 
„Raum nnd Zeit“ (Pbysikaliscbe Zeitscbrift, 10. Jabrg. 1909, S. 104, nnd Jabresbericbte 
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Zur Physik. 


AIs mir von Herrn Hilbert die auf die Elektrodynamik bezuglichen. 
Papiere Minkowskis anyertraut wurden, babe icb sogleicb gesucbt, ob 
darin auf den genannten Gegenstand beziiglicbe Aufzeicbnungen vorbanden 
seien. Icb konnte aber nur wenige Anbaltspunkte linden •, denn diese fiber 
bundert eng mit Eormeln bedeckten Blatter enthalten kein einziges Wort 
des Textes oder der Erklarung der gebrancbten Zeichen. Erst als es mir 
gelungen war, die Minkowskiscben Ideen gemaB seinen mundlieben Mit- 
teilungen zu rekonstruieren, babe icb in seinen Aufzeicbnungen Stellen 
gefunden, die mit den ron mir gewonnenen Formeln identiscb zn sein 
scbeinen. 

Aus diesen Griinden iibergebe icb diese Arbeit unter Minkowskis 
Kamen der Offentlicbkeit. In der Ansdrncksweise nnd den Bezeicbnungen 
werde icb micb nacb Moglicbkeit Minkowskis Gebraucbe anscblieBen, nnd 
icb yerweise dieserbalb auf seine Abbandlung: Die Onmdgleichungen fur 
die elektromagnetischen Vorgdnge in bewegten Korpern *). 


Einleitung. 

In der zitierten Abbandlung bat Minkowski die Grundgleicbungen 
fur die elektromagnetischen Yorgange in bewegten Korpern mit Hilfe 
der in § 8, S. 368, formulierten Axiome aufgestellt. Dabei werden 
die in der Tat wobl nicbt mehr angefocbtenen Grundgleicbungen fur 
rubende Korper (§ 7, Gleicbungen (I) bis (Y), S. 367) als bekannt voraus- 
gesetzt. 

Dieser Standpunkt entspricbt nicbt den Absicbten von H. A. Lorentz, 
der die Yorgange in materiellen Korpern durcb geeignete Hilfsbypotbesen 
ilber Verscbiebungen und Bewegungen der in die Materie eingelagerten 
Elektronen zu erklaren sucbt. Hierbei werden nicbt die aus der Erfabrung 
induktiv gewonnenen Maxwell-Hertzscken Grundgleicbungen ftir rubende 
materielle Korper, sondern die fur den reinen Atber yon Lorentz bypo- 
tbetiscb angenommenen Gesetze, die eine Art Idealisierung der Maxwell- 
scben Gleicbungen sind, als Ausgangspunkt gewablt. Diese Gesetze ver- 
knupfen die Yektoren elektrische Feldstdrke © und magnetische Erregung des 

der deutschenMatbematiker-Yereinigung,Bd. 18, S.75; anclials Sonderabdruck erschienen, 
Leipzig, B. G. Tenbner 1909; diese Ges. Abbandlungen, Bd. II, S. 431) bat Minkowski 
auf die Moglicbkeit einer soleken elektronenth.eoretiscb.en Ableitung der Grund- 
gleicbungen bingewiesen und eine Yeroffentlichung dariiber in Aussicht gestellt. 

*) Kachrichten der 3L Gesellscbaft der Wissenscbaften zn Gottingen, mathe- 
matisch-physikalische Xlasse, 1908, S. 54; diese Ges. Abbandlnngen, Bd. II, S. 352. 
(bn folgenden zitiert als „Gmndgleicbnngen u ; die Seitenzablen der Zitate beziehen 
sicb auf vorstehenden Abdruck.) 
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remen Athers mit dem Konvektionsstrom der Elektrizitat; ist 5 die 
Bcmmdichte und ID der Raumvektor Geschwindigleit der JSleMrinidi (der 
Elektronen), so lauten die Grundgleicbungen fur den Atber: 


(I) 


(II) 

div Gs = q f 

(III) 

i rc i 3 . c %fl ~ 

(IV) 

div?re = o. 


Dabei ist ein geeignetes Bezugsystem rechtwinkliger Raum-Koordinaten 
x, y, 0 und der Zeit t angenommen; die Licbtgeschwindigkeit im leeren 
Raume ist mit c bezeichnet** ***) ). 

Lorentz teilt nun die Elektronen, deren Ladungen und Bewegungen 
in den rechten Seiten der Gleicbungen (I), (II) auftreten, in mebrere 
Gruppen ein. Die erste Gruppe bilden die Leitwngselektronen, die sieb 
wesentlieb unabbangig von der Materie durch diese bindureh bewegen: 
sie konstituieren den „Leitungsstrom“ und ikre Ladungen bilden die 
„wahre Elektrizitat^. Die zweite Gruppe bilden die Polarisationselelrtronen, 
die Gleicbgewiehtslagen im Inneren der materiellen Molektile besitzen, aus 
denen sie dureb die Einwirkung des elektromagnetiscben Feldes verscboben 
werden konnen; die dadurcb abgeanderte Dicbte der Elektrizitat wird als 
die der ?7 freien Elektrizitat^ bezeicbnet. Die dritte Gruppe sind die 
MagnetisierungseleMronen 7 die Umlaufsbewegungen nm Zentra innerbalb 
,der Materie ausfiibren und> analog den Ampereschen molekularen Rreis- 
stromen, zu den Erscbeinungen der Magnetisierung AnlaB geben. Indem 
nun Lorentz die Mittelwerte der Anteile des Konvektionsstromes, die von 
den drei Arten der Elektronen herriihren, in geeigneter Weise uniformi, 
gelangt er zu seinen Grundgleicbungen fur die elektromagnetiscben Yor- 
gange in den materiellen Kdrpern. Wie Minkowskigezeigt bat ; sind 
diese Gleicbungen. fur bewegte Korper nicbt mit dem Relativitatspostulat 
vereinbar; und die Gleichungen, die Lorentz speziell fur nicbtmagnetisierte 
Korper angibt, sind es nur approximate was aber seinerseits nur dureb 

*) In tJbereinstimmung mit H. A. Lorentz haben wir die den Znstand des Albers 
ebarakterisierenden Yektoren in dieser Weise zn bezeichnen, nm sie naebher in den 
Grundgleicbungen fur materielle Korper riebtig deuten zu konnen; daraus entspringt 
die Abweicbung der bier gebrauebten Bezeicbnung von der Minkowskis in § 2 der 
zitierten Arbeit. 

**) Um den Yergleicb mi t der Lorentzscben Tbeorie zu erleichtern* babe icb 
es vermieden, e = 1 zu setzen; dureb den Gebraueb der Minkowskiscben Indizesbe- 
zeiebnung wird die ffcechnung dureb das Mitfuhren von c nicbt belastet. 

***) Grundgleicbungen, Einleitung, S. 353. Ygl. aueh S. 427 vorliegender Arbeit. 
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zwei sich kompensierende Widerspruche gegen das Relativitatsprinzip m- 
stande kommt*). 

Indem wir uns die Anfgabe stellen, die Grundgleichungen fur be- 
wegte Korper allgemein aueh unter Zulassung der Magnetisierung ans 
den Grundgleichungen im Ather abzuleiten, bemerken wir zuerst, daB 
von der charakteristischen Hypothese der Elektronentheorie, der atomisti- 
schen Struktur der Elektrizitat, bei der Lorentzschen Ableitung nur ein 
sehr beschrankter Gebranch gemacht wird; denn durch die Mittelwert- 
bildung liber „physikalisch unendlicli kleine“ Bereiche wird diese Struktur 
vollstandig verwischt, und die Mittelwerte, auf die es allein ankommt, 
werden als stetige Funktionen des Ortes und der Zeit angesehen. 

Wir verzichten daher iiberhaupt darauf, auf die feinere Struktur der 
Elektrizitat einzugehen. Yon den Lorentzschen Vorstellungen benutzen 
wir nur soviet, daB wir annehmen, die Elektrizitat sei ein Kontinuum , das 
die Materie iiberall durehdringt , mm Teil sich frei innerhalb derselben be- 
wegen kann , mm Teil aber an sie gefesselt ist und nur sehr kleine Be- 
wegungen relativ m ihr ausfuhren kann . 

Will man naheren AnschluB an Lorentz erreicken, so kann man alle 
im folgenden vorkommenden GroBen als jene Lorentzschen Mittelwerte 
ansehen; es ist dann aber kier nicht notig, sie als solche durch besondere 
Zeichen von den auf die einzelnen Elektronen bezogenen GroBen zu unter- 
scheiden, weil wir von den letzteren nirgends Gebrauch machen. 


Um von vornherein sicher zu sein, daB alle Formeln mit dem Rela- 
tivitatspostulate in Ubereinstimmung sind, geniigt es, bei der mathematischen 
Formulierung der soeben ausgesprochenen Grundannahme die von Minkowski 
eingefukrte vierdimensionale Yektorrechnung und die von ihm statuierten 
Symmetries vor allem die der Raumkoordinaten x } y } z und der mit ei 
multiplizierten Zeit t 9 in den Yordergrund zu riicken. Dadurch wird die 
Kovarianz der Formeln gegeniiber Lorentz-Transformationen in Evidenz 
gesetzt. 

Ferner setzen wir voraus, daB alle vorkommenden Geschwindigkeiten 
kleiner als die Lichtgesehwindigkeit sind, 

*) Letzteren Mangel hat Herr Ph. Frank (Annalen der Physik (4), Bd. 27, 1908, 
S. 1059) "beseitigt, indem er, dem Lorentzschen Gedankengange sonst im wesentlichen 
folgend, die dem Relativitatspostulate aquivalente Kontraktionshypothese an einer 
fniheren Stelle einfuhrt, als es bei Lorentz gescbieht. 
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durcb 


§ 1. 

Bezeichmingen. 

Nadi Minkowski ersetzen wir 

x, y f 2 , id 


&19 ^2) *^4* 

Mit tt) bezeicknen wir den Raumyektor Gescluvindigkeit der Jfaterie mit 
den Komponenten 

Aus diesen bilden wir den Raum-Zeit-Vektor I. Art w mit den Kom¬ 
ponenten : 



wobei | tn | = YtO x 2 + + 'N 2 den Betrag der Gescbwindigkeit bedeutet. 

Die GroBen w a erfullen die Relation: 

-f~ Wy* 4" 4” ~ — 1. 

Die Geschivindigkeit der Elelrtrizitat haben wir in (I) bis (IV) mit m be- 
zeichnet; diesem Raumyektor ordnen wir in analoger Weise einen Raum- 
Zeit-Vektor I. Art w zu. 

Aus der Dicbte q der Elektrizitat bilden wir die gegeniiber Lorentz- 
Transformationen in variant e Fiih-Dichte: 



Die Raumyektoren magnetiscbe Erregung 3JI und elektriscbe Feldstarbe Q 
fassen wir zn dem Raum-Zeit-Vektor II Art F zusammen ; indem wir 


w x , m y , 

dnrcb 

■^23; -^31? -^12? -^14? -^24? *^S4 

ersetzen. 

Mit Hilfe des Minkowskiscben Differentialoperators lor, der als der 
Raum-Zeit-Vektor I, Art 

JL JL JL A 

dx t ’ d%2 7 dx a ? dx 4 


definiert ist ? konnen wir dann die Grnndgleiebungen (I) bis (IV) in 
folgende symboliscbe Gleicbungen zusammenfassen: 


(A) lorF— — 

(B) lor F* = 0. 
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§ 2 . 

Die Zerlegung der elektrischen Stromixng. 

Die Stromung der Elektrizitat, die durclx den. Ramn-Zeit-Yektor w 
und die Ruh-Dichte q 0 charakterisiert ist, denken wir uns aus zwei sick 
superponierenden Teilen zusammengesetzt. 

Der 1. Teil, der aus den Lorentzschen ,,Leitungselektronen“ gebildet 
zu denken ist, habe die Rub-Dichte und der zugehorige Raum-Zeit- 
Yektor Geschwindigkeit sei mit w (z) bezeichnet. Uberhaupt werden alle 
auf diesen Stromanteil beziiglicben GroBen durch den oberen Index l ge- 
kennzeiehnet. Dieser Teil des Konvektionsstromes bewege sick unab- 
bangig von der Bewegung der Materie innerbalb derselben. Er wird zur 
Entstebung des Leitungsstroms Yeranlassung geben. 

Der 2. Teil der Stromung, der von den Lorentzscben Polarisations- 
und Magnetisierungselektronen gebildet ist, soil im wesentlichen der 
Babn der Materie folgen und nur wenig von ibr abweicken, und zwar 
soli folgendes stattbaben: 

Von clen in den materiellen neutralen Punkten vereinigten und sick dort 
hompensierenden Elektrizitatsmengen sei ein Quantum aus dieser Ruhelage 
verschoben und .fiihre sowohl Beivegungen relativ zur Materie aus, als ouch 
werde es von dieser mitgefiihrt 

Um diese Annabme zu formulieren, denken wir uns vorlaufig (indein 
wir die das Relativitatsprinzip berucksicbtigende nahere Bestimmung 
dieser Verscbiebung fur § 3 vorbebalten) sowohl die Ruh-Dichte, als aucb 
die Komponenten des Gescbwindigkeitsvektors dieses Stromanteils juBer 
von x , y, t nocb abbangig von einem Parameter & derart, daB fill* 
O' ==* 0 die Ruh-Dichte verscbwindet und die Gesehwindigkeitskomponenteii 
in die entsprecbenden der Materie ubergeben. Wegen der vorausgesetzten 
Kleinbeit der Abweicbungen werden wir nacb Potenzen von & entwickeln 
konnen; bezeiebnen wir die Differentiation nacb & bei festen x, y 7 z, t 
mit d, so wird man fur diesen zweiten Teil des Konvektionsstromes 

& ■ SifiaW) + y <5'<S(p 0 tt>) H- 

scbreiben konnen. Die gesamte Stromung der Elektrizitat ist demnach: 

q q w = + &d((> 0 w) + -g- SS(q 0 w) + • * •. 

Die Glieder dieser Reibe werden wir einzeln betracbten und zeigen, daB 
das erste Glied, das von O’ frei ist, den von Minkowski mit s bezeicbneten 
Stromvektor bildet, der den Leitungsstrom und den an der Materie batten- 
den Konvektionsstrom der Elektrizitat darstellt, daB das zweite Glied mit 
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dem Faktor # als der Hauptteil der dielektrischen Polarisation der Materie 
zu deuten ist und das dritte Glied mit einerseits zu dieser Polarisation 
nock einen Beitrag liefert, andererseits als Magnetisierung der Materie 
aufgefaBt werden muB. 

Die Frage naek der Bedeutnng der koheren Glieder der Reihe (1) 
fallt aus dem Rakmen der vorliegenden LFntersuekung kerans. Bedenkt 
man, daB bereits die Magnetisierbarkeit bei den meisten Substanzen 
auBerst gering ist, derart, daB sckon das in# quadratiscke Glied der Reike (1‘) 
einen kleinen numeriseken Wert bekommt, so wird man annekmen konnen, 
daB der EinflnB der kokeren Glieder auf die Beobacktungen bei den meisten 
Substanzen unmerklick ist, sofern ilinen uberkaupt eine pkysikaliscke Be- 
deutung zukommt. Die Eigensckaften der stark magnetisierbaren (ferro- 
magnetisclien) Korper sind aber uberkaupt nock zu wenig aufgeklart, als 
daB man von iknen aus fur eine so weitgekende Tkeorie experimentelle 
Stiitzen erwarten diirfte. 


§3. 

Die Darstellung der yaiuierten Stromung. 


Den im Yorigen Paragrapken betrackteten zweiten Teii der Stromung 
kann man analytisck als eine „Variation“ der Stromung der Materie an- 
seken*). Um diese naker zu ckarakterisieren, stellen wir diesen Anted des 
Konvektionsstroms analog der nack Lagrange bezeickneten Weise dadurck 
dar, daB wir x , y, z und t als Funktionen dreier Parameter, g, r h t welcke 
die einzelnen materiellen Teilcken indiYidualisieren, und der Eigenzeit t 
anseken; auBerdem inogen diese Yier Funktionen nock Yon einem Para¬ 
meter # der art abkangen, daB sie fur # = 0 die Rewegung der Materie 
darstellen; wir sckreiben also 

# = %(£, 7], g, T‘ #), 

(2) y = y(£, v, t, *; &), 

* = *(!, v, £> &)j 

t=t% rj, t, #), 

wobei identiscb in alien fiinf Argumenten die Bedingung 


(3) 




erfiillt sein moge. Die Greschwindigteitskomponenten der Materie sind 


*) Diese Variation ist nieht unabnlich der virtuellen Verrucknng, die Minkowski 
im Antia.no . der zitierten Arbeit S. 396 zur Ableitung der Grandgleiebungen der 
Mecbanik benutzt. 
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W, 

Wa 


. JL (<Lm\ 

1 ' c \di)$=o* 


Ersetzen wir 
durcb 


1 w 

2 C \d'c)&=0 

ilfi) , «.-«(£) . 

c \dT/&=Q* 4 \dv/&=o 

V, t, ict 

Si; ^ 2 ? ^4? 


so konnen wir kurz scbreiben: 

( 2 ') &a ^ (^ 1 9 ^2 9 ^3 ? ^4 5 ®*) ? 


(S') 


268 - l - 


(o-l, 2 ,3,4), 


Wir wollen fur die kaufig vorkommenden Differentiationsprozesse 
folgende Abkiirzungen gebraueben. Eine Funktion <p von x X9 x , s , £ 37 £ 47 0 
kann man vermoge der Transformation (2') aucb als Funktion von £ 1? 
| 2? § 3; | 4? O' anseben. Wir bezeicbnen 


~ bei festgebaltenen 

a«■ » » 

djp 

0& ” » 


61 , 61 , 6 «, mit 9 ', 

61 , 62 , Is; §4 mit <P , 

x X9 x 2 , x Z9 mit . 


Die Operationen cp, (p sind also vertauscbbar; die Operation dtp ist aber 
mit keiner der beiden ersten vertauscbbar. 

Die Rub-Dicbte q 0 der Elektrizitat wird ebenfalls eine Funktion der 
und O’ sein: 

p 0 *** 9o(Si; £2? £3? £4? ^) • 


Da wir yoraussetzen, daB die Materie yor der Verriickung, d. b. fur 0 = 0 , 
elektriscb neutral sei, miissen wir annebmen, daB 

Po( 6 l, 62 , £s, 64 ; °) = 0 
sei. 

JDagegen setzen wir voraus, daft die Groften 
Po^i? Qo%2) Qo%S, ?0^4 

sowie ihre AUeitungen nach O bei festgehaltenen x 19 x 2 , x 3 , fiir 0 = 0 
endliche, nicht identisch verschivindende Grenzwerte besitzen . 

DaB dies mit den uber die x a und q 0 gemacbten Annabmen vertrag- 
lich ist, zeigt z. B. der Ansatz 
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hier stellt 


X a fct(% 1> ^2? £ 4 ) 


die Stromung der Materie dar, q 0 verschwindet fur ^ = 0,- es bleibt aber 


Qo x ct-^<Pa' 1> 

endlich nnd von Null verschieden. 

Der Sinn dieser Forderung ist der: 

Es soli dureli die Verscbiebung der Ladungen aus ibrer Ruhelage 
jedes neutrale Teilchen der Materie in ein geladenes System (im ein- 
fachsten Falle in einen Dipol) yerwandelt werden; im Sinne der Elek- 
tronentheorie werden die GroBen Q 0 x a die ^elektrischen Momente“ der 
Teilclien bestimmen; in der Tat werden wir diesen Umstand im folscenden 
klar erkennen. Daber miissen wir diesen Produkten fur %• = 0 einen end- 
lichen Grenzwert zuschreiben. Man kann das auch so ausdriicken, daB 
unsere Variation der Stromung eine Art , ? raumlieher Doppelbelegung“ der 
Materie ist. Die Funktionen x a sind infolge dieses Umstandes bei ft = 0 
nicht in Potenzreihen entwickelbar; wohl ist dieses aber, wie wir seken 
werden, mit den Komponenten des Konvektionsstroms iQ^x a der Fall, 
auf die es allein ankommt; hier bedeuten die vier GroBen ix u die Kom¬ 
ponenten des Raum-Zeit-Vektors Geschwindigkeit; sie gehen fur & = 0 
in die Komponenten w a der Geschwindigkeit der Materie iiber. 

Der Unzerstorbarlceit der Elektrmtat tragen wir dadurch Rechnung, 
daB wir die „Kontinuitatsbedingung“ 


O) 

oder kurz 
(4') 


deo*' , dQoV | 2 e 0 I 2? 0 4' _ f} 
8x ^ dy dz " r 3t 


4 



ct — 1 


identisch in den x a und # erfiillt annehmen. 

Wir miissen noch eine weitere Voraussetzung iiber die GroBen x a 
machen, die die Verschiebung des elektrischen Teilchens aus seiner Ruhe- 
lage bestimmen. Wir nelimen an, da/3 die Verschiebung jedes elektrischen 
Teilchens in einem Be#ugsystem e, in don das denseTben Werten y, 
gehorige materielle Teilclien ruht, durch einen BaumveMor (d. h. einen 
Raum-Zeit-Vektor I Art mit verschwindender Zeitkomponente) dar- 
gestellt wind. 

Das lauft darauf heraus, daB die Raum-Zeit-Vektoren I. Art x und w 
normal sind (vgL „Grundgleichungen“, § 11, 6°, S. 3^8): 
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(5) 




0 . 


a=l 


Demnacb liat die Variation der Zeit i die Bedeutung des folgenden skalaren 
Produkts 

(5') t - + xo 9 y + toj). 

Ans (5) ergibt sicb speziell durcb Multiplikation mit q 0 und Differentiation 
nacb S bei festgebaltenen x, y, a, t: 

( 6 ) " 0 

a = 1 

oder 

(60 —?(to a 8(e 0 £) + to,8(p 0 j!) + tD,fi(e 0 i)). 

Eine weitere JSTormalitatsbedingung erbalt man, wenn man die Identitat (3) 
bzw. (3') nacb S bei festen x, y 9 0 , t differenziert: 

4 

(7) ^x a Sx a = 0. 

(.< = 1 

Gebt man hier zur Grenze S = 0 uber ; so kommt: 


CO 




a — 1 


Dabei baben die dw a die folgende Bedeutung: 


8w 1 




( 8 ) 


dw i = d 


Vi-W, 

A?) 


l-Wk-o, u - s - f - 

= i [<5‘£*7 4 ] s- _ 0 • 


Endlich betrachten wir die Variation der JRuk-Dichte j> 0 . Diese soil nicbt 
unabhangig variieren, sondern so ; daB ibre Ableitung nach & an einer 
Stelle x, y, e, t mit dem elektrischen Momente q 0 x an dieser Stelle durcb 
die Identitat in den x„ und & 


(9) 

oder 

(90 

verbunden ist. 


dep£ , <h*y , 8g 0 l de 0 1 

dX ‘ * 3 + 


dy 


2 

0 = 1 


8z 


8 s 0 Xg 


8x a 


dt 

d Qo 


Sq 0 
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Die Bedeutung dieser Gleicbung ist die folgende: Wir nabmen an, 
dafi das verscbobene Quantum Elektrizitat vor der Verscbiebung durcb 
die gleicbe Menge entgegengesetzter Elektrizitat kompensiert wurde; da- 
her ist die linke Seite von Gleicbung (9) nicbt Null, was bedeuten wurde, 
daB die Abnabme der in einem Yolumen befindlichen Elektrizitatsmenge 
bei der Verscbiebung gleich der durcb die Begrenzung des Volumens 
tretenden Menge ist; vielmebr tritt bei der Verscbiebung jene vorber kom- 
pensierte Ladung des entgegengesetzten Vorzeicbens zutage, und das ist 
eben in erster Naberung die bei festgebaltenen x 9 y , 0, t genommene Ab- 
leitung — Sq 0 . Die spezielle Form des obigen Ansatzes wird durcb die 
vom Relativitatsprinzip geforderte Symmetrie gereclitfertigt. 

§ 4 . 

Die Reihenentwicklung der variierten Stromxmg, 

Unsere Aufgabe ist es, die GroBen Q 0 x' a in jedem Raum-Zeitpunkte, 
d. b. bei festgebaltenen x a7 in einer Potenzreihe nacb & zu entwickeln; 
gernafi der Bedeutung des Symbols S baben wir also: 

-a 2 

( 10 ) Q 0 z'a = frd(e 0 x' a ) 0 + - 2 8$(Qo x '")o -1 -; 

wo in den Koeffizienten = 0 zu setzen ist. 

Es ist 

d(fio x 'e) = Q Q SXa + X' a dp 0 . 

Wir wollen die Operation S durcb den mit dem Funkte bezeicbneten „sub- 
stantiellen“ Differentialquotienten ersetzen. Dazu selien wir x u als Funktion 
der x a und at an, wobei die x a ibrerseits Funktionen der 't >a und at sind: 

X<x ” X a j ^ 3 ? ^47 * * •? ^ 4 (^ 1 ; ^ 2 ? ^ 3 ? ^ 4 1 ^5 * 

Dann ergibt sicb durcb Differentiation nacb # bei festen 

4 

(«) + 8x ’ a ' 

^=i e 

Andererseits bilden wir dieselbe GroBe x a , indem wir zuerst die mit dem 
Punkte, dann die mit dem Striche bezeicbnete Operation vornebmen; seben 
wir also x a als Funktion der x a und at an und die x a ibrerseits als 
Funktionen der g a und at: 

X a = X cX. X l^l9 ^ 3 ; ^ 4 ? * • m 9 ^ 2 ? ^ 3 ; ^45 ^5 f 

so folgt durcb Differentiation nacb g 4 bei festen g 3 , 
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Aus den Gleickungen (a), (fi) finden wir: 


(y) 



Um d(Q 0 Xcc) zu erkalten, kaben wir dies mit q 0 zu multiplizieren und die 
mit x a multiplizierte Gleickung (9') kinzuzufiigen; wir addieren auBerdem 
nock die mit x a multiplizierte Kontinuitatsgleickung (4'), so daB wir 
scklieBlick erkalten: 


oder 

(ii) 


fdx„ 


8x 


8(Q 0 %a) (a Qofy ' 


M; , 

dx„ * ^ 




3 Co 4 
8x p , 


x r 


(*>(>*«) = ^ 


»- 1 


(Po4 * ^0 Po®0 * *^a) • 


Diese Gleickung gilt identisck in den x a und Wenn wir sie nockmals 
nack & bei festen $ a differenzieren, konnen wir diese Operation unter den 
in der Snmme Yorkommenden Differentiationszeicken nack x^ ausfukren. 
Daker wird: 

4 

(12) M(p 0 a£) { [^ (Po 4) ‘ 9 (pO 4) ’ ^a] "f“ [p 0 ^ ?o 4 ^ ^J } * 

0-1 ^ 

Jetzt konnen wir die Reike (10) in folgende Gestalt setzen: 


(13) p 0 a£ =2 air ([^Po^ + y ^(p 0 4)] 4 - [^Po4 + y 9 (po4)] } 

£ 

+ 21 ST (t *4 “ t ?<>*/»+ • • ■» 

0=1 ^ 

wobei in den Faktoren von &, & 2 , . . . iiberall & = 0 zu setzen ist; dabei 
haben die GroBen Q 0 x a , S(^> 0 x a ) endliche, niebt identiseb verschwindende 
Grenzwerte. GemaB Yerabredung brecben wir die Reihe mit den hin- 
gescbriebenen Gliedern ab. 


§ 5. 

Formale Herstellung der in der bewegten Materie giiltigen 
Differentialgleicimngen. 

Wir setzen zur Abkiirzung: 

# (P0 4)^=0 + T =Pa> 


(14) 
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ferner, indem wir uns erinnern, daJB 


ist: 

*GO*=o = w «, *( ds Q*-0 - 8w t 

(15) 


(16) 

Y { ^ w a(.Qa ^)o 6 %Vc. (o 0 x a ) 0 } = Q a ^ 


Diese GroBen sind die Komponenten der aus den Vektoren erster Art 
O ’ 2 

w,p bzw. div, Y (^o ^)o dureh „vektorielle“ Multiplikation gebildeten 
RaumtZeit-Vektoren II. Art: 

(15') [w, p] — P, 

(16') y ^ w ’ (?o*)o] = Q- 

Jetzt fugen wir den Ausdruck (10) zu binzu und konnen ; wenn 

wir nocb 

(17) pWwW = s 0 

setzen, die Komponenten des gesamten Konvektionsstromes (1) in folgen- 
der Weise scbreiben: 

( 18 ) - 2 at (P ^ + > 

/y=l 

oder in der Minkowskiseben Symbolik: 

(18') Qo w = s + lor (P + $)• 

Setzen wir das in die Grundgleichnng (A) ein ; so geht diese iiber in 

(19) lor(P+P+G)--s. 

Fubren wir den Raum-Zeit-Vektor II. Art 


( 20 ) 


f=*F+P+ Q 


ein 7 so konnen wir den Grnndgleichungen die Gestalt geben: 
{A} lor/ 1 = — s, 

{B} lorP*~ 0. 


Damit baben wir formal die in der bewegten Materie geltenden Differen- 
tialgleicbungen gewonnen (siebe Grundgleicb ungen, § 12, Formeln {A} 
{B}, Seite 385). 

Ersetzen wir 


durcb 


f%3 ? 


fzu fl 


12 ; 


/ 14 ? 


m x , itt y , ra., —ie x , 

Minkowski, G-esammelte Abkandlungen. H. 


/* 24 ; 


fu 

— it*, 


27 
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durcb 


^3; 




IQ 


und fassen die bier Yorkonamenden GroBen bzw. zu den Raumvektoren 
m, e, 8 zusammen, so konnen wir den Gleicbungen {A}, {B} die reelle 
Gestalt geben: 

c 


(Y) 


(HO 

(in') 

(m 


T lot 

curl m-or 

c dt 

div e = q , 

i ns | 1 dWl n 

curl ® + t -gr = °> 

diy 3K = 0. 


Das sind die in ruhenden oder bewegten Korpern geltenden Differential- 
gleicbungen, wenn die Yektoren in, e, § bzw. als die magnetisebe Feld- 
starke, die dielektrische Erregung, der Strom und die GroBe q als die 
Dickie der Elektrizitat gedeutet werden dtirfen. Es wird unsere Aufgabe 
sein, aus den Definitionsgleicbungen (15), (16), (17), (20) diese Bedeutung 
berauszulesen; die letzteren Gleicbungen mtissen ferner die Beziehungen 
enthalten, welcbe die beiden Yektoren „Erregung“ mit den beiden Yektoren 
,,Feldstarke“ yerbinden und in welche die Materialeigenschaften eingehen. 
Allerdings werden wir seben, daB, genau wie bei Lorentz, diese Beziebungen 
bier yiel allgemeiner sind als die von Minkowski bebandelten, der sicb 
auf isotrope, dispersionsfreie Korper besebrankte; unsere Gleicbungen 
konnen durcb geeignete Zusatzbypotbesen den mannigfaltigen Eigenscbaften 
der Substanzen angepaBt werden, und die einfachste Annabme fiibrt auf 
die yon Minkowski erbaltenen Formeln. Um diese Sacblage zu iiber- 
blicken, bebandeln wir zunaebst den einfacben Fall rubender Korper. 


§ 6 . 

Ruhende Korper. 

Rubt die Materie, ist also to = 0, so bat nacb § 1 der Raum-Zeit- 
Vektor w die Komponenten 

( 21 ) w 1 = 0 , = 0 , w B = 0 , 

Der Yektor 8 bat bier obne weiteres die Bedeutung der Stromstarke des 
frei durcb die Materie flieBenden Leitungsstroms ; die yon diesem trans- 
portierte Elektrizitatsmenge q — q® beiBt gewobnlicb „wabre Elektrizitat", 
wabrend sie yon Minkowski kurzweg elekbrisehe Ladung genannt wird. 



Die Grrundgleichungen vom Standpunkte der Elektronentheorie. 419 

Aus den Orthogonalitatsbedingungen (5), (5') und ( 6 ), ( 6 ') folgt, daB 
fiir to = 0 

(22) i> 4 = 0 

ist. Die Bedeutung der drei ersten Komponenten von p, 

Pi ~ Pas? P2 ~ PyJ Ps ~ Pz7 

ist leicht zu erkennen. So ist z. B. das erste Grlied ^(p 0 x a ) &=a von p 
in erster Annaherung das elektriscke Moment eines Teilchens der Materie, 
und das zweite Grlied von p a liefert die fiir jeden Raum-Zeitpunkt x, y, s, t 
dazu tretende Korrektion, wenn man die Annaliernng einen Scliritt waiter 
treibt. Demnach sind die GroBen p a , p y , p^ als die Komponenten des 
Yektors p, dielelctrische Polarisation, anfzufassen. 

Die Komponenten des Raum-Zeit-Yektors II. Art P reduzieren sich 
fiir ID = 0 wegen (21) und (22) auf: 

(23) P 23 = 0 , P 31 = 0, Pj 2 = 0 , P 14 = ip x , P 24 — — iy v , P 34 =— ip.- 
Infolge der Normalitatsbedingungen (5) und (7) sind fiir W = 0 

(24) ((> 0 ^ 4 ) 5-=0 = = 0. 

Daber werden die Komponenten des Raum-Zeit-Vektors II. Art Q: 

Qn = \ % (dm v (p 0 i ) 0 — S\ D,( 9 0 jf)o), Qu = 0, 

(2b) Q.11 — ~ "g” (d U> 3 (Qq %)q d 1V x (p n £)q). Q;, 4 = Oj 

612 = l % (*toJ?o$o — dt v p(eoV)o)> @34 = 0- 


Die ersten drei dieser GroBen sind das mit ~ multiplizierte Vektorprodukt 

der Relatiygescbwindigkeit der Ladung gegen die Materie in das elektrische 
Moment; bezeicbnet man den letzteren Vektor, dessen Komponenten 
^(^ 0 ^) 0 ; ^(^ 0 ^) 0 ? ^(?o^)o mit qX und setzt man 

( 26 ) q = ^ |>i, dtu], 

so wird dieser Vektor als magnetisches Moment *) oder Magnetisienmg zu 
bezeichnen sein ; und man bat: 

0^ ) $23 = §x) Qz\ ~ $12 ~ * 

Jetzt konnen wir die Gleicbung ( 20 ) in folgende zwei Vektorgleichungen 
zerlegen: 

m = 3 Ji — q, 
e = @ + p. 

*) Vgl. z. B. M. Abrabam, Elektromagnetiscke Tbeorie der Strablung, 2. AufL 
1908, § 28, Formel (135), S. 243. 
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Das ist der you Lorentz aufgestellte Zusammenhang zwischen den Yektoren 
tn ? e einerseits und 3ft ? 6 andererseits*); die Polarisation p und die 
Magnetisierung q sind dabei als Vektoren anzusehen, die den durch das 
elektromagnetiscbe Feld herYOrgebrachten Znstand der Materie charakte- 
risieren nnd demnacb Yon der Art dieser Materie abhangen. Dadurch, 
dafi man die Freiheit hat, diese Abhangigkeit naher zu bestimmen, sei es 
durch elektronentheoretische Betrachtungen, sei es durch hypothetische 
Ansatze, kann man die mannigfachen Eigenschaften der Materie dem 
System der Elektrodynamik einordnen. 

Wir wollen nns auf die einfachsten Zusatzhypothesen beschranken, die 
zur Beschreibung isotroper , nichtdispergierender Korper dienen: 

1 . Die Geschwindigkeit des frei beweglichen Teils des 
Konvektionsstromes, to®, ist in jedem Raum-Zeitpunkte pro¬ 
portional der elektrischen Feldstarke; daraus folgt sofort das 
Ohmsche Gesetz: 

wo 0 die Leitfahigkeit bedeutet. 

2 . Die Verschiebung der an der Materie haftenden Ladungen 
aus ihrer Ruhelage ist proportional der elektrischen Feldstarke; 
daraus ergibt sich 

e-fiffi, 

wo s die Dielektrizitatskonstante ist. 

3. Das Drehmoment der an der Materie haftenden Ladungen 
urn ihre Ruhelage ist proportional der magnetischen Feldstarke m; 
demnach ist 

q = l)m, SK —ftm, 

wo g die magnetische Permeabilitat bedeutet. 

0 7 s und g konnen Funktionen von x, y , t sein. 

Wahrend die Hypothesen 1 und 2 eine elektronentheoretische Deutung 
erlauben, ist das bei der dritten Hypothese nocli nicht einwandfrei durch- 
gefiihrt worden. Verallgemeinert man die Hypothese 2 derart, dafi man 
den Elektronen Tragheit zusehreibt, so gelangt man zur Dispersionstheorie. 

§ 7 - 

Der Leitungsstrom in bewegten Korpern. 

Bewegt sich die Materie, so wird man den Vektor S nicht mit dem 
Leitungsstrom identifizieren; vielmehr wird es nur auf die Relativbewegung 

*) Ygl. H. A. Lorentz, Enzyklopadie der mathematisclien Wissenschaften, Y 2, 
Art. 14, Formeln XXX, XXV und XXI, S. 208, 209. 


(28) 


(29) 


(30) 
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der Elektrizitat gegen die Materie ankommen, so daB der Vektor 

(31) 3-8-pto-p®(toW-») 

als Leitungsstrom zu bezeichnen ist. 

Will man jetzt durck eine Zusatzhypothese den Leitungsstrom mit 
der wkenden elektrischen Feldstarke in Yerbindung setzen, so entspricht 
es nicht dem Relativitatsprinzipe, die im ruhenden Koordinatensystem 
gemessene elektrische Feldstarke © in Zusamraenhang zu bringen mit der 
im ruhenden Koordinatensystem gemesseuen Relativgeschwindigkeit lu®—tn. 
Vielmehr wirkt auf die bewegte Ladung die elektrische Huh -Kraft 

4 > = — w F 

(ygl. Grundgleichungen, § 11, Formeln (47), (48), Seite 380); ihre ersten 
drei Komponenten sind die x-, y ^-Komponenten des Raumvektors 


(§ + - [to 9k] 


V 1 


c 2 


dessen Zahler auch nach Lorentz die im Ather auf bewegte Ladungen 
wirkende Kraft darstellt, ihre vierte Komponente ist 




i (m @) 


v 




und der Vektor 0 ist normal zu w: 

W <& = W 1 <i> 1 + 02 + W 3 0 3 + W 4 0 4 = 0. 

Andererseits werden wir als „Relativgeschwindigkeit“ im Sinne des Rela- 
tivitatsprinzips den zu dem Vektor w normalen Raum-Zeit-Vektor I. Art 

V = w® + (ivw®)w 

bezeichnen. 

Sehen wir v 1? v 2 , v z als Komponenten des Raumvektors 

cf/7 A 1 ' 

an, so findet man leicht die Komponenten des Raumvektors fc> in der 
Richtung von to und in einer zu ft) senkrechten Richtung to: 
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Daher hangt der Vektor t) mit dem Leitungsstrom 3 folgendermaBen 
sammen: 


Q® fro = 


^io 


1 


j_tn | 2 9 
c 1 


zu- 


Q (l)< Oiv = 3n» • 


Dann gelangen wir zn dem Ohmsclien Gesetze fur bewegte Korper durch 
die Zusatzhypothese : 

Die Relativgeschwmdigkeit des frei beweglichen Konvek- 
tionsstromes ist proportional der elektrischen Ruh-Kraft; daraus 
folgt: 

Q <l h' = - a - wF, 

oder 

{E} s + (ws)iv = — ivF. 


Das ist die yon Minkowski aufgestellte Relation {E}, § 12, Seite 385; 
sie ist aquivalent mit den Vektorgleichungen: 




(E) 


V 7 - 


<r(*+>s>!]) 


Sm = - 




8 8 . 


Die dielektrische Polarisation in Ibewegten Korpern. 

Aus der Gleichnng (150 


folgt: 


P = [w,p] 


wP = w[Wj p] = — (wp)iv + ( [ww)p. 


Nun erkennt man, daB infolge der Gleichungen (5) und (6) der durch 
(14) definierte Vektor p normal zu w ist, d. h. daB 

( 22 ) wp = 0 

ist; da auBerdem 


ww = — 1 


wP = — p. 


ist, bekommt man: 
(33) 
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Der Yektor I. Art p stekt also zu dem Yektor II. Art P in genau 
derselben Beziekung wie die elektriscke Ruk-Kraft 0 zu dem Feldvektor 
II. Art F. Wir werden daker p gemaB seiner Definition durck die Glei- 
ckungen (14) als „dielelctrische Euh-Polarisation“ und P als „dielektrisch■?■ 
Polarisation“ kezeicknen; letztere ist also ein Yektor II. Art im G-egen- 
satz zu der gewoknlicken Auffassung. 

Setzen wir wie im vorigen Paragrapken 


Pl = P X , Pi = Py, P s = ^, 
so wird infolge von (32): 

(32') ih = - * (to x p x + to, p, + to, fc) = * (in p) . 

Dann sind die Komponenten von P: 




Fro ’ Psi== 


(34) 


o]/i 


*>zPx “ p 

~Td ? M3“ 


tor 


c- 


to„ 








,, p«— 


' c- 




Id d — ip n 

X TIJ l/T£ 


c j/l 


tor 


v* 


r;r, r, 


ik - 7F ( tt 


34 ’ 


r 


c 2 


Sie setzen sick also aus den Komponenten der Ramnvektoren 


(34') 


n 





$ 


in , . 

* - c , (to p) 

y^f 


in genau derselben Weise zusammen wie die Komponenten von F aus 
denen von SDt und Hier konnen wir 9? als Bontgen-Vektor bezeiehnen; 
denn er gibt AnlaB zur Entstehung des sog. Rontgenstroms. In der Tat 
stimmt, wie wir in § 10 sehen werden, der Yektor St bis auf Glieder 

zweiter Ordnung in ™ uberein mit demjenigen Yektor, den auch Lorentz 

zur Erklarung der von Rontgen entdeckten magnetischen Wirkung polari- 
sierter, bewegter Dielektrika erhalt. Der Yektor den man Baumvektor 
Polarisation nennen konnte, unterscbeidet sicb von der Rub-Polarisation p 
nur durcb GroBen 2. Ordnung. Die Komponenten von in der Richtung to 
und einer auf VO senkrechten Richtung to hangen mit den entsprechenden 
Komponenten von p so zusammen: 
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Die fur isotrope, nichtdispergierende Korper gultige Zusatzhypothese ist 
bier so zu formulieren: 

Der Raum-Zeit-Vektor I. Art Rub-Polarisation p ist pro¬ 
portional der elektriscben Rub-Kraft <t>: 

<35) p = (£-1)0. 

s ist die Dielektrizitatskonstante. 

Hieraus wird sieh nachber die Minkowskische Relation {C} ^ § 12, 
Seite 385, ergeben. 

§ 9 . 

Die Magnetisierung bewegter Korper. 

Wie der Vektor II. Art P die Polarisation, so wird Q die Magneti¬ 
sierung bedenten. Tatsacblicb baben wir in § 6 geseben, daB Q sicb bei 
rubenden Korpern auf einen Raumvektor xednziert, der als ,,magnetiscbes 
Moment" zu deuten ist. Aucb bei bewegten Korpern baben diese drei 
Komponenten von Q dieselbe Form; es sind das die Komponenten des 
Moments in den Koordinatenebenen yz, zx 7 xy\ dazu treten aber nocb 
drei GrroBen, welcbe die Form von Momentkomponenten in den Ebenen 
xt y yt 7 zt baben. Der Yektor Q baftet also am Koordinatensystem und 
kann keine Eigenscbaft der bewegten Materie ausdriickon. Vielmebr mufi 
man dazu den zugeborigen Yektor I. Art 

A 2 

(36) q = itvQ* = iw T [dw, (p 0 £) 0 )* 

beranziehen, den wir Buh-Magnetisierung nennen und der zu Q in dem- 
selben Yerbaltnis stebt wie die magnetische Bull-Kraft 

¥ = iwf* 

zu dem Feldvektor f. Die Komponenten von q sind 

?r 2 , u' s , 

2i = — d u \ 2 , , 8u\ k , u.s.f. 

(^O^l)o; (Po ^2)0 > (^0^3)0 

Offenbar ist q normal zu w: 

(37) uq = 0. 

Da die zu q 19 q 2} q B geborigen Determinanten je eine Vertikalreihe mit 
dem Index 4, d. b. mit rein imaginaren Elementen baben, wabrend die 
zu q± geborige Determinante nur reeile Elemente bat, so sind q l7 q% 7 
reell und g 4 ist rein imaginar. Setzen wir also 

Si* 1 —2a*— 2it =“ 
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so sind das die Komponenten eines reellen Raum*yektors q, und wegen 
(37) wird: 

(37') Qi = - "Kq, + »,q, + W a q s ) = ~ (toq). 


Audi den Raumvektor q nennen wir Bull - Magnetisiemng• offenbar wird er 
fur ft) = 0 mit dem in § 6 mit demselben Buchstaben bezeickneten Vektor 
(26) identisdi. 

Man kann die Gleichung (36) so deuten, daB sie die Transformation 
des Drehmomentes auf ein mit der Materie mitgefiihrtes Koordinatenkreuz 
ausdriickt; dabei fallen dann die Komponenten des Momentes in den 
Ebenen xt, yt, st fort, q ist also ein an der Materie haftender Vektor, 
der ihren Zustand charakterisiert. 

Der Vektor I Art 

-O’ 2 

IV Q = IV- [f-5 tv, ((> 0 i) 0 ] 


= ’t {—(«’, (?«i') 0 ) Sw +( w > <y w) (q 0 x ) 0 } 

Yerschwindet identisch, weil nach (5) und (7) die Vektoren (q 0 %) 0 und 
dw auf w normal steken. Wenden wir jetzt die Minkowskische Identitat 
(§ 11, Formel (45), Seite 379) 

{tv, iv Q ] + {tv, tv $*]* = (tow) Q 
an, so lin den wir wegen (36): 

(38) [iv,qf = -iQ. 

Demnacla drucken sich die Komponenten von Q durch. die Ruh-Magneti- 
sierung q folgendermaBen aus: 




Qi 




Qu = -i 


lA- 1 ? 

. 113 y ^ 


■ 2 ? Qsi ~~ 

7 Qu — — i 


a-r(wq) 

'U C“ 


V'-W 


> $12- 


to. , 

q.-4(»q) 


V‘ 


jtV 

c 2 


’V*-9 


; $34 1 




Sie setzen sick, also aus den Komponenten der Raumvektoren 

to_ 

[toq] 


c]A 


(39') 


D-- 


q e 2 


(toq) 


i, ®- 




» 3 


ebenso zusammen wie die Komponenten von F aus denen von 397 und S. 

Der BaumveJdor Magnetisiemng Q untersebeidet sick von der Ruk- 
Magnetisierung q nur durck GroBen 2. Ordnung in —. Die Komponenten 
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von £t in der Riehtung to und einer zu to senkrechten Riehtung to 
hangen mit den entsprechenden Komponenten von q so zusammen: 

_ 

yrnj 

Der Yektor © gibt, wie wir seken werden, AnlaB zu elektrostatiscken 
Wirkungen magnetisierter bewegter Medien; er ist das genaue Analogon 
zu dem „Rontgen~Yektor“ 

Die fur isotrope Korper giiltige Zusatzhypothese lautet hier: 

Der Raum-Zeit-Yektor I. Art Ruk-Magnetisierung q ist 
proportional der magnetiseken Ruk-Kraft Y: 

(40) -? = (#»- 1)Y. 

yu ist die magnetiscke Permeabilitat. 

Hieraus wird sick nackker die Minkowskiscke Relation {D}, § 12, 
Seite 385, ergeben. Tiber die elektronentkeoretiseke Deutung der Hypo- 
tkesen {E}, (35), (40) gilt dasselbe, was in § 6 (S. 420) fiir rukende 
Korper gesagt worden ist. An die Grleickung (35) kat die Tkeorie der 
Dispersion bewegter Korper anzukniipfen. 




§ 10. 


Die allgemeine Beziehung zwischen den Vektoren Feldstiirke 

und Erregung. 

Die Grleickung (20), die den Raum-Zeit-Vektor f definierte, kann man 
jetzt naeb (15') und (38) so schreiben: 

(4i) t-*+*+Q 

= F + \w, p] + i[w, q]*. 

Debt man zu den reellen Raumvektoren fiber, so ergibt sich nacb (34) 
und (39): 

lit = SR + tJt — Q, 

e = ©+ijS + @, 

oder, ausftthrlich geschrieben: 


(VO 


(VI') 


m = 2tt- 




V' 


c~ 


e + 


t> + 7 D»q] -“=(»!>) 


Y 1 


l»r 

c" 
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Diese Formeln zusammen mit den Differentialgleicbungen (I') bis (IV') 
und der Relation (E) stellen, genau im Sinne von H. A. Lorentz, die 
elektrodynamiscben Vorgange in bewegten, dielektriscb polarisierten und 
magnetisierten Korpern dar. Sie sind aber nocb durch die Angabe des 
Zusammenhangs zwiscben den Vektoren Rub-Polarisation p und Ruh- 
Magnetisierung q einerseits und den wirkenden Feldstarken andererseits zu 
erganzen. Oline auf diese erganzenden Beziebungen, die wir fur isotrope 
Korper als „Zusatzhypotbesen“ formuliert haben, einzugeben, konnen wir 
die Formeln (I') bis (VI'), (E) diskutieren und sie mit den Lorentzscben 
Formeln vergleicben. 

Wir setzen letztere in einer zu unserem Grleiebungssystem analogen 
Formulierung an (Enzykl. der matb. Wiss., V 2, Art. 14, Seite 208, 209); 
die Differentialgleicbungen lauten: 

(IH") u. (XXVIII) curl § - 7 = 7 (8 + curl [$ It.]), 


(I") 

div © = p, 

(IV") 

™'® + VlT = 0 ’ 

(V") 

div 93 = 0 . 


Dazu kominen die unseren Gleicbungen (V'), (VF) entsprecbenden Relationen: 

(XXX) £ = $-D, 

(XXV) u. (XXI) $ = © + ?. 

Dabei baben wir im allgemeinen die Lorentzscben Bezeicbnungen bei- 
bebalten; nur ist die Magnetisierung mit D (statt mit 3Jt) bezeicbnet und 
es sind Leitungsstrom £5 nnd Konvektionsstrom zu dem Stromvektor £ 
zusammengefafit. 

Offenbar gehen die Lorentzscben Differentialgleicbungen in die unseren 
uber , wenn wir die Lorentzscben Vektoren ~ DP***]; ® bzw. mit 

©, m, e, identifizieren *). Die beiden weiteren Gleichungen lassen sick fur 
beliebige Korper nicht zur tfbereinstimmung bringen. 

JBei nichtmagnetisierten Korpern (q — 0, 0 = 0) Id/it sich aber Uber - 
einstimmung erreichen P wenn man in (V'), (VI') alle in — quadratischen 
Glieder vernacbldssigt; damn bleibt namlicb (wegen (34') und (39')): 

*) Minkowski identifiziert in § 9 der „Grundgleichungen“ § mit m; darans ent- 
springt es, daB er die Ubexeinstimmung der Lorentzscben Formeln fur nicktmagne- 
tisierte Korper mit dem Relativitatsprinzip dem Umstande zuscbreiben mufi, daB 
Lorentz die Bedingimg des Nichtmagnetisiertsein3 in einer dem Prinzipe wider- 
sprechenden Weise ansetzt. Unsere Betracktungsweise fukrt von selbst auf obige 
Zuordnung der Yektoren, wobei die scblieBliche Uber einstimmung nicbt auf die 
Kompensation zweier Widerspriicke zuruckgefukrt zu werden brauckt. 
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(42') t 

e-« +$ + i[to£t], 

und die Formeln gehen fur D = 0 bei der oben angegebenen Zuordnung 
der Lorentzschen Yektoren zu den unseren in die Lorentzschen Rela- 
tionen iiber. 

Hieraus erhellt, daB unsere Bezeicbnung des Yektors 9t, der bis auf 
Glieder 2. Ordnung durch ~[to5P] gegeben ist, als „Rontgen-Vektor“ ge- 

recbtfertigt ist. Denn er gibt wie bei Lorentz zur Entstehung des 
Rontgenstroms AnlaB, und zwar in einer mit Eichenwalds Yersucben 
ubereinstimmenden Weise (Enzykl., Y 2, Art. 14, S. 210). Die For¬ 
meln (V'), (YT) sowohl, als aucli die Naherungsformeln (42') unter- 
scbeiden sick von den Lorentzschen durch die voile Symmetries) zwischen 
den elektrischen und den magnetischen GroBen. Sie beruht vor allem 
auf dem Yorhandensein des Yektors ©, der bis auf Glieder 2. Ord¬ 
nung durch ~ [toCl] gegeben ist; dieser entspricht genau dem Rontgen- 
Yektor und zeigt elektrostatische Wirkungen bewegter, magnetisierter 
Korper an. Erscheintmgen, die durch diesen Vektor © zu erkldren sind , 
sind meines Wissens bislang experimentell nock nicht festgestdlt warden ; 
es lassen sich aber unschwer Versuchsanordnungen angeben, die eine 
experimentelle Untersuchung uber das Yorhandensein dieser Wirkung, 
die in ~ von erster Ordnung ist, gestatten wiirden. Dieselbe ist nicht zu 
verwechseln mit der Erscheinung, daB ein Leiter, der sich im magneti¬ 
schen Felde bewegt, in ruhenden Strombahnen Leitungsstrome hervorruft 
(z. B. im Falle der sog. unipolaren Induktion); diese letztere Erscheinung 
ist eine Konsequenz der Formeln (E), S. 422, und man sieht leicht, daB 
sie bis auf Glieder 2. Ordnung ebenso wie in den Theorien von Hertz und 

Lorentz durch den Vektor ~ [to 2ft] bestimmt ist**), dessen Betrag leicht 
wesentlich groBer gemacht werden kann als der des Yektors “[toCl], weil 
Cl bei den meisten Korpern nur wenig von Null verschieden ist. 

*) Die Hertzschen Grundgleichungen der Elektrodynamik bewegter Korper zeigen 
eine analoge Symmetrie, widersprechen aber bekanntlicli dem Experiment und sind 
mit dem Relativit'atsprinzip unvereinbar. 

Ein Vergleich unserer Formeln mit den Grundgleichungen von E. Cohn eriibrigt 
sich, da demselben der § 10 der Minkowskischen ,,Grundgleiclmngen u gewidmet ist. 

**) Vgl. Lorentz, Enzyklopadie, V 1, Art. IB, S. 100 u. S. 238, 239. M. Abraham, 
Theorie der Elektrizitat, Bd. I, § 86, 87, S. 398—409, und Bd. II (Elektromagnetische 
Theorie der Strahlung), 2. Aufl. 1908, § 36, S. 300—302. 
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Was die Glieder 2. Ordnung in ~ anbetrifft, so scbeint wenig Aus- 
sicbt Yorbanden zu sein, sie bei irdiscben Experimenten aufzufinden. 

Wir wollen nun nocb. zeigen, daB bei isotropen, nicbtdispergierenden 
Korpern unsere Zusatzbypotbesen (35) und (40) auf die Minkowskiscben 
Formeln {C}, {D} zuruckfiibren. 

Nacb § 8, (33) ist wP = — p und nacb § 9, S. 425, ist identiscb 
w Q = 0 . Daber folgt aus (20) 

wf = wF — p . 

Da nun 0= — wF ist, so ergibt sich aus (35): 

{0} wf = etvF 

oder 

(C) e+-[wm ]-«(ffi+J[wa»])- 


Fur die zu f, F , P, Q dualen Vektoren /**, F*, P*, Q* gilt nacb (20) 
die Gleicbung: 

f* = F* + P* + Q*. 

Nun ist offenbar 

wP* = w [w,p\* = 0, 

und nacb § 9, (36) ist 

n: Q* = — iq. 

Daber wird 

wf* = ivF* — iq . 

Da nun V = ist, so folgt aus (40): 

{D} w F* = u w?/** 

oder 

(D) 2R- * [»©] = <*(m- * [we]). 


Damit sind wir zu deni vollstandigen Forcnelsystem Minkowskis gelangt. 

Wie schon hervorgeboben, gibt die grofiere Allgemeinbeit unserer 
Formeln (42) die Moglicbkeit an die Hand, komplizierteren Eigenscbaften 
der Substanzen durcb die Theorie gerecht zu werden; dazu sind nur die 
„Zusatzbypotbesen“ (35), (40) durcb andere zu ersetzen. Die Dispersion 
in bewegten Medien wird man z. B. erbalten, wenn man die Gleicbung 
(35) durcb geeignete Glieder so erweitert, daB der Vektor p Scbwingungen 
trager Massen darzustellen fabig ist, Vorstebende Tbeorie, die eine 
Mittelstellung einnimmt zwischen der urspriingbcben rein pbanomenologi- 
scben Metbode Minkowskis und dem bis ins Detail der Elektronenbewegung 
eindringenden Yerfabren you Lorentz, scbeint also einerseits scbmiegsam 
genug zu sein, die mannigfaltigen Eigenarten der Substanzen zuru Aus- 
druck zu bringen, andererseits besitzt sie ein anscbaulicbes Fundament, 
das ibrer bequemen Handbabung forderlicb ist. 
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XXXII. 

Kanin nnd Zeit. 

(Vortrag, gehalten auf der 80. Naturforscher-Versammlung zu Koln am 21. Sept. 1908.) 
(Physikalische Zeitscbrift, 10. Jahrgang, 1909, S. 104-111 nnd Jabresbericht der 
Deutschen Matbematiker-Yereinigung, Bd. 18, S. 75-88; auch als Sonderabdxuck 
erscbienen, Leipzig, B. Gr. Teubner 1909.)*) 

M. H.! Die Anschauungen fiber^Raum und Zeit, die ick Ilmen 
entwickeln mockte, sind auf experimentell-pkysikalischem Boden er- 
wachsen. Darin liegt Hire Starke. Ibre Tendenz ist eine radikale. 
Yon Stund an sollen Raum fiir sick und Zeit fiir sick vollig zu Sckatten 
kerabsinken, und nur nock eine Art Union der beiden soli Selbstandig- 
keit bewakren. 

I. 

Ick mockte zunachst ausfiihren, wie man von der gegenwartig an- 
genommenen Meckanik wokl durck eine rein matliematiscke Uberleguug 
zu veranderten Ideen fiber Raum und Zeit kommen konnte. Die Glei- 
ckungen der Newtonschen Meckanik zeigen erne zweifaeke Invarianz. 
Einmal bleibt ikre Form erkalten, wenn man das zugrunde gelegte 
raumlicke Koordinatensystem einer beliebigen Lagenveranderung unter- 
wirft, zweitens, wenn man es in seinem Bewegungszustande verandert, 
namlick ikm irgendeine gleichformige Translation aufpragt; auck spielt 
der Nullpunkt der Zeit keine Rolle. Man ist gewoknt, die Axiome der 
Geometrie als erledigt anzuseken, wenn man sick reif fiir die Axiome 
der Meckanik ffiklt, und deskalb werden jene zwei Invarianzen wokl 
selten in einem Atemzuge genannt. Jede von iknen bedeutet eine ge- 
wisse Gruppe von Transformationen in sick fiir die Differentialgleickungen 
der Meckanik. Die Existenz der ersteren Gruppe siekt man als einen 
fundamentalen Ckarakter des Raumes an. Die zweite Gruppe straft man am 
liebsten mit Veracktung, urn leickten Sinnes daruber kinwegzukommen, 
daB man von den pkysikalisck’en Ersckeinungen her niemals entsckeiden 
kann, ob der als rukend vorausgesetzte Raum sick nickt am Ende in 
einer gleickformigen Translation befindet. So ftikren jene zwei Gruppen 
ein vollig getrenntes Dasein nebeneinander. Ikr ganzlick keterogener 
Ckarakter mag davon - abgesckreckt kaben, sie zu komponieren. Aber 
gerade die komponierte voile Gruppe als Gauzes gibt uns zu denken auf. 

*) Dem Vortrag war im Sonderabdruck ein Bildnis Minkowskis als Titelbild 
beigegeben. (Anm. d. Herausg.) 
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Wir wollen uns die Yerbaltnisse grapbiscb zu veranscbaulichen 
sucben. Es seien x, y, z recbtwinklige Koordinaten fur den Baum und 
t bezeichne die Zeit. Gegenstand unserer Wahrnebmung sind immer 
nur Orte und Zeiten verbunden. Es bat niemand einen Ort anders 
bemerkt als zu einer Zeit, eine Zeit anders als an einem Orte. Ich 
respektiere aber nocb das Dogma, dafi Baum und Zeit je eine unab- 
bangige Bedeutung baben. Icb will einen Raumpunkt zu einem Zeit- 
punkt, d. i. ein Wertsystem x, y, 8, t einen Weltpunkt nennen. Die 
Mannigfaltigkeit alter denkbaren Wertsysteme x, y, 8, t soli die Welt 
beiBen. Icb konnte mit kubner Kreide vier Weltacbsen auf die Tafel 
werfen. Scbon eine gezeichnete Acbse bestebt aus lauter scbwingenden 
Molekiilen und macbt zudern die Beise der Erde im All mit, gibt also 
bereits genug zu abstrabieren auf; die mit der Anzahl 4 verbundene 
etwas groBere Abstraktion tut dena Matbematiker niclit webe. Um 
nirgends eine gabnende Leere zu lassen, wollen wir uns vorstellen, daB 
allerorten und zu jeder Zeit etwas Wabrnebmbares vorbanden ist. 
Um nicbt Materie oder Elektrizitat zu sagen, will icb fur dieses Etwas 
das Wort Substanz braucben. Wir ricbten unsere Aufmerksamkeit auf 
den im Weltpunkt x, y, 8, t vorhandenen substantiellen Punkt und 
stellen uns vor, wir sind imstande, diesen substantiellen Punkt zu jeder 
anderen Zeit wiederzuerkennen. Einem Zeitelement dt mogen die 
Anderungen dx 9 dy , dz der Baumkoordinaten dieses substantiellen 
Punktes entsprecben. Wir erbalten alsdann als Bild sozusagen fiir den 
ewigen Lebenslauf des substantiellen Punktes eine KurYe in der Welt, 
eine Weltlinie, deren Punkte sicb eindeutig auf den Parameter t von 
— o© bis + 00 bezieben lassen. Die ganze Welt erscbeint aufgelost 
in solcbe Weltlinien, und icb mocbte sogleicb vorwegnehmen, daB 
meiner Meinung nacb die pbysikaliscben Gesetze ibren vollkommensten 
Ausdruck als Wecbselbezieliungen unter diesen Weltlinien linden diirften. 

Durcb die Begriffe Baum und Zeit fallen die x , y, 8- Mannigfaltig¬ 
keit t = 0 und ibre zwei Seiten t > 0 und t < 0 auseinander. Halten 
wir der Einfacbbeit wegen den Nullpunkt von Baum und Zeit fest, so 
bedeutet die zuerst genannte Gruppe der Mecbanik, daB wir die x , y, 8- 
Acbsen in t = 0 einer beliebigen Drebung um den Nullpunkt unter- 
werfen diirfen, entsprecbend den bomogenen linearen Transformationen 

des Ausdrucks 0 

ic 2 + y 2 + 

in sicb. Die zweite Gruppe aber bedeutet, daB wir, ebenfalls obne den 
Ausdruck der mecbaniscben Gesetze zu verandern, 

x, y , 8, t durcb x — at, y — fit, 8 — yt , t 
mit irgendwelcben Konstanten a, fi, y ersetzen diirfen. Der Zeitacbse kann 
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hiemacli eine vollig beliebige Richtung nacb der oberen halben Welt t>0 
gegeben werden. Was hat nun die Forderung der Orthogonalitat im 
Raume mit dieser volligen Freiheit der Zeitachse nach oben him zu tun? 

Die Yerbindung herzustellen, nehmen wir einen positiyen Para¬ 
meter c und betrachten das Grebilde 

c 2 t 2 - x* — if — , 1 . 

Es besteht aus zwei durch t = 0 getrennten Schalen nach Analogie 
eines zweischaligen Hyperboloids. Wir betrachten die Sehale im Gre- 
biete t > 0 und wir fassen jetzt diejenigen homogenen linearen Trans- 
formationen yon x, y 7 t in vier neue Variable x\ y, /, t' auf, wobei der 
Ausdruck dieser Sehale in den neuen Yariablen entsprechend wird. Zu 
diesen Transformationen gehoren offenbar die Drehungen des Raumes um 
den Nullpunkt. Ein voiles 
Verstandnis der tibrigen 
jener Transformationen er~ 
halten wir hernach bereits, 
wenn wir eine solche unter 
ihnen ins Auge fassen, bei 
der y und z ungeandert 
bleiben. Wir zeichnen (Fig. 1) den Durchschnitt jener Sehale mit der Ebene 
der x- und der £-Ackse, den oberen Ast der Hyperbel c 2 t 2 # 2 = 1, mit 
seinen Asymptoten. Ferner werde ein beliebiger Radiusvektor 0 A' dieses 
Hyperbelastes vom Nullpunkte 0 aus eingetragen, die Tangente in A' 
an die Hyperbel bis zum Schnitte B' mit der Asymptote rechts ge- 
legt, OA'B' zum Parallelogramm OA'B'C' vervollstandigt, endlich 
fiir das spatere noch B r G r bis zum Schnitt T>' mit der #-Achse durch- 
gefuhrt. Nehmen wir nun OG' und OA' als Achsen fur Parallel- 
koordinaten x 7 t' mit den MaBstaben OC' = 1, OA' ===== 1/c, so erlangt 
jener Hyperbelast wieder den Ausdruck c 2 t' 2 — x' 2 =l, und 

der tTbergang von x, y, z, t zu x r , y, z, t' ist eine der fraglichen Trans¬ 
formationen. Wir nehmen nun zu den charakterisierten Transformationen 
noch die beliebigen Verschiebungen des Raum- und Zeit-NuHpunktes 
hinzu und konstituieren damit eine offenbar noch von dem Parameter c 
abhangige Grruppe yon Transformationen, die ich mit G c bezeichne. 

Lassen wir jetzt c ins Unendliche wachsen, also 1/c nach Null 
konvergieren, so leuchtet an der beschriebenen Figur ein, daB der 
Hyperbelast sich immer mehr der rr-Achse anschmiegt, der Asymptoten- 
winkel sich zu einem gestreckten yerbreitert, jene spezielle Transfor¬ 
mation in der Grrenze sich in eine solche verwandelt, wobei die £ ~Ach.se 
eine beliebige Richtung nach oben haben kann und x immer genauer 

Minkowski, G-esammelte Abhandlungen. II. 




434 


Zur Physik, 


sich an x annakert. Mit Riicksickt kierauf ist klar, daB aus der 
Gruppe G c in der Grenze fur c = oo, also als Gruppe (? MJ eben jene zu 
der Newtonscken Mecbanik gekorige voile Gruppe wird. Bei dieser 
Saeklage, und da 6r c matbematiscb verstandlicker ist als G^, katte wokl 
ein Matkematiker in freier Pkantasie auf den Gedanken verfallen konnen, 
daB am Ende die Naturerscbeinungen tatsacklick eine Invarianz nicbt bei 
der Gruppe G^, sondern vielmebr bei einer Gruppe G c mit bestimmtem 
endlieken, nur in den gewoknlicken MaBeinheiten aufierst grofien c be- 
sitzen. Eine solcbe Aknung ware ein auBerordentlicker Triumpk der 
reinen Mathematik gewesen. Nun, da die Matkematik hier nur mehr 
Treppenwitz bekundet, bleibt ikr dock die Genugtuung, daB sie dank 
ikren gliicklicken Antezedenzien mit ikren in freier Eernsielit gesckarften 
Sinnen die tiefgreifenden Konsequenzen einer solchen Ummodelung 
unserer Naturauffassung auf der Stelle zu erfassen vermag. 

Ick will sogleich bemerken, urn welcken Wert fur c es sick schlieB- 
lick kandeln wird. Fur c wird die Fortpflanzimgsgeschwindigheit des 
Lichtes im leeren Eaume eintreten. Um weder vom Raum, nock von 
Leere zu sprecken, konnen wir diese GroBe wieder als das Verkaltnis 
der elektromagnetiscken und der elektrostatischen Einkeit der Elektri- 
zitatsmenge kennzeicknen. 

Das Besteken der Invarianz der Naturgesetze fur die beziiglicke 
Gruppe G c wiirde nun so zu fassen sein: 

Man kann aus der Gesamtheit der Naturersckeinungen durck suk- 
zessiv gesteigerte Approximationen immer genauer ein Bezugsystem 
x, y, 0 und t, Raum und Zeit, ableiten, mittels dessen diese Erschei- 
nungen sick dann nack bestimmten Gesetzen darstellen. Dieses Bezug¬ 
system ist dabei aber durck die Ersckeinungen keineswegs eindeutig 
festgelegt. Man Icann das Bezugsystem noth entsprechend den Trans - 
formationen der genannten Gruppe G c beliebig verdndern , ohne da[5 der 
AusdrucTc der Naturgesetze sich dabei verandert 

Z. B. kann man der besckriebenen Figur entspreckend auck f Zeit 
benennen, muB dann aber im Zusammenkange damit notwendig den 
Raum durck die Mannigfaltigkeit der drei Parameter y, z definieren, 
wobei nun die pkysikaliscken Gesetze mittels x' 7 y 7 z 7 t' sick genau 
ebenso ausdriicken wtirden, wie mittels x 7 y, z 7 t Hiernack wiirden 
wir dann in der Welt nickt mekr den Raum, sondern unendlick viele 
Raume kaben, analog wie es im dreidimensionalen Raume unendlick 
viele Ebenen gibt. Die dreidimensionale Geometrie wird ein Kapitel 
der vierdimensionalen Pkysik. Sie erkennen, weskalb ick am Eingange 
sagte, Raum und Zeit sollen zu Sckatten kerabsinken und nur eine 
Welt an sick besteken. 
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n. 

Nun ist die Frage, welcb’e Umstande zwingen uns die veranderte 
Auffassung von Raum und Zeit auf ; widerspricht sie tatsachlieb menials 
den Erscheinungen, endlicb gewahrt sie Vorteile fiir die Besebreibung 
der Erscheinungen? 

Bevor wir hierauf eingehen, sei eine wichtige Bemerkung yoran- 
gestellt. Haben wir Rauru und Zeit irgendwie individualisiert, so ent- 
spricbt einem ruhenden substantiellen Punkte als Weltlinie eine zur 
tf~Acbse parallel© Gerade, einem gleichformig bewegten substantiellen 
Punkte eine gegen die tf-Acbse geneigte Gerade, einem ungleicbformig 
bewegten substantiellen Punkte eine irgendwie gekriimmte Weltlinie. 
Fassen- wir in einem beliebigen Weltpunkte x> y 7 z, t die dort durcb- 
laufende Weltlinie auf und finden wir sie dort parallel mit irgendeinem 
Radiusvektor OA' der vorbin genannten byperboloidiscben Scbale, so 
konnen wir OA' als neue Zeitachse einfiihren, und bei den damit ge- 
gebenen neuen Begriffen von Raum und Zeit erscbeint die Substanz 
in dem betreffenden Weltpunkte als rubend. Wir wollen nun dieses 
fundamental© Axiom einfubren: 

Die in einem beliebigen Weltpunkte vorhandene Substanz kann stets 
bei geeigneter Festsetmng von Raum und Zeit als ruhend aufgefafit iverden . 

Das Axiom bedeutet ; dab in jedem Weltpunkte stets der Ausdruck 
c*dt 2 -~dx 2 -dy 2 -dz 2 

positiv ausfiillt oder, was damit gleicbbedeutend ist, daB jede Ge- 
scbwindigkeit v stets kleiner als c ausfallt. Es wiirde danacb fiir alle 
substantiellen Gescbwindigkeiten c als obere Grenze besteben und bierin 
eben die tiefere Bedeutung der GroBe c liegen. In dieser anderen 
Fassung bat das Axiom beim ersten Eindruck etwas MiBfalliges. Es 
ist aber zu bedenken, daB nun eine modifizierte Mecbanik Platz greifen 
wird, in der die Quadratwurzel aus jener Differentialverbindung zweiten 
Grades eingebt, so daB Falle mit Uberlicbtgesebwindigkeit nur mebr 
eine Roll© spielen werden, etwa wie in der Geometrie Figuren mit 
imaginaren Koordinaten. 

Der Anstofi und wabre Beweggrund fur die Annahme der Gruppe G c 
nun kam daber, daB die Differentialgleicbung fiir die Fortpflanzung von 
Licbtwellen im leeren Raume jene Gruppe G c besitzt*). Andererseits 
bat der Begriff starrer Korper nur in einer Mecbanik mit der Gruppe G^ 
einen Sinn. Hat man nun eine Optik mit G cf und gabe es andererseits 

*) Eine wesentliche Anwendung dieser Tatsaebe findet sicb bereits bei 
W. Voigt, Raebriebten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, 
matbematiscb-pbysikaliscbe Klasse, 1887, S. 41. 
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starre Korper, so ist leicbt abzusehen, daB durch die zwei zu G c und zu 
G^ geborigen byperboloidiscben Schalen eine tf-Richtung ausgezeicbnet 
sein wiirde, und das wiirde weiter die Konsequenz baben, daB man an 
geeigneten starren optischen Instrumenten im Laboratorium einen 
Wecbsel der Erscbeinungen bei verschiedener Orientierung gegen die 
Fortschreitungsrichtung der Erde miiBte wabrnebmen konnen. AUe 
auf dieses Ziel gericbteten Bemiihungen, insbesondere ein beriibmter 
Interferenzversucb you Michelson, batten jedocb ein negatives Ergeb- 
nis. Urn eine Erklarung bierfiir zu gewinnen, bildete H. A. Lorentz 
eine Hypothese, deren Erfolg eben in der Invarianz der Optik fur die 
G-ruppe G c liegt. Nacb Lorentz soil jeder Korper, der eine Bewegung 
besitzt, in Ricbtung der Bewegung eine Verkiirzung erfabren baben 
und zwar bei einer Gescbwindigkeit v im Verbaltnisse 



Diese Hypotbese klingt auBerst pbantastisch. Denn die Kontraktion 
ist nicbt etwa als Folge von Widerstanden im Atber zu denken, son- 
dern rein als Gescbenk von oben, als Begleitumstand des Umstandes 
der Bewegung, 

Icb will nun an unserer Figur zeigen, daB die Lorentzscbe Hypo¬ 
tbese vollig aquivalent ist mit der neuen Auffassung von Raum und 
Zeit, wodurcb sie viel verstandlicber wird. Abstrabieren wir der Ein- 
facbbeit wegen von y und $ und denken uns eine raumlicb eindimen- 
sionale Welt, so sind ein wie die tf-Acbse aufrecbter und ein gegen die 
£-Acbse geneigter Parallelstreifen (siebe Fig. 1) Bilder fur den Ver- 
lauf eines ruhenden, beziiglicb eines gleicbformig bewegten Korpers, 
der jedesmal eine konstante raumlicbe Ausdebming bebalt. Ist 0A r 
parallel dem zweiten Streifen, so konnen wir t' als Zeit und x als 
Raumkoordinate einfiibren, und es erscbeint dann der zweite Korper 
als rubend, der erste als gleicbformig bewegt. Wir neb men nun an, 
daB der erste Korper als rubend aufgefaBt die Lange l bat, d. b. der 
Querscbnitt PP des ersten Streifens auf der a?-Acbse == l * OC ist, wo 
OG den EinbeitsmaBstab auf der rr-Acbse bedeutet, und daB amderer- 
seits der zweite Korper als ruhend aufgefafit die gleicbe Lange l bat; 
letzteres beiBt dann, daB der parallel der x-Achse gemessene Quer¬ 
scbnitt des zweiten Streifens, Q' Q' = l * 0 C' ist. Wir baben nnnmebr 
in diesen zwei Korpern Bilder von zwei gleichen Lorentzscben Elek- 
tronen, einem rubenden und einem gleicbformig bewegten. Halten wir 
aber an den urspriinglichen Koordinaten x ? t fest, so ist als Ausdebnung 
des zweiten Elektrons der Querscbnitt Q Q seines zugehorigen Streifens 
parallel der x-Achse anzugeben. Nun ist offenbar, da Q' Q r = 1 * OC' 
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ist, QQ=l m OB'. Eine leichte Rechnung ergibt, wenn dxjclt fur den 
zweiten Streifen = v ist, OB' = OC * ]/l — ~ ? a i so auc h pp : 

= 1 :*|/l —£ 2 ". Dies ist aber der Sinn der Lorentzschen Hypothese 

yon der Kontraktion der Elektronen bei Bewegung. Fassen wir anderer- 
seits das zweite Elektron als rubend auf, adoptieren also das Bezug- 
system x', f, so ist als Lange des ersten der Querscbnitt P'P r seines 
Streifens parallel OC' zu bezeichnen, und wir wiirden in genau dem 
namlichen Verhaltnisse das erste Elektron gegen das zweite yerkiirzt 
finden; denn es ist in der Figur 

P' P : <gq— OB: 00' = OB': OC= QQ:PP. 

Lorentz nannte die Yerbindung if yon x und t Ortszeit des gleicb- 
formig bewegten Elektrons und yerwandte eine physikalisclie Kon- 
struktion dieses Begriffs zum besseren Yerstandnis der Kontraktions- 
hypotbese. Jedocb schart erkannt zu haben, daB die Zeit des einen 
Elektrons ebenso gut wie die des anderen ist, d. b. daB t und t' gleicb 
zu bebandeln sind, ist erst das Yerdienst yon A. Einstein*). Damit 
war nun zunachst die Zeit als ein durcb die Erscbeinungen eindeutig 
festgelegter Begriff abgesetzt. An dem Begriffe des Raumes riittelten 
weder Einstein nocb Lorentz, yielleicbt desbalb nicht, weil bei der 
genannten speziellen Transformation, wo die x, £'-Ebene sicb rait der 
x, tf-Ebene deckt, eine Deutung moglich ist, als sei die #-Achse des 
Raumes in ibrer Lage erbalten geblieben. Tiber den Begriff des Raumes 
in entsprechender Weise binwegzuscbreiten, ist aucb wohl nur als Yer- 
wesenheit matbematiscber Kultur einzutaxieren. Nach diesem zum 
wahren Yerstandnis der Grruppe Gr c jedocb unerlaBliehen weiteren Scbritt 
aber scbeint mir das Wort Pelativitatsjpostulat fur die Forderung einer 
Inyarianz bei der Grruppe Cr c sehr matt. Indem der Sinn des Postulats 
wird, daB durcb die Erscbeinungen nur die in Raum und Zeit yier- 
dimensionale Welt gegeben ist, aber die Projektion in Raum und in 
Zeit nocb mit einer gewissen Freiheit vorgenommen werden kann, 
mochte ich dieser Behauptung eber den Namen Postulat der dbsoluten 
Welt (oder kurz Weltpostulat) geben. 

III. 

Durcb das Weltpostulat wird eine gleicbartige Bebandlung der yier 
Bestimmungsstucke x 7 y 7 % 7 t moglicb. Dadurcb gewmnen, wie icb jetzt 

*) A. Einstein, Annalen der Pkysik, Bd. 17, 1905, S. 891; Jainbncli der 
Radioaktivitat und Elektronik, Bd. 4, 1907, S. 411. 
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ausfuhren will, die Formen, unter denen die pkysikalischen Gresetze 
sich ahspielen, an Verstandliekkeit. Yor allem erlangt der Begriff der 
Beschleunigung ein scharf hervortretendes Grepriige. 

Iek werde mich einer geometrischen Ausdrucksweise bedienen, 
die sick sofort darbietet, indem man im Tripel x, y 7 z stillsckwei- 

gend yon z abstra- 
kiert. Einen belie- 
bigen Weltpunkt 0 
denke ick zum Raum- 
Zeit - Nullpunkt ge- 
inacht. Der Kegel 

cn*-a?—y*—z*-0 

mit 0 als Spitze (Fig. 2) bestekt aus zwei Teilen, einem mit Werten 
t < 0, einem anderen mit Werten t > 0. Der erste, der Vorhegel von 0, 
bestekt, sagen wir, aus alien Weltpunkten, die „Lickt nack 0 senden“, 
der zweite, der Nachhegel von 0, aus alien Weltpunkten, die „Lickt 
von 0 empfangenY Das vom Yorkegel allein begrenzte Grebiet mag 
diesseits von 0, das yom Nackkegel allein begrenzte jenseits von 0 
heiBen. Jenseits 0 fallt die sckon betracktete kyperboloidisclie Sckale 

F = c 2 t 2 — x 2 — ty 2 — = 1, t> 0. 

Das Grebiet zwiscken den Kegeln wird erfiillt yon den einsckaligen ky- 
perkoloidiscken Grebilden 

-F=x 2 +f + z 2 -cH 2 =:tf 

zu alien konstanten positiyen Werten 7c 2 . Wicktig sind fur uns die 
Hyperbeln mit 0 als Mitteipunkt, die auf den letzteren Grebilden liegen. 
Die einzelnen Aste dieser Hyperbeln mogen kurz die Zwischenhyperbeln 
zum Zentrum 0 heiBen. Ein solcker Hyperbelast wiirde, als Weltlinie 
eines substantiellen Punktes gedackt ; eine Bewegung reprasentieren, die 
fur t = — oo und t == + oo asymptotisck auf die Licktgesckwindigkeit 
c ansteigt. 

Nennen wir in Analogie zum Vektorbegriff im Raume jetzt eine 
gericktete Strecke in der Mannigfaltigkeit der x, y ? z 7 1 einen Velctor 7 so 
kaben wir zu untersckeiden zwiscken den zeitartigen Yektoren mit Rick- 
tungen yon 0 nack der Sckale + F ===== 1, t > 0 und den raumartigen 
Yektoren mit Ricktungen yon 0 nack — F = 1. Die Zeitackse kann 
jedem Yektor der ersteren Art parallel laufen. Ein jeder Weltpunkt 
zwiscken Yorkegel und Nachkegel yon 0 kann durck das Bezugsystem 
als gleichzeitig mit 0 7 aber ebensogut auck als fruher als 0 oder als 
spater als 0 eingerichtet werden. Jeder Weltpnnkt diesseits 0 ist not- 
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wendig stets friiher, jeder Weltpunkt jenseits 0 notwendig stets spater 
als 0. Dem Grenzubergang zu c = oo wiirde ein volliges Zusammen- 
klappen des keilformigen Einschnittes zwischen den Kegeln in die 
ebene Mannigfaltigbeit t = 0 entsprechen. In den gezeicbneten Figuren 
ist dieser Einschnitt absichtlich mit verschiedener Breite angelegt. 

Einen beliebigen Vektor, wie von 0 naeb x, y, z, t, zerlegen wir 
in die vier Komponenten x, y, z, t. Sind die Richtungen zweier Yektoren 
beziehungsweise die eines Radiusvektors OB von 0 an eine der Flachen 
zf 1 nnd dazu einer Tangente BS im Punkte B der betreffenden 
Flache ; so sollen die Yektoren normal zueinander heiBen. Danach ist 

c 2 tt x — xx x — yy x — zz x =* 0 

die Bedingung dafiir, dafi die Yektoren mit den Komponenten x,y, z, t 
nnd x x , y x , z x , t x normal zueinander sind. 

Fiir die JBetrage von Yektoren der verscliiedenen Richtungen sollen 
die Einheitsmafistabe dadurch fixiert sein ; daB einem raumartigen Yektor 
von 0 nacb — F ===== 1 stets der Betrag 1, einem zeitartigen Vektor von 
0 nacb + F= 1 P t > 0 stets der Betrag 1/c zugeschrieben wird. 

Denken wir uns nun in einem Weltpunkte P(x, y, z, t) die dort 
durchlaufende Weltlinie eines substantiellen Punktes, so entspricbt da- 
nacb dem zeitartigen Yektorelement dx, dy, dz, dt im Fortgang derLinie 
der Betrag 

dx = ^yc 2 df — dx 2 — dy 2 —- dz 2 . 

Das Integral Jdx = x dieses Betrages auf der Weltlinie von irgend- 
einem fixierten Ausgangspunkte P 0 bis zu dem variablen Endpunkte 
P gefuhrt, nennen wir die Eigenzeit des substantiellen Punktes in P. 
Auf der Weltlinie betrachten wir x, y, z, t, d. s. die Komponenten des 
Yektors OP, als Funktionen der Eigenzeit x, bezeicbnen deren erste 
Differentialquotienten nach ? mit x,y,z,t, deren zweite Differential- 
quotienten nach x mit x,y ,z, fund nennen die zugehorigen Vektoren, 
die Ableitung des Yektors OP nach x den Bewegungsveldor in P und 
die Ableitung dieses Bewegungsvektors nach x den JBeschleunigungsvektor 
in P. Dabei gilt 

c 2 i 2 — x 2 — y 2 — z 2 = c 2 7 
cHt — yy — zz — 0 ; 

d. h» der Bewegungsvektor ist der zeitartige Yektor in Richtung der 
Weltlinie in P vom Betrage 1 und der Beschleunigungsvektor in P ist 
normal zum Bewegungsvektor in P, also jedenfalls ein raumartiger Vektor* 
Nun gibt es, wie man leicht einsieht, einen bestimmten Hyperbel- 
ast ; der mit der Weltlinie in P drei unendlich benachbarte Punkte 
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gem ein hat xrnd dessen Asymptoten Erzeugende eines Yorkegels und 
eines Nachkegels sind (siehe unten Fig. 3). Dieser Hyperbelast heiBe 
die Krummungshyperbel in P. 1st M das Zentrum dieser Hyperbel, so 
handelt es sich also hier um eine Zwischenhyperbel zum Zentrum M. 
Es sei q der Betrag des Vektors MP, so erkennen wir den JBcschleu- 
nigungsvektor in P als den Veldor in Richtung MP vom Petrage c*/q. 

Sind sc,y, 0 ,t samtlich Null, so reduziert sich die Krummungs¬ 
hyperbel auf die in P die Weltlinie beriihrende Gerade, und es ist q = oo 
zu setzen. 

IY. 

Um darzutun, daB die Annalime der Gruppe G c fur die physi- 
kalischen Gesetze nirgends zu einem Widerspruche fiihrt, ist es un- 
umganglich, eine Revision der gesamten Physik auf Grund der Yoraus- 
setzung dieser Gruppe vorzunehmen. Diese Revision ist bereits in 
einem gewissen TJmfange erfolgreich geleistet fur Fragen der Thermo- 
dynamik und Warmestrahlung*), fur die elektromagnetischen Yorgange, 
endlich fur die Meehanik unter Aufrechterhaltung des Massenbegriffes **). 

Fur letzteres Gebiet ist vor allem die Frage aufzuwerfen: Wenn 
eine Kraft mit den Komponenten X, Y, Z nach den Raumachsen in 
einem Weltpunkte P[x, y, z, t) angreift, wo der Bewegungsvektor x, y,z,t 
ist, als welche Kraft ist diese Kraft bei einer beliebigen Anderung des 
Bezugsystemes aufzufassen? Nun existieren gewisse erprobte Ansatze 
iiber die ponderomotorische Kraft im elektromagnetischen Felde in den 
Fallen, wo die Gruppe G c unzweifelhaft zuzulassen ist. Diese Ansatze 
fiihren zu der einfachen Regel: Pei Anderung des Bezugsystemes ist die 
vorausgesetzte Kraft derart als Kraft in den neuen Raumkoordinaten an- 
zusetzen, daft dabei der zugekbrige Veldor mit den Komponenten 

iX, iY, iZ, IT , 

. T-~(jX+j-T + jZ^ 

die durch e 2 dividierte Arbeitsleistung der Kraft im Weltpunkte ist, sick 
unverdndert erhdlt Dieser Yektor ist stets normal zum Bewegungs¬ 
vektor in P. Ein solcher, zu einer Kraft in P gehorender Kraftvektor 
soil ein bewegender Kraftvektor in P heifien. 

*) M. Planck, Zur Dynamik bewegter Systeme, Sitzungsberiehte der k. preufii- 
scben Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1907, S. 542 (auck Annalen der 
Physik, Bd. 26, 1908, S. 1 ). 

**) H. Minkowski, Die Grundgleichungen fur die elektromagnetischen Yor- 
g'ange in bewegten KOrpern, Naehrichten der k. Gesellschaft der Wissenschaffc zu 
Gottingen, mathematisch-physikalische Klasse, 1908, S. 53 und Mathematische 
Annalen, Bd. 68 , 1910, S. 527 ; diese Ges. Abhandlungen, Bd, II, S. 352. 
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Nun werde die durcli P laufende Weltlinie you einem substantiellen 
Punkte mit konstanter mechanischer Masse m bescbrieben. Das m-faebe 
des Bewegungsvektors in P beiBe der Impulsvektor in P ? das m-faebe 
des Bescbleunigungsyektors in P der Kraftvektor der Bewegung in P. 
Nacb diesen Definitionen lautet das Gesetz dafiir, wie die Bewegung 
eines Massenpunktes bei gegebenem bewegenden Kraftvektor stattbat*): 

Der Kraftvektor der Bewegung ist gleich dem bewegenden Kraftvektor. 

Diese Aussage faBt vier Gleicbungen fur die Komponenten nacb 
den vier Acbsen zusammen, wobei die vierte, weil you Yornberein 
beide genannten Yektoren normal zum Bewegungsvektor sind, sicb als 
eine Folge der drei ersten anseben laBt. Nacb der obigen Bedeutung 
yon T stellt die vierte zweifellos den Energiesatz dar. Als kmetische 
JEnergie des Massenpunktes ist daker das c 2 -fache der Komponente des 
Impulsvektors nach der t-Achse zu definieren. Der Ausdruck bierfiir ist 

d. i. nacb Abzug der additiven Konstante me 2 der Ausdruck \mv 2 der 
Newtonscben Mecbanik bis auf Grbfien you der Ordnung 1/c 2 . Sebr 
anschaulicb ersebeint bierbei die Abhangigkeit der JEnergie vom Bemig- 
systeme. Da nun aber die tf-Acbse in die Riebtung jedes zeitartigen 
Yektors gelegt werden kann, so entbalt andererseits der Energiesatz, 
fur jedes mogliebe Bezugsystem gebildet, bereits das ganze System der 
Bewegungsgleicbungen. Diese Tatsacbe bebalt bei dem erorterten Grenz- 
iibergang zu c = oo ibre Bedeutung aucb fur den axiomatiseben Auf- 
bau der Newtonscben Mecbanik und ist in solcbem Sinne bier bereits 
von Herrn J. R. Sehutz**) wabrgenommen worden. 

Man kann Yon yornberein das Yerbaltnis yon Langeneinbeit und 
Zeiteinbeit derart festlegen, daB die natiirliche Gescbwindigkeitsscbranke 
c == 1 wird. Fiihrt man dann nocb ]/— 1 - t = s an Stelle you t ein, 
so wird der quadratische Differentialausdruck 

dr 2 = — dx 2 — dy 1 — — ds 2 , 

also yollig symmetriscb in x, y, £, s, und diese Symmetric iibertragt sicb 
auf ein jedes Gesetz, das dem Weltpostulate niebt widerspriebt. Man 
kann danacb das Wesen dieses Postulates mathematiscb sebr pragnant 
in die mystisebe Formel kleiden: 

3 . 10 5 km = ]/-—T sek. a 

*) H. Minkowski, diese Ges. Abbandlungen, Bd. II, S. 400. — Vgl- anch 
M. Planck, Yerbandlnngen der Physikalischen Gesellscbaft, Bd. 4, 1906, S. 136. 

**) J. R,. Sebiitz, Das Prinzip der absolnten Erbaltung der Energie, Nacbiicbten 
der k. Gesellscbaft der Wissenscbaften zu Gottingen, matbematiscb-pbysikaliscbe 
Klasse, 1897, S. 110. 
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Die durcb das Weltpostulat gesekaffenen Yorteile werden vielleieht 
durcb nicbts so scblagend belegt wie durcb Angabe der yon einer 

bdiebig bewegten punldfbrmigen Ladung 
nach der Maxwell-Lorentzscben 
Theorie ausgehenden Wirkungen. Den- 
ken wiruns dieWeltlinie eines solcben 
punktformigen Elektrons mit der La¬ 
dling e und fiibren auf ibr die Eigen- 
zeit x ein yon irgendeinem Anfangs- 
punkte aus. Um das yom Elektron 
in einern beliebigen Weltpnnkte P x 
veranlafite, Feld zu baben, konstru- 
ieren wir den zu P 3 geborigen Vor- 
kegel (Fig. 4). Dieser trifft die un- 
begrenzte Weltlinie des Elektrons, weil 
deren Ricbtungen iiberall die yon 
zeitartigen Vektoren sind, offenbar 




Fig. 3. 


Fig. 4. 


in einem einzigen Punkte P. Wir 


legen in P an die Weltlinie die Tangente und konstruieren durch P 3 
die Normale P 1 Q auf diese Tangente. Der Betrag yon 1\ Q sei r. Als 
der Betrag yon PQ ist dann gemaB der Definition eines Vorkegels rjc 
zu recbnen. Nun stellt der Velctor in Richtung PQ vom Betrage e/r 
in seinen Komponenten nach den 0 -A.chsen das mit c multiplizierte 

Vektorpotentialy in der Komponente nach der t-Achse das shalare Potential 
des von e erregten Feldes fur den Weltpunkt P t vor. Hierin liegen die 
yon A.Lienard und yon E. Wiecbert aufgestellten Elementargesetze*). 

Bei der Besclireibung des yom Elektron bervorgerufenen Feldes 
selbst tritt sodann bervor, da£ die Scbeidung des Feldes in elektriscbe 
und magnetiscbe Kraft eine relative ist mit B/ucksicht auf die zugrunde 
gelegte Zeitacbse; am ubersicbtlicbsten sind beide Krafte zusammen zu 
besebreiben in einer gewissen, wenn aucb nicbt volligen Analogie zu 
einer Kraftscbraube der Mecbanik. 

Icb will jetzt die von einer bdiebig bewegten punMformigen Ladung 
auf eine andere bdiebig bewegte pimktfdrmige Ladung ausgeubte pondero- 
motorische Wirkung besebreiben. Denken wir uns durcb den Weltpunkt 


*) A. Lienard, Champ electriqne et magnetiqne produit par une charge con- 
centxie en un point et animee d’un mouvement quelconque, L’E clair age 61ectrique, 
T. 16, 1898, pp. 5, 5S, 106; E.Wiechert, Elektrodynamische Elementaxgesetze, 
Archives Neerlandaises des Sciences exactes et naturelles (2), T. 5, 1900, S. 549. 
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P x die Weltlinie ernes zweiten punktformigen Elektrons von der Ladung 
fubrend. Wir bestimmen P, Q, r wie vorbin, konstraieren sodann 
{Fig. 4) den Mittelpunkt M der Kriimrnungshyperbel in P, endlicb die 
Normale MN von M aus auf eine durcb P parallel zu QP 1 gedacbte 
Gerade. Wir legen nun, mit P als Anfangspunkt, ein Bezugsystem 
folgendermaBen fest, die f-Acbse in die Ricbtung PQ, die x-Acbse in 
die Ricbtung Q P 1 , die y-Achse in die Ricbtung MN, womit scblieBlicb 
aucb die Richtung der s-Achse als normal zu den t-, x-, y-Acbsen be- 
stimmt ist. Der Bescbleunigungsvektor in P sei x, y, g, i, der Bewegungs- 
vektor in P 1 sei a\,y 1} s 1} t t . Jetst lautet der von dem ersten beliebig 
bewegten Electron e auf das zweite beliebig bewegte Electron e x in P 1 
ausgeiibte bewegende Kraftvektor: 

tvobei fur die Komponmten ft,., ft ;/ , ft'., ft, des Vektors ft die dr el Bela- 
tionen bestehen: 

eft, - ft' — \ , ft' =4-, ft. = 0 

und viertens dieser VeJctor & normal mm Bewegungsvelctor in P 1 ist und 
durch diesen Umstcmd allein in Abhdngiglceit von dem letrderen Bewegungs¬ 
velctor stehk 

Vergleicbt man mit dieser Aussage die bisherigen Formulierungen*) 
des namlicben Elementargesetzes iiber die ponderomotorisebe Wirkung 
bewegter punktformiger Ladungen aufeinander, so wird man nicht urn- 
hin konnen zuzugeben, da8 die bier in Betracbt kommenden Verbalt- 
nisse ibr inneres Wesen Toiler Einfacbkeit erst in vier Dimensionen 
entbullen, auf einen von vornberein aufgezwungenen dreidimensionalen 
Raum aber nur eine sebr verwickelte Projektion werfen. 


In der dem Weltpostulate gemaB reformierten Mecbanik fallen die 
Disbarmonien, die zwiseken der Newtonseben Mechanik und der 
modernen Elektrodynamik gestort haben, von selbst aus. Icb will nocb 
die Stellung des Newtonsehm AttrdktionsgeseUes zu diesem Postu¬ 
late beriibren. Icb will annehmen, wenn zwei Massenpunkte m, m t 
ibre Weltlinien besebreiben, werde von m auf m x ein bewegender 
Kraftvektor ausgeubt genau von dem soeben im Falle von Elektronen 
angegebenen Ausdruck, nur daB statt — ee t jetzt + mm 1 treten soli 
Wir betrachten nun speziell den Fall, daB der Beschleunigungsvektor 

*) K. Schwarzsckild, Nackrickten der k. Gesellsckaft der Wisseasckaften 
zu Gottingen, mathematisck-pkysikaliscke Klasse, 1903, S. 132. — H. A, Lorentz, 
Enzyklopadie der mathexnatischen Wissensckaften, V, Art. 14, S. 199. 
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yon m konstant Null ist, wobei wir dann t so einfiiliren mogen, daB 
m als ruhend aufznfassen ist, und es erfolge die Bewegung von m 1 
allein mit jenem von m herruhrenden bewegenden Kraftvektor. Modi- 
fizieren wir nun diesen angegeben Vektor zunachst durch Hinzusetzen 

des Faktors ^~ 1 = "j/l der bis auf GroBen von der Ordnung 1/c 2 

auf 1 hinauskommt, so zeigt sich*), daB fur die Orte von m 1 

und ibren zeitlichen Yerlanf genau wieder die Keplerschen Gesetze 
bervorgehen wtirden, nur daB dabei an Stelle der Zeiten t ± die Eigen- 
zeiten % l von m 1 eintreten wiirden. Auf Grund dieser einfacben Be- 
merkung laBt sicb dann einsehen, dafi das vorgeschlagene Anziehungs- 
gesetz verknupft mit der neuen Mechanik nicbt weniger gut geeignet 
ist die astronomischen Beobacbtungen zu erklaren als das Newtonsche 
Anziebungsgesetz verknupft mit der Newtonscben Mecbanik. 

Aucb die Grundgleichungen fur die elektromagnetischen Vorgange 
in ponderablen Korpern fiigen sicb durcbaus dem Weltpostulate. Sogar 
die von Lorentz gelebrte Ableitung dieser Gleicbungen auf Grund 
von Vorstellungen der Elektronentbeorie braucbt zu dem Ende keines- 
wegs verlassen zu werden, wie ieh anderwarts zeigen werde**). 

Die ausnabmslose Giiltigkeit des Weltpostulates ist, so mocbte 
icb glauben, der wabre Kern eines elektromagnetiscben Weltbildes, der 
von Lorentz getroffen, von Einstein weiter heransgeschalt, nachgerade 
vollends am Tage liegt. Bei der Fortbildung der matbematiscben Kon- 
sequenzen werden genug Hinweise auf experimentelle Verifikationen 
des Postulates sicb einfinden, um aucb diejenigeu, denen ein Aufgeben 
altgewobnter Anscbauungen unsympathiscb oder scbmerzlicb ist, durch 
den Gedanken an eine prastabilierte Harmonie zwiscben der reinen 
Matbematik und der Physik auszusohnen. 

*) H. Minkowski, diese Ges. Abkandlungen, S. 403. 

**) Dieser Gedanke ist ausgefukrt in der Arbeit: Eine Ableitung der Grand- 
gleichungen fur die elektromagnetiscben Yorgange in bewegten Korpern vom 
Standpunkte der Elektronentbeorie. Ans dem Nachlafi von Hermann Minkowski 
bearbeitet yon Max Born in Gottingen. Mathematische Annalen, Bd. 68, 1910, 
S. 526; diese Ges. Abhandlimgen, Bd. II, S. 405. 
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Peter Gustav Lejeune DiricMet und seine Bedentung 
fdr die heutige Mathematik. 

(Rede, gebalten in der Festsitzung der Gottinger Mathematiscben Gesellschaft 

am 13. Februar 1905.) 

(Jahresbericbt der Deutsehen Mathematiker-Vereinigung, Rand 14, S. 149—163.)*) 
Hochgeehrte Anwesende! 

Gedanken an Zeit und Raum sind des Mathematikers standige Ge- 
fahrten, die er aber von sich weist, wenn er das Reich der reinen Zahl 
betritt. Heute werden wir an Herrlichkeiten tief ixn Innern des Zahlen- 
reiches herantreten, und die weihevolle Stimmung des Augenblicks, der 
EinfluB des Ortes gerade sind es, die unsere Schritte dorthin lenken. 

Wir begehen die hundertjahrige Wiederkehr des Geburtstages von 
Lejeune Diricklet, und wir denken zuerst an die Umstande, die uns 
das Recht geben, Dirichlet als zu Gottingen gehorig zu betrachten. 

Am 23. Februar 1855 war GauJB gestorben. Der damalige Kurator 
von Warnstedt wandte sich an Wilhelm Weber als das zunachst 
kompetente Mitglied der Honorenfakultat mit deni Ersuchen, ihm Bericht 
zu erstatten, wie die im Lehrkorper der Universitat entstandene Liicke 
so wiirdig als moglich ausgefiillt werden konnte. Fiir die EntschlieBungen 
leitend, hieB es in dem Schreiben, werde vor allem die Riicksieht sein, 
welche bisher in ahnliehen Lagen der Universitat festgehalten sei. Es 
ist das der Gesichtspunkt, daB die Universitat nicht bloB eine hohe Schule 
fiir den Unterricht der Studierenden, nicht bloB eine Bewahrerin bereits 
erworbener wissenschaftlicher Kenntnisse sein, sondern auch an dem Fort- 
bau der Wissenschaft als eines Gemeinguts der Menschheit arbeiten soil. 
Diesem als leitend festgehaltenen Gesichtspunkt verdankt Gottingen die 
ihm eigentiimlicke Weltstellung. Im Gebiete der hoheren Mathematik 
und der auf die Mathematik begriindeten naturwissenschaftlichen Unter- 

*) Der Rede war im Sonderabdruck ein Rildnis Lejeune Dirichlets als Titel- 
bild beigegeben. (Anm. d. Heransg.) 
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suchungen hat die Georgia Augusta vielleicht diesen Rang am glan- 
zendsten bewahrt. Uniyersitaten, welche eiue wesentliche und bedeutsame 
Stellung in dem geistigen Leben der Nation einnehmen, sind Indiyiduen 
mit einem gescliichtlich festgestellten Charakter, in dessen Bewahrung die 
Gewahr ihrer Kraft und ihres Segens fur das Ganze ruht. 

Weber sandte ein eingehendes Gutachten, er verbreitete sicb aus- 
fQhrlich iiber das Yerhaltnis der Mathematik zu den ibr yerwandten Natur- 
wissenschaften, denn Gaufi batte seine Wirksamkeit zugleicb iiber alle yon 
der Matbematik beherrscbten Wissenschaften, iiber die Physik ebenso wie 
fiber die Astronomic, ausgedehnt. Weber kam zu dem Schlusse, daB 
als der wtirdigste Nacbfolger von GauB wohl einstimmig, in und auBer 
Deutschland, Lejeune Dirichlet, damals in Berlin tatig, betracbtet 
werden moehte. Es wurden auf der Stelle Verbandlungen mit Diricblet 
eingeleitet. Dieser selbst legte auf Beschleunigung der Yokation Wert, 
weil sonst alle die Yersuche, ibn in Berlin zu halten, ihm die Annabme 
des Rufes sebr erschweren wurden. Scbon nach kurzer Frist konnte 
Warnstedt an den Minister berichten: Dirichlet kommt gerne nach 
Gottingen, weil er es fur den bocbsten Ruhm halt, GauB’ Nachfolger zu 
werden. Es ist das eine wahrhaft glanzvolle Akquisition, die schonste, 
die Gottingen in diesem Fache hatte macben konnen. 

Der Uniyersitat Gottingen, welche ein halbes Jabrhundert bindurcb 
den Ruhm genossen batte, den ersten aller lebenden Matbematiker zu be- 
sitzen, war es gelungen, sicb diesen Ruhm auch ferner zu erbalten. 

Einige Daten aus dem Leben Dirichlets werden Ibr Interesse be- 
anspruehen diirfen; sie sind zumeist der ausgezeichneten Gedachtnisrede 
entnommen, die Kummer in der Berliner Akademie seinem um fiinf 
Jabre alteren Frennde gewidmet bat. 

Peter Gustay Lejeune Diricblet wurde in Diiren bei Aachen ge- 
boren, beute yor bundert Jabren. Auf dem Gymnasium in Koln batte 
er zu seinem Lehrer in der Matbematik den nachmals in der Elektro- 
dynamik beriibmt gewordenen Georg Simon Ohm. Secbzebn Jahre alt, 
kehrte er mit dem Abgangszeugnis fur die Uniyersitat nach Hause zuriick 
nnd beredete die anfanglich widerstrebenden Eltern, seinem entscbiedenen 
Wunscbe nacbzugeben, ibn Matbematik studieren zu lassen. 

Das mathematische Studium auf den preuBischen und auf den iibrigen 
dentscben Uniyersitaten lag damals arg darnieder. Die Yorlesungen er- 
hoben sich nur wenig iiber das Gebiet der Elementarmatbematik. In 
Frankreich dagegen stand die Matbematik in yoller Bltite. Laplace, 
Legendre, Fourier, Poisson, Cauchy wirkten zusammen, Paris zu 
einem glanzenden Sitze der matkematischen Wissenschaft zu macben. 

Dirichlet wandte sich nach Paris, er yerblieb dort yiereinhalb Jahre, 
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den groBten Teil der Zeit als Lehrer im Hause des Generals Foy tatig, 
der eine hervorragende Personlichkeit war und als Politiker eine bedeu- 
tende Roll© gespielt hat. Mehr noeh als das Horen der Yorlesungen 
wurde in dieser Zeit fur Dirichlets spatere wissenschaftliche Richtung 
bestimmend das Studium der GauBischen Disquisitiones Arithmeticae. 
Dirichlet hat dieses Werk nicht nur einmal oder mehr ere Male dureh- 
studiert, sein ganzes Leben hindurch hat er nicht aufgehort, die Fiille der 
tiefen Gedanken, die es enthalt, sich immer wieder zu vergegenwartigen. 
Sartorius von Waltershausen erzahlte einmal: So wie gewisse Geist- 
liche mit ihrem Gebetbuch umherziehen, pflegt Dirichlet nur in Be- 
gleitung eines ganz verlesenen, aus dem Einband gewichenen Exemplars 
der Disquisitiones Arithmeticae auf alle seine Reisen zu gehen. 

Durch eine Arbeit zum Fermatschen Satze erweckte Dirichlet die 
Aufmerksamkeit der Pariser Akademie. Infolge dieses glanzenden Debuts 
kam Dirichlet namentlich mit Fourier in nahere Verb indung. Fourier 
fand in ihm einen jungen Mann, dem er sein mathemafcisch.es Herz ganz 
eroffnen konnte und von dem er nicht bloB bewundert, sondern auch ver- 
standen wurde. Durch Fourier wurde Alexander von Humboldt auf 
Dirichlet aufmerksam gemacht. Humboldt glaubte, daB unter den da- 
maligen Verhaltnissen Frankreichs der Aufschwung der Wissenschaften 
gehemmt und auch far groBe Talente in Paris wenig Aussicht ware, und 
er brachte in Dirichlet den schon erwogenen EntschluB zur Riickkehr 
ins Vaterland zur Reife. Durch Verwendung Humboldts, dessen Be- 
muhungen auch GauB unterstiitzte, erhielt Dirichlet 1827 eine Anstel- 
lung in Breslau. Auf der Reise dorthin wahlte er den Weg iiber Gottingen, 
um GauB personlich kennen zu lernen. 

In Breslau blieb Dirichlet wenig iiber ein Jahr, dann wurde er 
nach Berlin gerufen, wo er zuerst einen Lehrauftrag an der Kriegsschule 
erhielt und bald fur die dortige Universitat und die Akademie gewonnen 
wurde. Dirichlet wirkte an der Berliner Hochschule in ausgezeichneter 
Weise 27 Jahre hindurch, davon sieben Jahre im Verein mit seinem 
Freunde Jacobi. Eine Berufung nach Heidelberg im Jahre 1846 hat er 
abgelehnt. 

Im Berichte Webers findet sich noch eine Tatsache, die nicht be- 
kannt geworden ist. Schon im Jahre 1828 hegte GauB im Interesse der 
Universitat und in der Hofftmng des gemeinsamen wissenschaftlichen 
Zusammenwirkens den lebhaftesten Wunsch und sprach ihn gelegentlieh 
gegen Humboldt aus, daB Dirichlet nach Gottingen berufen werden 
moge. NachThibauts Tode 1832 wollte GauB selbst einen entsprechen- 
den Antrag bei dem Kuratorium stellen, er nahm davon nur Abstand, 
weil er sich sagen muBte, Dirichlet wurde Berlin nicht verlassen haben 

Miukowski, Gesammelte Abhaadlungeu. II. 29 
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infolge der soeben erst durch seine Yerheiratung eingegangenen Yerbin- 
dung mit dem Mendelssohnschen Hause, welches damals in Berlin den 
ausgezeichnetsten Yereinigungspunkt fiir Kunst und Wissenschaft bildete. 
Dirichlet hatte sich im Jahre 1831 mit Rebecca Mendelssohn- 
Bartholdy, der jtingeren Schwester von Felix Mendelssohn und von 
Fanny Hensel, vermahlt. 

„Im Herbst 1855 siedelte Dirichlet nach Gottingen fiber. Er richtete 
sich hier in einem eigenen, angenehm gelegenen Hause mit Garten (Mfihlen- 
straBe 1) ganz naeh seinem Gefallen ein, und die Ruhe der kleineren 
Stadt, welche er seit seiner Jugend nicht mehr genossen hatte, ersetzte 
ihm hinreichend die auBeren Annehmlichkeiten des groBstadtischen Lebens 
in Berlin" An der Universitat fand er zwar nicht einen so groBen Kreis 
von Zuhorern, als er in Berlin verlassen hatte, allein sein Ruf als Lehrer 
war nicht minder anerkannt als sein wissenschaftlicher Ruf und zog viele 
jnnge Mathematiker nach Gottingen. 

Es sollte ihm jedoch nur noch eine kurze Wirksamkeit gegonnt sein. 

Im Sommer des Jahres 1858, nach dem Schlusse seiner Vorlesungen, 
reiste er nach der Schweiz und hielt sich in Montreux auf, weniger zu 
seiner Erholung, als mit dem Vorhaben, daselbst eine in der Gottinger 
Sozietat zn haltende Gedachtnisrede auf GauB auszuarbeiten. Dort wnrde 
er plotzlich von einer akuten Herzkrankheit ergriffen und kehrte todkrank 
nach Gottingen zurfick. Die augenblickliche Lebensgefahr konnte zwar 
abgewandt werden, da traf Dirichlet der plotzliche Verlust seiner Frau. 
Dieser Schlag wendete seine Krankbeit wieder zum Schlimmeren und 
nach schweren Leiden erlag er derselben am 5. Mai 1859, nur 54 Jahre 
alt, in der hesten Schaffenskraft, in frischem Besitze wunderbarer Ge- 
heimnisse, die er mit sich hinubernahm. Er ruht auf dem alten Kirch- 
hofe, der an der Weender Chaussee liegt; das Grab, das ihn und seine 
Frau aufnahm, befindet sich wenige Schritte rechts hinter dem Bfirger- 
denkmal und ist leicht kenntlich an einer hohen stein emeu Umfriedung. 


Seit jener Zeit ist fast ein halbes Jahrhundert weiterer intensivster 
Entwicklung der ruathematischen Wissenschaft voriibergezogen. In alien 
ihren Teilen sehen wir noch die Impulse des Dirichletschen Geistes 
nachwirken. Suchen wir das Lebenswerk Dirichlets als Gauzes zu be- 
urteilen, so ist es ein ununterbrochenes Zeugnis fiir die Yerbruderung 
der mathematischen Disziplinen, fiir die Einheit unserer Wissenschaft. 
Dnablassig war sein Sinnen darauf gerichtet, zwisehen getrennt bestehen- 
den Gedankenspharexi die Briicke zu schlagen und unabhangig gezeitigte 
Erfolge zu fruchtbarer Weehselwirkung zn verschmelzen. 
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Das Feld, auf welcbem unstreitig die bewundernswiirdigsten Offen- 
barungen Diricblets liegen, ist die bobere Aritbmetik, die Lebre von 
den Eigenscbaften der ganzen Zablen. Es kann nur derjenige Diricblet 
in richtigeni Licbte erfassen, der die Eigenart dieses Zweiges der Matbe- 
matik zu scbatzen yerstebt. 

Icb mnJB dayon etwas ausfiibrlicber sprecben, wenn icb Ihr Interesse 
fur Diricblets groBte Leistungen wacbrufen will. Freilicb, die Arith- 
metik yon heute ist nicbt ganz die Aritbmetik aus den Zeiten der Disqui- 
sitiones. An die SteJLLe der erfindungsreicben scbopferiscben Pbantasie 
eines GauB und Diricblet, die ein yerheiBenes Land sucbte, ist mebr 
der systematisebe Anbau eines sicber erworbenen Bodens getreten. Fiir 
GauB war die Arithmetik die Konigin der Mathematik, sie ist es aueb 
beute nocb. Aber ibr Wesen ist selbst yielen Matbematikern unnabbar, 
man bort yon der fortscbreitenden Arithmetisierung aller matbematiseben 
Wissenszweige sprecben, und mancbe balten desbalb die Aritbmetik nur 
nocb fur eine zweckmaBige Staatsverfassung ; die sicb das ausgedebnte 
Reicb der Mathematik gibt. Ja ? zuletzt werden einige in ibr nur nocb 
die bobe Polizei seben, welcbe befugt ist, auf alle verbotenen Vorgange 
im weityerzweigten Gemeinwesen der GroBen und Funktionen zu acbten. 
Die Aritbmetik stebt einzig da durcb „die Einfacbbeit ibrer Grundlagen, 
die Genauigkeit ibrer Begriffe, die Reinbeit ibrer Wabrbeiten^, diese 
Rubmestitel ibrer Unbestecblicbkeit werden ibr yon niemandem aberkannt. 

Erwecken wir fur einen Moment die alte Aritbmetik aus ihrem 

Dornroscbenscblaf. 

Fast alle, die sicb emstlicb um die Aritbmetik bemiibt baben, gaben 
sicb ibr bald mit einer gewissen Leidenscbaft bin. Mit einer leicbten 
Variation des Aussprucbs, den Novalis auf die Matbematiker im allge- 
meinen gepragt bat, darf fuglicb bebauptet werden: Der ecbte Aritb- 
metiker ist Enthusiast per se. Ohne Entbusiasmus keine Aritbmetik. 

Allerdings sind unter den Matbematikern selbst mancbe anzutreffen, 

denen der Reiz fiir dieses Gebiet yollkommen abzugeben scbeint. Viel- 

leicbt ]iegt die Ursacbe dayon in dem boben Grade yon Abstraktions- 
fabigkeit, welcben die aritbmetiscben Begriffe zu ibrer yolligen Beberr- 
scbung erfordern. Vielleicbt aucb riibrt- jene Abneigung yon einer 

Ungeduld ber, die der matbematiseben Gedankenarbeit erst im Momente 
unmittelbarer praktiseber Verwendbarkeit ibr Interesse zuwenden mag. 
In letzterer Hinsicbt bin icb ubrigens fiir die Zablentbeorie Optimist und 
bege still die Hoffnung, daB wir yielleicbt gar nicbt weit yon dem Zeit- 
punkt entfernt sind, wo die unyerfalscbteste Aritbmetik gleicbfalls in 
Pbysik und Cbemie Triumpbe feiern wird, und sagen wir z. B., wo wesent- 
licbe Eigenscbaften der Materie als mit der Zerlegung der Primzablen in 

29 * 
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zwei Quadrate im Zusammenhang stekend erkannt werden. An jeneru 
Tage werden den Aritkmetikern von alien Seiten Huldigungen dargebrackt 
werden. Einstweilen aber wiirden in einen Briefsteller fur Aritlimetiker 
nock zweokmaBig alle die resignierten AuBerungen hineingehoren, die 
GauB und Diricklet sick liber die geringe Yerbreitung zahlentheoreti- 
scken Sinnes sckrieben. 

Sckon jetzt nekmen wir in der Zaklentheorie mekrere, wenn auck 
vielleickt nur auBerliche Analogien mit der Pkjsik wakr. Durck die un- 
endliche Reike der Zaklen bietet sick die weiteste Moglickkeit des Ex- 
perimentierens. Jede Zakl ist wie ein Individuum fur sich, das in der 
ruannigfaltigsten Weise die Eigensekaften groBer Klassen in sick ver- 
einigt. Jede Zakl ist daker ein Objekt fur Versucke zur Entdeckung 
allgemeiner Gesetze. Dem Arithmetiker werden in seiner Beschaftigung 
die Ziffern das, was die Farben dem bildenden Kunstler sind. Er misekt 
dieses Handwerkszeug, urn wunderkare Geschehnisse, eindrncksvoile Cka- 
raktere festzuhaiten, incles ein anderer Matkematiker kockstens mit rohen 
Stricken den Effekt von GroB und Klein hervorzurufen, die Distanz der 
Fixsteme neken dem Durchmesser eines Moleklils zn malen verstekt. 

Auch ? daB auffallige Zusammenkange oft friiker vvakrgenommen wer¬ 
den, als die inneren Griinde dafiir offenbar liegen, ist ganz ein Ckarakte- 
ristikum einer Erfakrungswissensckaft. Mancke derartige Erscheinungen 
in der Zaklentkeorie mogen in den Folgen, wie sie den Weg zeigten, um 
in neue unbekannte Tiefen der Wissensckaft einzudringen, wokl mit der 
Feststellung von Weber und Koklransck zu vergleicken sein, daB der 
Quotient der elektromagnetiscken und der elektrostatiscken Einkeit der 
Elekfcrizitatsmenge genau mit der GroBe der Licktgesckwindigkeit tiber- 
einstimmt. So bildete ein merkwiirdiges Endergebnis, auf das Diricklet 
kei der Berechnung der Klassenanzabl der quadratiscken Formen mit 
komplexen Koeffizienten gefuhrt wurde, fur einen mathematiscken Forscher 
der Gegenwart das Einfallstor, durck welches er in das Reich der Zaklen¬ 
tkeorie eindrang, um dort neue bliikende Provinzen zu erscklieBen. 

Andererseits finden wir in der Gesckickte der Arithmetik, daB oft 
bedeutende Fortsckritte an ganz unsckeinbare Pkanomene ankniipfen. In 
der Tkeorie der Kreisteilung war GauB darauf gefiibrt worden, gewisse 
Ausdriicke zu betrachten, — jetzt nennt man sie kurzweg die GauBischen 
Summen, — sie definieren im wesentlicken in einem regularen Polygon 
von n Seiten einen gewissen ausgezeickneten Punkt. Es ergab sick, daB 
der Punkt auf einer bestimmten Geraden durck den Mittelpunkt in be- 
stimmter Entfernnng von letzterem liegen miisse, es blieb aber zweifel- 
kaft ; ob reckts oder links. In jedem Yersucksfalle ergak sick die Lage 
reckts, aber der Beweis dieser so einfack klingenden Tatsacke bot die 
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allergrofiten Sehwierigkeiten dar und fuhrte GauB tief in das Formel- 
gebiet der elliptiscben Funkiionen binein. Diricblet bat spater auf 
einem sehr sinnreicben neuen Wege, durcb Bemitzung der Fourierscben 
Reiben und eines Integrals, das in der Fresnelscben Tbeorie der Beu- 
gung des Licbtes eine Rolle spielt, die GauBiscben Smnmen mitsamt deni 
zweifelhaften Yorzeicben zu berecbnen gelebrt. 

Icb babe etwas ausfiihrlicber von dem Wesen der Zablentbeorie ge- 
sprocben. Nun will icb auf einzelne Funde von Dir icb let eingeken, 
wie sie sicb in den beutigen Stand der mathematiscben Wissenscbaft ein- 
ordnen. Der Brennpunkt der beutigen Zablentbeorie, von dem aus aucb 
ibre funktionentbeoretischen Beziebungen ausstrablen, ist die Tbeorie der 
algebraiscben Zablkorper. Diese Tbeorie rubt auf drei Grundpfeilern, 
dem Satze von der eindeutigen Zerlegbarkeit in Primideale, dem Satze 
von der Existenz der Einbeiten und dem Satze von der trailszendenten 
Bestimmung der Klassenanzabl.*) Von diesen Pfeilern bat die beiden 
letzten Dirichlet allein erricbtet, den zuerst genannten bat Summer 
entworfen und es baben ibn dann Dedekind und Kronecker, Scbiiler 
Diricblets, in unabbangiger Arbeit ausgebaut, und jener bat ibn sogleieh 
jedermann sicbtbar aufgefubrt, dieser ibn lange bindurcb verbiillt gebalten. 
Nun einiges Nab ere zum Verstandnis jener glanzendsten Entdeckungen 
Dirichlets. 

Selbst die in der Zablenlebre wenig Bewanderten wissen von der 
GauBiscben Abbandlung, in der die geometriscbe Deutung der komplexen 
GroBen gelebrt wurde. In jener Abbandlung bat GauB das Feld der 
Zablentbeorie auBerordentlicb erweitert. Die konsequente Fortentwicklung 
des GauBiscben Gedankens bat dazu gefuhrt, dem Begriffe der ganzen 
Zabl eine nocb unendlicb mannigfaltigere Ausbildung zu geben. Wahrend 
die fruberen ganzen Zahlen, nun zur Unterscbeidung ganze rationale ge- 
nannt, sicb additiv und subtraktiv aus 1 zusammensetzen, baben die neuen 
ganzen Zablen, die algebraischen ganzen Zablen genannt, die cbarakteri- 
stiscbe Eigenscbaft, daB irgendeine Potenz von ibnen sicb additiv und 
subtraktiv aus fruberen Potenzen zusammensetzen laBt. Derartige Mengen 
von Zablen, welcbe auseinander ausschlieBlicb durcb Anwendung der vier 
Spezies bervorgeben, werden zu den sogenannten ZahlJcorpern zusammen- 
gefaBt. Aucb in diesen erweiterten Zablbereicben blieb der multiplikative 
Aufbau aller ganzen Zablen aus moglicbst einfacben Primelementen das 
grundlegende Problem. Yor allem erbebt sicb da die Frage nacb alien 

*) Ygl. Hilb ert, Yorwort zu seinem Bericbt uber die Tbeorie der algebraiscben 
Zablkorper in Bd. 4 der Jabresbericbte der Deutscken Mathematiker-Yereinigung. 
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denjenigen ganzen Zahlen, welche auch in der Bins als Faktor enthalten 
sein konnen, wie dieses von den rationalen ganzen Zahlen nur ausschlieB- 
lich die zwei Werte 1 und — 1 tun. Diese Zalilen eines Zahlkorpers 
werden Einheiten genannt, sie durclidringen die iibrigen Zalilen nnd be- 
einflussen deren innerste Natur, icb mochte sagen, wie der Lichtather die 
Erscbeinnngen der Materie. 

Yor Dirichlet war die Frage nach den Einheiten nur fiir den ein- 
fachsten Fall der reellen Korper, welche von einer quadratischen Glei- 
chnng abhangen, erledigt. Aber indem hier der Nachweis der Existem 
der Einheit gleichzeitig mit einem speziellen Verfahren mr Auffindung 
der Einheit Hand in Hand ging, konnte man versncht sein, die Wichtig- 
keit des besonderen Algorithmus zu fiberschatzen, nnd hatte alle Krafte 
vergeuden konnen in dem Unternehmen, das angetroffene form ale Hilfs- 
mittel anf allgemeinere Falle zu tibertragen. Hier hat nun Dirichlet 
mit der ganzen Scharfe vorurteilsfreier Auffassung eingesetzt, den tief- 
liegenden Kern des Problems herausgeschalt und den ganzen xnerkwiirdigen 
Orga ni smna der Einheiten in vollster Klarheit auseinandergelegt. Er 
zeigte, daB in der Regel in einem Zahlkorper unencClich vide Einheiten 
vorhanden sind, und daB sie sich alle aus einer mdlichen Anzahl unter 
ihnen durch Multiplikation und Potenzierung ableiten lassen. Es ist 
wahrhaft bewundernswiirdig, in welche einfache Form Dirichlet zuletzt 
den Beweis seines gewaltigen Theorems zu gieBen verstand. Fast sieht 
es aus, als ob als wesentlichstes Hilfsmittel nur ein ganz alltagliches 
Prinzip verbleibt: Tut man in eine Anzahl von Schubfachern eine groBere 
Anzahl von Gregenstanden, als man Schubfacher hat, so finden sich not- 
wendig in wenigstens einem Fache gleichzeitig zwei oder mehrere Gegen- 
stande vor. Allerdings werden die Dirichletschen Schubfacher GroBen- 
bereiche und die darin aufgehobenen Gegenstande natlirliche Logarithmen. 

Es wird erzahlt, daB nach langjahrigen vergeblichen Bemfihungen 
um das schwierige Problem Dirichlet die Losung in Rom in der Sixti- 
nischen Kapelle wahrend des Anhorens der Ost-ermusik ergriindet hat. 
Inwieweit dieses Faktum fur die von manchen behauptete Wahlverwandt- 
schaft zwischen Matkematik und Musik spricht, wage ich nickt zu er- 
ortern. 

Die zweite groBe zahlentheoretische Entdeckung Dirichlets, die 
Form el fiir die Klassenanzahl, lag in einem Gebiete, das vollkommen un- 
abhangig von der Theorie der algebraischen Zahlkorper aufwuchs, in der 
Theorie der quadratischen Formen. Es sind aber inzwischen die Zweige 
der Arithmetik so dicht zusammengewachsen, daB ich auch die Bedeutung 
dieser anderen Dirichletschen GroBtat auseinandersetzen kann, wahrend 
wir in dem zuletzt berfihrten Ideenkreise verbleiben. 
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In den hoheren Zahlkorpern horte hochst merkwiirdigerweise die 
Eindeutigkeit der Zerfallung der ganzen Zahlen in unzerlegbare Primele- 
mente anf. Fast schien es, als wenn an dieser Schwierigkeit uberkaupt 
die Weiterfiihrung der Theorie der Korper in der einmal eingeschlagenen 
Riehtung scbeitern miiBte. Aus dem Labyrinthe, in das die Aritlimetik 
bier verstrickt erschien, fand Kummer durcb einen ganzlicb nenen Ge- 
danken den rettenden Ausweg. Die nicbt weiter zerlegbaren Zablen durften 
eben nocb niclit als die letzten Urelemente angesehen werden, aueb sie 
waren das Produkt einer weiter reicbenden Zusammensetzung, die wabren 
letzten Primelemente freilich lieBen sieb nicbt rnebr als reine Zablen ab- 
scbeiden. Aber es ergab sicb ein Hilfsmittel, das Yorbandensein eines 
bestimmten Primelementes unzweifelbaft nachzuweisen, nnd der fundamen- 
tale Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit in Faktoren blieb gerettet. 

Kummer nannte die neuen Bildungen ; ilber deren Yorbandensein 
als Faktoren in jedem einzelnen Falle mit Sicherheit entschieden werden 
konnte, ohne daB eine tatsachliche Division ausfiihrbar war ; ideale Zahlen. 
Dedekind gestaltete in der Folge diesen Begriff nocb durchsichtiger. 
Eine bestimmte ideale Zabl ist vollig cbarakterisiert durcb die Gesamtbeit 
alter wirklicben Zablen, in denen sie sich als Faktor zeigt, diese Gesamt¬ 
beit ist geradezu ibr Abbild, und bei dieser Auffassung ersetzte Dede¬ 
kind die Kummerscbe Bezeichnung ideale Zabl durcb den kurzeren 
Namen Ideal . So ist es gekommen, daB die Matbematiker aucb solche 
Ideale besitzen, die ausscblieBlicb durcb die Yernunft geboten sind; es 
sind das nicbt die einzigen Ideale des Matbematikers, aber aucb sie sind 
derart, daB derjenige, der sie kennt, sicb an ihnen begeistert. 

Nun vermogen sicb zwei verscbiedene Ideale in gewisser Weise aus- 
zutauschen, ein Vorgang, der durcb die Analogie mit den cbemiscben Um- 
wandlungen sebr einleucbtend sein wird. Man fiigt zu den samtlicben 
Zablen, die ein gegebenes Ideal enthalten, einen wirklicben Faktor binzu; 
es laBt sicb aus den zusammengesetzten Produkten ein anderer wirklicher 
Faktor abspalten, und nun bleiben genau die samtlicben Zablen iibrig, 
die ein bestimmtes zweites Ideal enthalten. In solebem Falle beiBen die 
betreffenden zwei Ideale einander dquivalent und sie werden zu einer Klasse 
gerechnet. In denjenigen besonderen Fallen, wo der urspriingliche Be¬ 
griff der Primzahlen in Kraft bleibt, sind alle Ideale gegenseitig aus- 
tauschbar und gibt es daber nur eine einzige Idealklasse. In alien Fallen 
aber erweist sicb fur einen Zaklkorper die Anzabl der samtlicben vor- 
bandenen Idealklassen als eine endliche , und diese Anzahl der IdealMassen 
ist das bedeutungsvollste Attribut eines algebraischen Zablkorpers. 
Diricblet nun ist es zuerst gelungen, das grofie Ratsel der Klassen- 
anzabl durcb ibre Bestimmung auf transzendentem Wege zu losen. 
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Diricblet bebandelte nur die quadratiscben Zablkorper, aber seine Me- 
tbode ist in der Folge far die Erledigung der allgemeinsten Falle zu- 
reiehend geblieben. 

In dem Nacblasse you GauB fand sich ein Fragment einer Abband- 
lung, die der Sozietat iiberreieht werden sollte. Sie beginnt: Sechsund- 
dreiBig Jalire sind schon verflossen, seit icb die Prinzipien des wunder- 
baren Zusammenhangs, welcbem die vorliegende Arbeit gewidmet ist, 
entdeckte. Ans diesem Fragmente gebt nnzweifelbaft bervor, daB GauB, 
wie er in so vielen Ricbtungen spatere Funde vorweggenommen bat, so 
ancb den Ausdruck far die Klassenanzabl scbon 1801 gekannt bat. Aber 
der Weg, den GauB bei dessen Herleitung einscblug, bricbt in dem 
Fragment mit der Scbwierigkeit eines Konvergenznacbweises ab, dessen 
vermutliebe Erledigung zu rekonstruieren nicht gelungen ist. Das 
GauBische Fragment bandelt in seinem ausgefiibrten Teile von der Be- 
stimmung des Flacbeninbalts einer Figur, speziell des Kreises. Sie er- 
seben daraus, wie die bocbsten Probleme, welcbe die Aritbmetik darbietet, 
immer wieder zu neuer Durcbforscbung elementarer Begriffe, die man 
scbon langst gesicbert wahnen wiirde, die Yeranlassung werden; 

DaB Diricblet die fraglicbe Scbwierigkeit iiberbaupt nicbt antraf, 
liegt daran, daB er von einem ganzlicb neuen Ausdruck fur den Flacben- 
inlialt einer Figur ausgeben konnte. Die gewobnlicbe, icb mockte sagen, 
mihroskopische Bestimmung eines Flacbeninbalts, welcbe aucb GauB aus- 
einandersetzt, bestebt darin, auf die zu untersucbende Figur Quaclratnetze 
mit immer engeren und engeren Mascben zu legen und die in die Figur 
fallenden Mascben zu zablen. Diricblet denkt sicb ein fur allemal ein 
bestimmtes, unendlicbes Quadratnetz fest liber die Ebene gebreitet. Die 
zu untersucbende Figur wird nun von einem festen Aufangspunkte aus 
kontinuierlicb in alien Dimensionen gleicbmaBig vergroBert, und fill* jeden 
Kreuzungspunkt des Netzes wird angemerkt, bei welcbem YergroBerungs- 
verbaltnis er gerade auf den Rand der Figur treten wiirde. Die Summe 
der reziproken Werte aller so bestimmten VergroBerungszablen fur alle 
vorbandenen Netzpunbte wiirde nocb unendlicb sein; man sunimiere nun 
aber bestimmte gleicb bobe, etwa 2s te Potenzen aller dieser reziproken 
Werte, so kommt man auf eine durcb die ursprungli cbe Figur vollig 
cbarakterisierte Funktion £( 5 ); diese gestattet eine analytiscbe Fortsetzung 
fiir alle komplesen 5 und weist dann insbesondere fur s= 1 einen ein- 
facben Pol auf, dessen Caucbyscbes Residuum genau der Flacbeninhalt 
der Figur wird. Icb mocbte vorscblagen, zur leicbteren Einbiirgerung 
dieser fundamentalen Uberlegung in der Analysis die eben bescbriebene 
Formel den Dirichletscben makroskopischen Ausdruck eines Flacben- 
inbalts zu nennen. 
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DaB Dirichlet auf diesen merkwiirdigen Ausdruck iiherkaupt ver- 
fiel, hatte er dem gliicklicken Umstande zu verdanken, daB dergleiehen 
Summen aus gleich hohen Potenzen positiver abnekmender GroBen, die 
man keutzutage allgemein als Dirichletscke Reihen bezeicknet, sick ihm 
bei einer friiheren Gelegenkeit ganz yon selbst dargeboten katten. Es 
kandelte sick damals darum, einen Beweis fur den Satz zu finden, daB 
jede aritkmetische Progression yon Zahlen, bei welcher nicht alle Xndi- 
yiduen einen gemeinsckaftliehen Faktor kaben, stets auck unendlick yiele 
Primzaklen enthalt. Legendre katte ricktig erkannt, daB dieser Satz 
durch seinen elementaren Ckarakter sick als ein auBerst einsckneidendes 
Reagensmittel bei den mannigfacksten aritkmetiscken tJberlegungen dar- 
stellt. Aber der Versuch Legendres, einen Beweis des Satzes zu er- 
bringen, sckeiterte klaglick, darf man mit gutem Grande sagen. 

Es ist nun ein weiterer Rukmestitel yon Dirichlet, zuerst jenes 
fundamentale Theorem liber die Primzaklen in aritkmetiscken Progressionen 
bewiesen zu kaben. Die Idee des Beweises war ikm durck Reflexion liber 
die Art erwacksen, wie Euler aus der Verwandlung der Summe der 
reziproken Werte der natlirlicken ganzen Zaklen in ein nur yon der Reike 
der Primzaklen abkangendes Produkt gescklossen katte, daB die Anzahl 
der Primzaklen notwendig eine unendlicke ist. Die grofite Sckwierigkeit, 
welcke Dirichlet an dieser Stelle entgegentrat, bestancl in der Notwendig- 
keit, das Nichtverschwinden des Wertes einer gewissen Summe einzuseken; 
und gerade diese Sckwierigkeit loste sick in kochst iiberrasckender Weise 
und wurde der AnlaB zu der yorhin gesckilderten Entdeckung. Namlieh 
jene Summe erwies sick als eine Klassenanzakl quadratischer Formen, 
und als Anzahl rnuBte sie notwendig mindestens 1, also yon Null ver- 
sckieden sein. Ick kann kier yielleickt hinzufiigen, daB yor wenigen 
Jakren Mertens in Wien das Nichtverschwinden der fraglicken Summe 
auf einem direkten Wege durck GroBenabsckatzung in betreff der Glieder 
darzntun yermockte. Aker diese klikne Metkode yon Mertens ist, als 
wenn man durck Gestrlipp auf steilstem Wege zu einer Bergspitze empor- 
klimmt, anstatt durck eine Landsckaft mit kerrlicken Aushlicken sanft 
anzusteigen. 

Nur ein Teil der zaklentkeoretiscken Arbeiten von Dirichlet ist 
kier fliichtig berilhrt worden. Mit besonderer Hingabe war Dirichlet 
unablassig bemlikt, die sckwer zuganglichen Ideen von GauB den Matke- 
matikern nakerzukringen, die starren Beweise desselben in flussige und 
durcksicktige Metkoden umzuwandeln. Von mancker der in diesem Sinne 
unternommenen Arbeiten, wie z. B. seiner geometrischen Tkeorie der ter- 
naren quadratiscken Formen, gingen in der Folge starke Anregungen aus* 
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Kiirzer wollen wir der zweiten Hauptricbtung folgen, die uns in den 
publizierten Arbeiten von Diricblet bervortritt, und auf seine Beitrage 
zur mathematiscben Pbysik eingeben. Diese zwei Ricktungen, die Zablen- 
theorie und die matkematiscbe Pbysik, so divergierend sie scbeinen mogen, 
sind bei Diricblet barmonisch vereinigt durcb das Band der Integral- 
recbnung. Wie man oft einen Maler ans jedem seiner Werke auf den 
ersten Blick an eigentumlieben Farbeneffekten oder baufiger wiederkebren- 
den Stimmungen ertennt, so ist es eine anziebende und stets erfolgreicbe 
Handbabung der Integrate, welcbe vielen Werken Dirichlets ein cbarak- 
teristiscbes Geprage verleiht. 

Zu den Entdeckungen Diricblets, die, icb mochte sagen ; am popu- 
larsten geworden sind, geboren seine Metboden und Resultate im Gebiete 
der Fourierschen Reiben*, sie sind babnbrecbend geworden fur die mo- 
derne Bebandlung der reellen Funktionen und in ibrem Werte geradezu 
unscbatzbar wegen des AnstoBes, den sie zur Ausbildung der Mengenlebre 
gegeben baben. Die den Matbematikern sebr gelaufige Gescbicbte der 
trigonometrischen Reiben ist ein fortwalirender Kampf um die Beseitigung 
von Vorurteilen. Nur unter lebbaftem Widerstreit der Meinungen batte 
die Tatsacbe Anerkennung gefunden, daB willkurlicbe Funktionen sicb in 
nacb den Sinus und Kosinus der Yielfacben des Arguments fortschreitende 
Reihen entwickeln lassen. Aber ein strenger Beweis fur die Konvergenz 
und damit die Zulassigkeit der Reiben war noeb nicbt erbracbt worden. 
Caucby zog Hilfsmittel beran ? die im Falle analytiscber Funktionen zu 
partieEen Erfolgen fiibrten, und vermochte von diesen Mitteln nicbt ab- 
zugeben. Es erging dem groBen Analytiker bier etwa wie den Briidern 
Montgolfier, die nacb der ersten gegliickten Auffabrt ibrer Luftballons sicb 
von dem dabei verwandten Heizmaterial nicbt trennen konnten, weil sie auf 
Erzeugung elektriscben Raucbes bedacbt waren, wo es auf Verdunnung 
der Luft ankam. Diricblet aber erbannte die wahren Bedingungen fur 
den ersfcrebten Aufstieg zur vollen Kobe der willkurlicben Funktionen. 

Diricblets durcb wunderbare Klarheit und Einfacbbeit berubmter 
Beweis, daB jedem Minimum potentieller Energie Stabilitat des Gleicb- 
gewiehts entspricbt, ist eine zweite Tat solcber Art, daB er sicb von ver- 
kebrten Hilfsmitteln freimacbte, indem er statt der analytiscben Regeln 
fur die Bestimmung der Minima einer Funktion nur den ursprunglicben 
Begriff des Minimums beranzog. Immer wieder sind docb bedeutende 
Fortsckritte in der Matbematik auf der Stelle errungen, sowie man nur 
wahrnimmt, daB Umstande, die stets als zusamxnengeborig betracbtet 
wurden, nicbts miteinander zu tun baben. Hierin mag aucb ein wesent- 
licber Grund liegen ; wesbalb so oft Mathematiker scbon in jungen Jabren 
ganz unerwartete Erfolge davontragen. Sie blicken in vielen Dingen 
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weniger yoreingenommen. Es tragt jeder mathematische Soldat den 
MarschaUstab im Tornister, wenn er nicht aus purer Disziplin auf alles 
Yorhandene sell wort. 

Leiebt und von Grund aus zerstorte Dirichlet die naive Auffassung, 
welehe die fiir endliche Reihen giiltigen Rechnungsregeln sorglos auch 
auf die unendlichen Reihen iibertrug: er setzte unmittelbar in Evidenz, 
daB die nicht absolut konvergenten Reihen bei gehoriger Gliederumstel- 
lung jede beliebige Summe ergeben konuen. 

Besonderen Stolz legte Dirichlet auf seine Methode des diskon- 
tinuierliehen Faktors zur Bestimmung vielfacher Integrate. Er pflegte 
zu sagen, es ist das ein sehr einfacher Gedanke, und schmunzelnd hinzu- 
zufligen, aber man muB ihn haben. Die Methode gestattet bekanntlich ? 
sich liber die Grenzen eines Integrationsraumes hinwegzusetzen durch 
Yerwendung eines zweckmaBig geformten Faktors, der im Innern des 
Raumes 1 und auBerhalb 0 ist. Wenn der Gedanke, aus 0 und 1, dem 
Nichts und dem All, nacb dem dyadischen System die ganze GroBenwelt 
aufzubauen 7 Leibniz schon derart gefiel, daB er sioh dadurch eine Be- 
kehrung des damaligen fiir Wissenschaft interessierten Kaisers von China 
vom Heidentume versprach, welehe Hoffnungen auf die Yervollkommnung 
der Welt hatte nicht Leibniz aus einer Kenntnis des Dirichletschen 
diskontinuierlichen Faktors geschopft. 

Dirichlets Verdienste urn die mathematische Physik sind besonders 
hoch darum einzuschatzen, daB er durch seine Vorlesungen auBerordent- 
lich fiir die Verbreitung dieser Lehren in Deutschland gewirkt hat. Ge- 
waltige Offenbarungen auf diesem Gebiete '’ batten sich an seinen Namen 
geknlipft, wenn nicht sein Leben so jah abgebrochen ware. Er hatte 
einen mathematisch strengen Beweis fiir die Stability unseres Planeten- 
systems gefunden, und er war in den Besitz einer ganz neuen, allgemeinen 
Methode der Behandlung und Auflosung der Differentialgleichungen der 
Mechanik gelangt. Aber es sind kaum Andeutungen dariiber verblieben, 
denn er entschloB sich immer nur schwer zu der Niederschrift des Er- 
forschten. 

Gerade seine Gottinger Zeit war besonders ausgefiillt durch Nach- 
denken liber physikalische Fragen. Und gerade im Hinblick auf die an- 
gewandten Gebiete der Mathematik hatte auch Wilhelm Weber 
Dirichlets Berufung hierher so warm befiirwortet. Ich mochte eine 
allgemein gehaltene Stelle ans Webers Bericht wiedergeben, die hierzu 
als Einleitung diente und die Ibr Interesse erweeken wird: 

Fur die anregende Kraft, welehe die Forschungen der einen Wissen¬ 
schaft auf die der anderen ausiibt, zeigt sich die enge Yerwandtschaft 
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allein nicht entscheidend, es kornrnt vielmehr auf die Yerscliiedenartigkeit 
und gegenseitige Erganzung der von zwei Seiten dargebotenen Elemente 
an. Der Astronom, welcher sicli mit einem Physiker, der Physiker 
welcher sick mit einem Astronomen zu einer physikalischen oder astro- 
nomischen Forsckung verbinden wollte, wiirde keine wesentlick neuen 
Elemente dazn mitbringen. Der Matkematiber kann dagegen alle Reich- 
tiimer seiner Wissensckaft und die Resultate seiner eigenen Forsehuncren 
bei einer sckicklich gewahlten astronomischen oder pbysikalischen Unter- 
sncbung ? zu der er sich mit einem Astronomen oder Physiker verbindet 
entfalten. und gewinnt dadurch selbst wieder Antrieb und Anregung zur 
Erforschung neuer Gebiete mathematiseher Probleme. GauB, so fahrt 
Weber fort, hat keine Opfer gescheut, um sich selbst aller Elemente 
der praktischen Astronomie vollkommen zu bemachtigen; er hatte daeselbe 
in Beziehung auf die Physik'vermockt: nur die Vermeidung von Storun- 
gen, in seinen mathematischen Forsckungen, wo der Verlust noch groBer 
gewesen sein wiirde, sind der Grand seiner Verbindung mit mir zu physi- 
kalischen Untersuchungen gewesen, die unter seiner Leitung zu so groBen 
Resultaten gefiihrt haben. Nicht bloB zum Fortbau der hoheren Mathe- 
matik also, sondern auch zu dem der Astronomie und Physik ist ein 
Mathematiker hervorragender Art das groBte Bediirfnis. 

In seinen Vorlesungen behandelte Dirich let mit Vorliebe diejenigen 
Gebiete, an deren Ausbau er selbst reichen Anteil hatte. Sein Vortrag 
war dadurch so eindringlich, weil es schien, als wenn er im Begriffe stiinde, 
eben erst den ganzen Bau zu sehaffen; es war in hohem Grade fesselnd, 
ihm bei dieser Arbeit zu folgen. Er entwicbelte den Stoff in vollster 
Natiirlickkeit. Kein Kunstgriff trat auf als deus ex machina, tragisch ge- 
schtirzte Knoten zu unerwartet giinstiger Losung zu fukren. 

So auBerordentlich anregend Dirichlet als Lehrer gewirkt hat, eine 
hesondere mathematische Schule hat er nicht gegriindet. Aher viele, die 
sich hernach auf individuell sehr verschiedene Wege zerstreuten, verdankten 
ihm die starksten Impulse ihres wissenschaftlichen Strehens. Seinen 
Enthusiasmus fur die Anregungen Dirichlets meinte der junge Eisen- 
stein nicht warm genug schildern zn bonnen, auch wenn ihm ein ehernes 
Herz und eine tausendfaltige Zunge verliehen waren. Welcher Mathe¬ 
matiker hatte kein Verstandnis dafur, daB die lenchtende Bahn Riemanns, 
dieses riesigen Meteors am mathematischen Himmel, vom Sternhilde 
Dirichlets ihren Ausgangspunkt nahm. Mag auch das von Riemann 
Dirichletsches Prinzip benannte scharfe Schwert zuerst von William. 
Thomsons jungem Arm geschwungen sein, von dem anderen Dirichlet- 
schen Prinzipe, mit einem Minimum an blinder Rechnung, einem Maxi- 



Peter Gustav Lejeune Dirieklet. 461 

mum an sekenden Gedanben die Probleme zu zwihgen, datiert die Neu- 
zeit in der Gesehichte der Mathematik. Niemals vergaB Kronecker zn 
sagen, wieviel von seiner mathematischen Existenz er Dirichlet sehulde, 
wenn auch Dirieklet selbst Kronecker nur in die unteren Begionen 
einer der Wissensekaften eingefiihrt kaben wollte, auf deren Hoken dieser 
als Meister einkersekreite. Erst kier in Gottingen trat Dedekind in 
Beziekung zn Dirieklet; wir verekren in ikm den einzigen uns iibrig- 
gebliebenen Heros aus der groBten Epocke in der Aritkmetik. Ganz in 
den Ideenkreis von Dirieklet trat anck Lipsckitz ein, der in semen 
jiingeren Jakren zn Helmholtz und spater zn He^tz seine koke Be- 
geisterung fur Dirieklet knndgab. Alle diese Manner von unvergleich- 
licken Verdiensten nm die kentige Mathematik, den besten Teil ikrer 
mathematischen Kraft gewannen sie durck Dirichlet, und wir heute, 
wenn wir uns mekr als je bemuhen, die Wissenschaft in ikrer einfacken 
Wakrkeit zu erkennen und darzustellen, stehen wir nickt in der Sckule 
Diricklets? 
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bewegender Kraftvektor II 401, 440. 
Bewegungsvektor EL 439. 

Breite eines Korpers II 105, 149, 277. 

Cbaraktere eines Genus quadratischer 
Formen I 7, 42, 74—75, 150, 161, 228. 
eharakteristische Form einer Klasse I 72, 
161. 

Darstellbarkeit, ganzzahlige, einer quadra- 
tiscben Form durcb eine zweite I 86. 

-einer Zabl durcb eine quadratische 

Form I 94. 

—, rationale, der Null durcb quadratische 
Formen I 227. 

Darstellung einer Zabl durcb eine Summe 
von funf Quadraten 1133. 
Determinantenflacbe II 73. 


Diagonalkettenbruch I 344, II 46. 
Dichtigkeit, mittlere, eines Punktgitters 

I 248, II 75. 

Dirichletsche Reiben I 130, 189, II 82. 
Diskriminante eines algebraischen Kor¬ 
pers I 256, 262, 276. 

Diskontinuitatsbereicb ftir die Aquivalenz 
quadratischer Formen II 54. 
Distanzfunktion eines konvexen Korpers 

II 182. 

dnale Matrix (Raum-Zeit-Vektor) II 376. 
Durcbmesser eines Korpers II 287. 

Eckpunkt eines konvexen Bezirks II 136, 
163. 

Eckstiitzebene II 165, 169, 259. 
Eichbezirk II 221. 

Eichflacbe der Distanzen II 123. 
Eichktfrper der Strabldistanzen I 272. 
eigentlicbe Aquivalenz quadratischer For¬ 
men I 210, 253. 

— Darstellung einer quadratischen Form 
durcb eine zweite I 87. 

-einer Zabl durch eine quadratische 

Formen I 94. 

Eigenzeit eines Raum-Zeitfadens II 394. 
Einheiten algebraiscber Zablkorper 1268, 
276, 288, 312, 316, 362. 

— kubiscber Zablkorper II 47. 
Einheitsmatrix II 376. 
einbellige Strabldistanzen I 273. 
Energiesatz II 401. 

Enthaltensein einer quadratischen Form 
in einer zweiten I 9, 253. 
extreme Form I 156, II 75, 

-in bezug auf den reduzierten Raum 

II 76. 

— Eormenklasse II 75. 

— Stiitzebene II 164, 233. 

— Parallelepipeda II 48. 

— Zylinder II 47. 

extremer Halbraum um einen konvexen 
Korper II 233. 

— Punkt eines konvexen Bezirks II 157. 

Flache der Distanz II 123. 

Flachendichte der Energie usw. H 346. 
Flacbenelement II 212. 
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Flacheninhalt = Inhalt. 

Flachenpunkt eines konvexen Bezirks II 163. 
Forxnen mit groBtem Minimum I 156. 
freies Parallelepipedum I 281. 
Fundamentalgleiehung fur die Teilungs- 
flache II 347. 

Fundamentalreihe fur eine Kette I 289. 

GauBsche Summen, melirfache 1 46,229. 
Gegenpunkt II 4. 

zu Losungen (b h ) gelidrende Darstel- 
lungen quadratischer Formen I 97. 
zu |, rj 9 f gehorencle Substitution I 282. 
zu r gehorende Substitution 1 303. 
zu einem Parallelepipedum gehdrige 
Koordinaten II 7. 

gemisckter Flacheninhalt II 194, 245. 
gemischtes Yolumen dreier Korper II 129, 
196, 241. 

Genus von quaclratischen Formen I 7, 71, 
149, 158, 221. 

Geometrie der Zahlen I 264, II 43. 
Gesehlecht = Genus, 
geschlossene Flliche II 123. 

Gitter = Zahlengitter. 
gitterformige Anordnung II 3. 
Gitteroktaeder II 9. 

— erster Art und zweiter Art II 11. 
Gitterpunkt I 281, 294, 321, II 120. 
gleichgestellte quadratische Formen 1146, 

E 57. 

Gleichzeitigkeit II 365. 

Grenze von Korpern II 235. 

Grenzformen I 155. 

GrdBe des Impulses eines Korpers in einer 
Fliissigkeit II 288. 

Grundform einer Klasse quadratischer 
Formen fur einen Modul I 34, 183, 230. 
Grundgleichungen fur die elektromagne- 
tischen Yorgange in bewegten Kdrpern 
II 367, 385. 

Grundparallelepiped eines Gitters II 5. 
Gruppen von Darstellungen einer quadra- 
tischen Form durch eine zweite I 90. 

— von Formen fiir einen Modul I 38. 
Gruppen linearer ganzzahliger Substitu- 

tionen I 208, 214. 

Halbraum mn einen konvexen Bezirk 
II 163, 233. 

Hauptachse eines Korpers II 290. 
Hauptfoimenrest = Hanptrest einer For- 
menklasse I 25, 171, 231. 

Hauptideal I 257. 


Hauptreprasentant einer Formenklasse 125. 
eine Form ist hoher als eine zweite 

I 146, II 57. 

homothetische Korper II 149, 245. 
hydrodynamischer Druck II 309. 
hydrostatischer Auftrieb II 317. 

— Druck II 343. 

Ideal I 257, II 455, 

Impuls der Bewegung eines Korpers in 
einer Fliissigkeit II 285. 

Impulsvektor II 441. 

Index = Tragkeitsindex. 

Inhalt einer Figur I 325, 339. 

Innenoberflache II 123. 

innerer Raum einer geschlossenen Flliche 

II 123. 

inneres Produkt zweier Strecken I 250. 

— Volumen eines Korpers I 272. 

Integral der mittleren Krummung II 241. 
Invarianten o, a einer Ordnung von quadra- 

tischen Formen I 12. 

— eines Geschlechts von quadratischen 
Formen I 150, 160, 228. 

inwendige Bezirke einer Schar II 179. 

Kammern, aquivalente II 61. 

Kanten des reduzierten Ptaumes II 68. 
Kantenform II 59. 

Kantenpunkt eines konvexen Bezirks II163. 
Kapillardruck II 310. 
kapillarer Auftrieb II 317. 

Kapillaritat II 299. 

Kappe II 171. 

KappenkOrper II 175, 227, 259. 

Kette von extremen Zylindern II 47. 

— — Parallelepipeda I 284. 

-Substitutionen I 303, 358. 

— zu Formen I 334. 

Kettenbriiche I 276, 278, 293, 320, 11 44. 
kettenbrnchahnliche Algorithmen I 243. 
Kettenglied I 334. 
kinetischer Druck II 309. 
kinetische Energie II 441. 

Klasse von quadratischen Formen I 10, 
243, 254. 

Klassenanzahl quadratischer Formen II 95. 
KohaBion H 299. 

Kohasionskraft II 332. 

Kohasionssprung EE 309. 

Komponenten eines Raum-Zeit-Vektors I. 

Art II 377; II. Art II 378. 

Kongiuenz zweier Formenklassen I 37, 
187, 149, 158. 

konvexe Flache II 123, 134. 
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konvexer Bezirk II 1B5, 154. 

— Korper II 103, 123, 131, 232. 

— Restbereicb. II 120. 

— Zug II 110. 
konvexes Gebilde II 269. 

— Polyeder II 104, 233. 

Korper der Proj ektionen II 216. 

-vierten Einheitswurzel II 49. 

— konstanter Breite II 277. 

— konstanten Urafanges II 278. 
Kxaftvektor der Bewegung II 441. 
Kriterium fur algebraische Zahlen I 302, 

II 50. 

Krummungsfunktion eines Korpers II263. 
Krummungshyperbel II 440. 

Lange des Umfangs eines vollkommenen 
Ovals II 245. 

— einer geraden Linie I 272, II 44. 

— einer Kurve II 122. 

Leitungsstrom II 367, 371, 421. 
Lichtpnnkt II 402. 

Linienpunkt eines konvexen Bezirks II164. 
lor II 383, 409. 

Lorentz -Transformation II 360, 362. 

MaJB der Darstellung einer Zahl durch 
quadratiscbe Formen I 116. 

— einer Klasse positiver quadratiscber 
Formen I 116, 158. 

— eines Genus I 116, 134, 150. 

— einer Ordnung I 116. 

— indefiniter Formen I 153. 

Massendiehte II 395. 

Massemwirkung II 397. 

Matrix II 375. 

Minimum einer quadratischen Form 1154, 
254, 270. 

mittlere Koeffizienten einer Form I 6. 
mittlere Dichtigkeit eines Punktsystems 
I 248, II 75. 

— Krummtmg II 303. 

mittlerer Kriimmungsr adius II 209. 

— Stiitzebenenabstand II 209. 

Mittelwerfc II 212. 

i-Nackbar usw. eines Parallelepipeds 12S3. 
eine Form ist niedrigei als eine zweite 

I 146, II 57. 

Niveanebene II 305. 

Norm eines Ideals I 257. 

Normalensektor II 169, 172. 
normale Raum-Zeit-Yektoren II 378. 
Normalquerschnitt eines Raum-Zeitfadens 

II 394. 


Obere Normale eines Querscbnitts II 894. 
Oberflache einer krummen Fllicke II 122 
256. 

— eines Polyeders II 206. 
Oberflachenenergie, molekulare II 350. 
Oberflacbenentropie, molekulare II 350. 
Oberflachenintegral II 212. 
Oberflachenspannnng II 299, 347. 

Okt (91 SB©) N 9. 

Ordnung der quadratiscben Formen I 5, 
12, 162, 228. 

— einer Gruppe von linearen Substitu- 
tionen I 209. 

Ortszeit II 437. 

Oval II 154, 242. 

—, vollkommenes II 242. 

Ovaloid, vollkommenes II 233. 

Parallelkettenbrucb I 344. 

Periode eines Kettenbruches I 347. 
periodische Kette von Substitutionen 1358. 
periodiscber Diagonalkettenbruch I 346. 
polarer Korper II 146. 

Polarisation, dielektriscbe II 423. 
Polyeder II 124, 136, 233. 

Polyeders char II 184. 

Polygon II 136. 

Postulat der absoluten Welt II 437. 
primare Darstellung einer quadratischen 
Form I 102. 

primitive quadratiscbe Formen I 12, 162. 

— — — in bezug anf einen Modul 1 12. 

— Grenzform I 155. 

Produkt von Idealen I 257. 

— von Matrizen II 375. 

Projektion eines Korpers auf eine Ebene 
II 215. 

Projektionsraum eines Korpers II 161. 
Projektionssektor eines Korpers II 161. 
Punktsystem, regelm&fiiges I 248. 

Quadratiscbes System einer Forai I 5. 
Querschnitt eines Raum-Zeitfadens II 394. 

Hadius eines Korpers II 287. 

Randbezirke einer Scbar II 179. 
Randwinkel II 306. 

Raumvektor Magnetisierung II 425. 

— Polarisation II 423. 

Raum-Zeitfaden II 894. 

-linien II 393. 

-Matrix II 383. 

-punkt II 355. 

-Sicbel II 395. 

— -Yektor I. und II. Art II 363, 364. 

-Geschwindigkeit II 369. 
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reduzierte quadratische Formen I 146, 
154, 217, 244, 269, IT 59. 

- 1 binare II 23, 61. 

— — —, ternare II 23. 

_ — —, quaternare I 146. 

— — — i quinare I 154. 

— — — 1 senare I 217. 
reduzierter Raum II 61. 
reduziertes Grundparallelepiped II 8. 
Reduktion des Zahlengitters in bezug auf 

ein Parallelepiped II 8. 
regelmafiiges Punktsystem I 248. 
Relativitatsprinzip, -postulat, -theorem 
II 853, 369. 

Relativoberflache II 262. 

Reprasentant einer Formenklasse I 10. 
Rest einer Formenklasse 1 13. 

Reste einer Form 1 157. 

Restbereick II 120. 
reziproke Matrix II 376. 

Richtnng II 133. 
ripples II 328. 

Rontgen-Vektor II 423. 

Rnh-Dichte der Elekt.rizitat II 362, 382, 
409. 

Ruk-Kraft, elektrische II 380, 421. 

— —, magnetiscke II 381, 424. 
Ruh-Magnetisierung II 425. 
Ruh-M.assendichte II 395. 
Ruk-Polarisation, di elektrische II 423. 
Ruk-Strahl II 382. 

Rnh-Strom II 382. 

auf Ruhe transformieren (einen Raum- 
Zeitpunkt) II 362, 393. 

Schar konyexer Bezirke II 179. 

— — Kurper II 180, 239. 

Schwerpunkt II 143. 

Seite (a, |5, y) einer Ebene II 136. 
SeitenfUiche eines Polyeders (v-te) II 107. 
seitliche Koeffizienten einer Form I 6. 
singularer Raum-Zeit-Yektor II 364. 
Spannungswirkung II 399. 

Steighohe II 315. 

stetig gekriimmter konvexer Kurper II 262. 
Strahldistanz I 272. 

Strahlgehilde eines Raum - Zeitpunktes 
II 402. 

Stiitzehene II 106, 136, 232, 277. 
Stutzebenenabstand, mittlerer II 209, 213. 
Stiitzebenenfunktion II 4, 145, 232 
Stutzgerade II 154. 

Stutzgeradenfunktion II 242. 


Substitution einer Kette I 334. 

Summe der Kantenkriimmung II 209. 

Tangential ebene an einen konvexen Be- 
zirk II 166. 

Tangentialkorper II 224. 
tangentiale Parameter II 107, 267. 

Teiler der Darstellnng einer quadratischen 
Form durch eine zweite I 102. 
Teilungsflache II 346. 
tkermiscber Druck II 343. 
transponierte Matrix II 375. 

Tragheitsindex 15, 10, 160. 

Umfang eines Korpers II 278. 

— — Ovals II 207. 
unablningige konvexe Korper II 129. 

— Ricbtungen II 0, 104. 

— Systeme ganzer Zaklen I 295, 302. 

Yerailgemeinerte Oberiiache II 124. 

— An6on- und Innenobevtlaebe II 123. 
verallgemeinerter Flacheuinlialt II 219. 
Yerdampfungswiirme II 340. 

Yirial der Kokasionskraft II 337. 
virtuelle Verrucknng in der Raum-Zeit- 
Sichel II 896. 

vollkommene periodische Kette 1 351. 
vollkommenes Oval II 242. 

— Ovaloid II 233. 

vollstandige Aquivalenz von quadratischen 
Formen I 210. 

vollstandiges Formensystem fill* ein Genus 

I 113. 

— Invariantensystem eines Genus 1150,160. 
Yolumen eines Korpers I 272, II 122, 143, 

241. 

— des reduzierten Raumes II 80. 

Wechselseitige Stralildistanzen I 273. 
Welt II 432. 

Weltlinie II 432. 

Weltpostulat II 437. 

Weltpunkt II 432. 

Winkeldistanz zweier Punkte II 209, 270. 
wirkliche Ecke I 251. 

Zaklen cp h eines Hauptreprasentanten I 33. 
Zahlengitter I 264, 271, 281, 294, 321, 

II 5, 43, 120. 

Zentrum der Kauptachsen eines Korpers 
II 286. 

zerfallende quadratische Formen I 223. 
Zerfallung einer Zahl in funf Quadrate I119. 
Zwisckenhyperbeln II 438. 
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Berichtigungen. 

Band I. 

Seite 74 Zeile 7 v. o. lies — 1 statt — 2. 

„ 108 letzte Zeile lies o' n _ 2 statt a'_ 2 . 

„ 109 Zeile 15 y. u. lies tf 3 '=l statt <?/ = 1. 

„ 138 „ 5 v. o. lies=—statt = 

a a 

„ 166 „ 8 v. o. lies ^ statt 

„ 201 „ 5 v. u. lies J) 2 [A] statt D 2 (A). 

„ 279 „ 4 v. U. lies a statt a. (Anm.) 

„ 309 „ 17 v. u. lies ^ 0 “(' 1 ~ 1 >i(| 0 )i'...i (n -' T ) statt 

„ 330 „ 16 v. u. lies $(>,<?) statt ($$,<?). 

„ 371 „ 10 v. u. lies voikominen kann. 

Band II. 

Seite 35 Zeile 3 v. o. lies y 1 X + y 2 Y + y 8 % statt Yi X + y l Y 4- )\ Z. 

t . 56 „ 17 y. o. lies b l statt b. 

21 v. o. lies xf l _ 1 statt xf ± . 

6 y. u. lies (55) statt (56), Zeile 4 v. n. (56) statt (55). 
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Zur Geometrie der Zahlen. 

Fig. 1. Zahlengitter und konvexe Kiirven. 


Fig. 2. Diagonalketten. 



V \ . 2 ,? 


to 2,0 


(1) f{x,y)> 0, sc, y 4= 0,0; /■(0,0) = o, 

(2) f(tx, ty) = */■(«, y), «>0, 

( 3 ) /(—a', — y) = f(i, y), 

W /■(%, 2/i) + /■(«„ y s ) > f(x, + *„ y, + y,), 
( 6 ) /'(if, y) < 1, ffdxdy = 


(«) 


/'(*, y) < 



l4T' 


( 2 ) 

(3) 


- *10- 
l() *,«- 
(■?(»)-«*)«(*»§(*). 
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Fig. 5. Dichteste Lagerung von Oktaedern. 


2 ^ 2 1 GO — 9o n _1 

9% ~ 

(5) ; = aaj + ^2/, n = yx+ dy, aS — py^l- 

(®) 

Fig. 6. Lineare Formen im K6rper von 



° = £ + v + £> 

* »+*+»+*-M^ * *»-* i-(. + ,v K .+^ + ,, + .«<* + % , 

n=s fitf-U */y/N _L I A JA i ^ 



® M» Izli M, |®| 


i08" 
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^ = (r + */)(* H-1«0 4- ($ + *<?') ( 2 / + ^V), 

(3) + + (2) e~**(x+«H 

~~ t _ }± t x ’ 101 + Wi 1 y* + »Vl U 7 3 = f ie^(<y(Z4-tX 

y ~~ 
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